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Die  nachfolgenden  Untersuchungen  beschäftigen  sich  mit  den  Fun- 
damentallehren  der  theoretischen  Musik  oder  Kanonik.    Die   neueren 
musikalischen  Schriftsteller  pflegen  dieselbe  als  eine  völlig  abgeschlossene 
Wissenschaft  zu  betrachten ,  deren  weiterer  Anbau  nicht  sonderlich  der 
Mühe  lohne.   Wenn  nun  zwar  für  die  praktischen  Zwecke  der  Musik  als 
Kansi  die  nothwcndigsten  Grundlagen,  theils  auf  empirischem  theils  auf 
theoretischem  Wege,  längst  festgestellt  sind,  so  bleibt  doch  in  wissen- 
schafUicher  Beziehung  hier  noch  gar  Manches  zu  thun  übrig.    Es  fehlt 
zwar  nicht  an  verdienstlichen  und  in  ihrer  Art  gründlichen  Werken  über 
theoretische  Musik.  Die  mir  bekannt  gewordenen  leiden  jedoch ,  soweit 
sie  von  Musikern  herrühren,    an  einer  Schwerfälligkeit,   um  nicht  zu 
sagen  Unbeholfenheit,  welche  die  Folge  einer  mangelhaften  mathema- 
tischen Auffassung  des  Gegenstandes  ist,  und  von  Mathematikern  haben, 
soviel  ich  weiss,  seit  Euler  nur  Wenige  einzelnen  musikalischen  Pro- 
blemen ihre  Aufmerksamkeit  zugewendet.  Euler's  tentamen  novae  theoriae 
mugicae  aber  ist  von  den  Musikern  ungünstig  beurtheilt  und  als  ein 
Werk  bezeichnet  worden ,  das  mehr  mathematische  Speculation  als  mu- 
sikalisch Brauchbares  enthalte.  Wenn  nun  Euler  seine  Aufgabe  allge- 
meiner fasst,  als  es  der  praktische  Zweck  unmittelbar  verlangt,  und 
daher  das  ganze  Feld  der  möglichen  musikalischen  Combinationen  zu 
darchmustern  beabsichtigt,  so  liegt  hierin  kein  Grund  zum  Tadel ,  viel- 
mehr ist  dieses  Verfahren  echt  wissenschaftlich ;  wenn  er  aber  allerdings 
nicht  überall  die  Forderungen  des  musikalischen  Gehörs  gebührend  in 
Rechnung  zieht,  so  musste  dies  freilich  zu  manchen  unfruchtbaren  Re- 
sultaten führen.  Insbesondere  musste  seine  ungünstige  Beurtheilung  der 
gleichschwebenden  Temperatur,  die  namentlich  seitMarpurg  zu  ent- 
schiedenerem Ansehen  gelangte,  ihn  mit  den  Grundsätzen  der  Musik, 
wie  sie  sich  nach  ihm  immer  mehr  befestigten,  in  Widerstreit  bringen. 
Jedenfalls  enthält  aber  Euler's  Werk  zwei  mathematische  Bestimmungen, 
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deren  Benutzung  seine  Nachfolger  selir  zum  Nachtheil  der  wissenschaft- 
lichen Behandlung  der  theoretischen  Musik  vernachlässigt  haben;  wir 
meinen  seine  Massbestimmung  der  Intervalle  durch  die  Logarithmen  der 
Schwingungsverhältnisse  (p.  73)  und  die  genäherten  Ausdrücke  der- 
selben mit  Hülfe  der  Kettenbrüche  (p.  75).  Zwar  bedienen  sich  Marpurg, 
Türk  u.  A.  bei  Berechnung  der  Schwingungsverhältnissc  der  Loga- 
rithmen ,  jedoch  nur  zur  Abkürzung  der  Rechnung.  Dass  aber  der  Loga- 
rithmas  des  Schwingungsverhältnisses  eines  Tons,  dividirt  durch  den 
Logarithmus  von  2,  als  des  Schwingungsverhältnisses  der  Octave,  das 
Intervall  selbst  ausdrückt,  welches  der  Ton  mit  dem  Grundton  bildet,  blieb 
unbeachtet*)  und  kam  in  Vergessenheit,  so  dass  diese  Bestimmung  bei 
Herbart,  der  sich  ihrer  bedient**)  und  völlig  selbständig  auf  sie  ge- 
kommen zu  seyn  scheint,  wie  eine  ganz  neue  sich  darstellt.  Gerade^ 
durch  die  allgemeine  Anwendung  jener  beiden  Eulerschen  Principicn 
erhält  nun  aber  die  ganze  Lehre  von  den  Tonverhältnissen  eine  Einfach- 
heit und  Klarheit,  mit  der  die  weitschweifige  Behandlung  durch  Zusam- 
mensetzung der  Schwingungsverhältnisse  sehr  zu  ihrem  Nachtheil  con- 
trastirt.  Es  ist  aber  nicht  ein  blosser  methodischer  Gewinn,  der 
dadurch  erlangt  wird ,  sondern  es  ergeben  sich  auch  wesentlich  neue 
Resultate.  Fürs  Erste  nämlich  lässt  sich  mit  Leichtigkeit  nachweisen, 
dass  jede  ungleichschwebende  Temperatur  den   innern   musikalischen 


*)  Nur  Lambert  macht  hiervon  eine  Ausnahme;  beide  Eulcrsche  Bestimmungen 
kommen  in  seiner  Abhandlung  sur  le  tetnperament  en  musique  (Nouv.  Mem,  de  HAcad, 
de  Berlin  Mlk,  p,  55^  in  Anwendung. 

**)  Zuerst  in  den  Hauptpuncten  der  Metaphysik,  Göttingen,  1807,  §  H.  (Werke, 
herausgegeben  von  Hartenstein,  Bd.  3,  S.  46),  dann  in  mehreren  psychologisch- 
musikalischen  Abhandlungen ,  die  sich  im  siebenten  Bande  der  Gcsammtausgabe  der 
Werke  beisammen  finden.  Durch  Herbar t*s  Schriften  lernte  ich  diese  MassbesÜm- 
mung  der  Intervalle  zuerst  kennen  und  habe  sie  in  der  Abhandlung  über  die  mathe- 
matische Bestimmung  der  musikalischen  Intervalle  (Abhandlungen  etc.  lierausgeg.  von 
der  Fürstl.  JabIonowski*schen  Gesellschaft,  Leipzig,  4  846)  benutzt,  ohne  zu  wissen, 
dass  schon  im  Jahre  4739  Euler  auf  sie  gekommen  war.  Die  Anwendung  der  Ketten- 
brüche zur  Aufßndung  abgekürzter  Werlhe  der  Intervalle  lag  so  nahe,  dass  Jeder, 
dem  diese  bekannt  geworden  waren ,  von  selbst  darauf  geführt  werden  musste.  Im 
Uebrigen  mag  bemerkt  werden,  dass  jene  frühere  Abhandlung  in  ihrem  ersten  Theile 
zwar  Manches  enthält,  was  auch  hier,  obwohl  in  vervollkommneter  Gestalt,  eine  Stelle 
finden  musste,  in  der  Hauptsache  aber  einen  ganz  andern  Zweck  verfolgt  als  die  ge- 
genwärtige, die  mit  der  Erklärung  der  ästhetischen  Verhältnisse  der  Töne  nichts  zu 
thun  hat,  daher  auch  in  keiner  Weise  auf  Principien  beruht ,  die  als  blos  hypothe- 
tische angesehen  werden  können. 
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Zusammenhang  der  Intervalle  noth wendig  theilweise  zerreissl,  und  die- 
ser nur  bei  gleichschwebender  Temperatur  ungestört  bleibt.    Dabei  fin- 
det man  aber  auch  zweitens,  dass  es  nicht  blos  eine,  sondern  eine 
Mehrheit  von  gleichschwebenden  Temperaturen  gicbt,    die  in  zwei 
Classen  zerfallen,  auf  deren  gemeinsamer  Grenze  die  gewöhnliche  gleich- 
schwebende Temperatur  steht,  die  man  daher  die  mittlere  nennen 
kann.   In  dieser  nämlich  sind,  wie  bekannt,  die  erhöhten  Töne  Cis,  Dis 
u.  s.  w.  von  den  erniedrigten  Des,  Es  u.  s.  w.  nur  dem  Namen  nach 
verschieden,  in  jenen  beiden  Classen  dagegen  treten  sie  als  wesentlich 
verschiedene  Töne  aus  einander,  und  zwar  liegen  in  der  einen  (blasse 
Cw,  Dis  u.  s.  w.  tiefer  als  Des,  Es  u.  s.  w.  in  der  andern  aber  höher. 
Durch  alle  physikahsche  Schriften  zieht  sich  ^ine  Tabelle  dor  Schwin- 
gungsverhältnisse der  Töne,  in  welcher  neben  den  bekannten  festste- 
henden rationalen  Veihültnissen  der  Haupttöne  auch  für  die  erhöhten 
und  erniedrigten  Töne   rationale   Schwingungsverhaltnisse   angegeben 
werden,    und  wonach  den  erhöhten  eine  tiefere  Stelle  als  den   ihnen 
nSchstbenachbarten  erniedrigten  zugewiesen  wird.  Auf  solche  akustische 
Autorität  hin  ist  diese  Ansicht  über  die  Lage  jener  Töne  auch  in  die 
theoretisch-musikalischen  Schriflcu  übergegangen.    Bei  näherer  Unter- 
suchung erweist  sich  jedoch  jene  Tabelle  hinsichtlich  der  Fixirung  der 
erhöhten  und  erniedrigten  Töne  als  illusorisch.  Denn  diese  Fixirung  ist 
nur  für  gewisse  Tonarten  richtig,    für  andre  unrichtig  und  hat  daher 
nicht  absolute,  sondern  nur  relative  Gültigkeit.  Man  kann  überhaupt  gar 
nicht  die  Schwingungsverhältnisse  und  Intervalle  der  Töne  Cis,  Dis  etc. 
Ces,  Des  etc.  eben  so  absolut  bestimmen  wie  die  von  D,  E,  Fete. 
Denn  es  ist  unmöglich,  aus  den  sieben  Haupttönen  und  ihren  einfachen 
Erhöhungen  und  Erniedrigungen  Tonleitern  zu  bilden,    die  in  allen 
Tonarten  zugleich  rein  sind;  es  würde  vielmehr  zur  Erfüllung 
dieser  Forderung  einer  weit  grössern  Anzahl  von  Tönen  bedürfen  und 
selbst  dann  noch  für  die  Willkür  Spielraum  übrig  bleiben.  Die  moderne 
Musik  verlangt  aber  für  alle  Tonarten  aus  einer  massigen  Anzahl  von 
Tönen  wenigstens  befriedigende  Scalen,    die  demnach  nicht  durchaus 
reine,  sondern  nur  temperirte,  und  zwar,  wie  schon  bemerkt  wurde, 
nur  gleichschwebend  temperirte  Töne  und  Intervalle  enthalten  können. 
Es  kann  jedoch,  wenn,  wie  dies  auf  den  Streichinstrumenten  geschieht, 
erniedrigte  und  erhöhte  Töne  wirklich    unterschieden   werden, 
diese  Temperatur  nicht  die  gewöhnliche  gleich  schwebende  seyn.    Sie 
kann  aber  auch  nicht  in  die  erste    der    beiden   genannten    Classen 
fallen,  obwohl  sich  innerhalb  derselben  eine  Temperatur  angeben  lässt. 
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die  mehr  als  jede  andere  in  der  Gesammtheit  der  die  Dur-  und  Mollton- 
leiter bildenden  Töne  der  Reinheit  nahe  kommt;  denn  bei  den  Modula- 
tionen durch  enharmonische  Verwechselung  zeigt  es  sich,  dass  die 
erhöhten  Töne  Cis,  Dis  etc.  höher  liegen  müssen  als  die  ihnen  nächst- 
benachbarten erniedrigten,  also  Cis  höher  als  Des,  Dis  höher  als  Es 
u.  s.  f.  Werden  also  diese  Töne  unterschieden,  so  muss  die  Temperatur 
in  die  zweite  Glasse  fallen.  In  dieser  Classe  stehen  aber  die  Terzen 
etwas  höher  als  die  der  gewöhnlichen  oder  mittleren  Temperatur ,  wei- 
chen also  etwas  mehr  als  diese  von  der  Reinheit  ab.  Es  kommt  nun 
hierbei  darauf  an ,  eine  solche  Temperatur  zu  finden ,  die ,  bei  unmerk- 
licher Abweichung  von  der  gewöhnlichen  gleichschwebenden  in  den 
Haupttönen,  die  erhöhten  und  erniedrigten  doch  noch  merklich  genug 
unterscheidet.  Diesen  Forderungen  scheint  nun  am  besten  diejenige 
Temperatur  zu  entsprechen,  nach  welcher  das  Intervall  der  Quinte 
==  r^  des  Octavenintervalls  ist,  der  Unterschied  der  nachstbenachbarten 
erhöhten  und  erniedrigten  Töne  y  des  grossen  ganzen  Tons  betragt 
und  die  letzteren  fast  genau  mit  den  gleichnamigen  Tönen  der  Kimber- 
gerschen  Temperatur  zusammenfallen. 

Dies  sind  die  hauptsächlichsten  Ergebnisse  der  nachfolgenden  Un- 
tersuchungen. Nicht  um  musikalische  Neuerungen ,  sondern  um  wissen- 
schaftliche Aufklärung  des  Bestellenden  ist  es  dabei  zu  thun.  Diese  ist 
aber  um  so  mehr  ein  BedUrfniss,  als  einerseits  namhafte  musikalische 
Schriftsteller  die  auf  den  Streichinstrumenten  factisch  vorhandene  Unter- 
scheidung der  erhöhten  und  erniedrigten  Töne  ganz  mit  Stillschweigen 
übergehen,  man  möchte  sagen  verleugnen  und  die  Herrschaft  der 
gleichschwebenden  Temperatur  der  Tasteninstrumente  auch  für  sie  in 
Anspruch  nehmen,  andrerseits  aber  die  gerühmte  Reinheit  der  musi- 
kalischen Leistungen  der  Streichinstrumente  die  Meinung  aufrecht  erhält, 
als  ob  sich  hier  die  Musik  von  jeder  Temperatur  befreien  könnte ,  was 
unmöglich  scheint,  indem  nicht  nur  die  erhöhten  und  erniedrigten,  son- 
dern selbst  mehrere  Haupttöne ,  je  nach  der  Verschiedenheit  der  Ton- 
arten ,  verschieden  gegriffen  werden  müssten ,  dies  aber  bei  dem  häu- 
figen Wechsel  der  Tonarten  grosse  Unsicherheit  erzeugen  und  ein  Spiel 
prima  vista  unausführbar  machen  würde.  ^)    Es  muss  daher  allerdings 


*)  In  völligem  Gegensatz  zu  der  wenigstens  in  Deutschland  jetzt  überwiegenden, 
wo  nicht  allgemein  angenommenen  Ansicht  von  der  Geltung  der  gewöhnlichen  gleich- 
schwebenden Temperatur  auch  für  die  Streichinstrumente  stehen  die  Resultate,  die 
Delezerme  (Memoire  sur  les  valeurs  numeriques  des  notes  de  la  gamme  im  Hecueil  de  la 
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auch  diese  lastrumente  die  gleichschwebende  Temperatur  beherrschen, 
jedoch  nicht  die  gewöhnliche ,  sondern  eine  solche ,  die  sich  derselben 
zwar  nahe  anschliesst,  doch  aber  die  erhöhten  und  erniedrigten  Töne 
\on  einander  sondert  und  in  solcher  Weise  fixirt,  dass  der  musikalische 
Vortrag ,  wenn  auch  bald  mehr  bald  weniger  von  diesen  festen  Bestim- 
mungen abweichend,  doch  auf  sie,  als  die  mittleren,  normalen,  immer 
wieder  zurückkommen  muss. 


sodete  des  sciences  de  Lille,  1827^  aus  seinen  in  Verbindung  mit  mehreren  Künst- 
lern angestellten  Versuchen  ziehen  zu  dürfen  glaubt.  Hiernach  soll  der  geübte 
Violinist  oder  Cellist  in  der  Durscale  den  grossen  und  kleinen  Ton  unterscheiden ,  also 
in  der  That  eine  reine  Scala  spielen,  und  sich  von  aller  Temperatur  frei  halten.  Gleich- 
wohl erkennt  Delezenne  selbst  in  einer  folgenden  Abhandlung  (sur  le  nombre  des  modes 
nmticaux,  ebendas.  p.  67)  die  Noth wendigkeit  einer  Temperatur  auch  für  die  Streich- 
iostmmente  (la  necessite  dun  temperament,  meme  pour  les  instrumens  ä  sons  libres)  an, 
ohne  jedoch  anzugeben ,  von  welcher  Art  diese  Temperatur  seyn  soll.  Eine  Wieder- 
holung und  Erweiterung  seiner  Versuche  wSre  daher  äussert  wünschenswerth ,  da 
sich  zuletzt  nur  auf  experimentalem  Wege  wird  feststellen  lassen,  welcher  gleich- 
schwebenden  Temperatur  sich  das  Spiel  auf  jenen  Instrumenten  am  meisten  nShert, 
und  unter  welchen  Umständen  etwa  der  Spieler  von  ihr  zu  Gunsten  der  Reinheit 
abweicht. 


I. 

ff 

BESTIMMUNG   DER    TÖNE  AUS  IHREN  EINFACHSTEN 

SCHWINGUNGSVERHÄLTNISSEN. 

§<• 

Zwei  oder  mehrere  Töne  heissen  gleich  hoch,  wenn  die  tönen- 
den Körper,  welche  sie  hervorbringen ,  in  demselben  Zeittheil  gleich- 
viele  Schwingungen  machen.  Ist  aber  die  Zahl  dieser  Schwingungen 
bei  dem  einen  tönenden  Körper  grösser  als  bei  dem  andern ,  so  nennen 
wir  den  Ton  des  ersteren  höher  als  den  des  andern,  und  umgekehrt 
den  des  letztern  tiefer  als  den  Ton  des  ersteren  Körpers. 

Zwei  gleichzeitig  gegebene  Töne  machen  auf  den  musikalischen 
Sinn  entweder  den  Eindruck  des  Wohlklangs  oder  des  Missklangs.  Im 
ersteren  Falle  nennen  wir  sie  consonirende,  ihre  Verbindung  eine 
Gonsonanz,  im  andern  Falle  dissonirende  und  ihre  Verbindung 
eine  Dissonanz.  Ob  zwei  Töne  consoniren  oder  dissoniren,  hängt 
von  den  Verhältnissen  ab,  in  welchen  die  ihnen  zugehörigen 
Schwingungsmengen  stehen.  Je  einfacher  diese  Verhältnisse  sind, 
um  so  wohlklingender  ist  die  Verbindung  der  Töne. 

§2. 
Bei  dieser  nothwendigen  Rücksicht  auf  die  Verhältnisse  der 
Schwingungszahlen  der  tönenden  Körper  ist  es  zweckmässig,  abso- 
lute und  relative  Schwingungszahlen  zu  unterscheiden.  Jene  drücken 
die  Menge  der  Schwingungen  des  tönenden  Körpers  in  der  Zeiteinheit 
(der  Secunde)  aus,  diese  sind  die  Verhältnisszahlen,  welche  angeben, 
wie  viele  Schwingungen  oder  Theile  von  Schwingungen  ein  tönender 
Körper  innerhalb  desselben  Zeittheils  macht,  in  welchem  ein  andrer 
nur  einmal  schwingt.    Der  dem  letzteren  zugehörige  Ton  heisst  dann 
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der  Grund  ton.  Ist  also  die  absolute  Schwingungszahl  des  Tons  A=a, 
die  des  Tons  B  =  h,  die  relative  Schwingungszahl  von  B  in  Bezug  auf 
A  als  den  Grundton  =  y,  so  ist  y  =  — .  Umgekehrt  ist  die  relative 
Schwingungszahl  von  A  in  Bezug  auf  Ä  als  Grundton  =y  =  — .  Da, 

^wenn  6  ^  fl,  y  ^  1  ist,  so  folgt,  dass  die  relative  Schwingungszahl  von 

B  in  Bezug  auf  A  grösser  oder  kleiner  als  1  ist,  je  nachdem  der  Ton 
B  höher  oder  tiefer  ist  als  der  Ton  A« 

Kommt  ein  dritter  Ton  C  hinzu ,  dessen  absolute  Schwingungszahl 

=  c,  so  ist  seine  relative  in  Bezug  auf  A  =— ,  in  Bezug  auf  Ä  =4. 

Ist-f =— ,  so  ist  C  ebensoviel  höher  als  B,  wie  B  höher  als  A,  oder  A 

ebensoviel  tiefer  als  Jff,  wie  C  höher  als  B.    Da   dann   die   relative 

Schwingungszahl  von  A  in  Bezug  auf  J9  =  y,  die  von  C  in  Bezug  auf 

ß  =  y  =  — ,  so  ist  das  Product  der  relativen  Schwingungszahlen  zweier 

Töne,  von  denen  der  eine  ebensoviel  höher,  wie  der  andre  tiefer  ist  als 

ein  und  derselbe  dritte  Ton  (ihr  gemeinsamer  Grundton),  =  1 .  Ist  daher 

die  relative  Schwingungszahl  des  einen  =  y,  so  ist  die  des  andern  der 

reciproke  Werth  — . 

Da  für  beliebige  Werthe  von  a,  b,  c  immer  —  .  -^  =  —,  so  folgt, 
dass  die  relative  Schwingungszahl  von  C  in  Bezug  auf  A  gleich  ist  dem 
Product  aus  der  relativen  Schwingungszahl  von  C  in  Bezug  auf  B  in  die 
relative  Schwingungszahl  von  B  in  Bezug  auf  A. 

§  3. 

Zwei  Töye  A,  B  bilden  Consonanzen,  wenn  ihre  absoluten 
Schwingungszahlen  a,  b  in  einem  der  Verhältnisse  1:1,  1:2,  2:3,  3:4, 
4:5,  5:6  stehen. 

1)  Ist  a :  6  =  1 : 1 ,  also  die  relative  Schwingungszahl  von  B  in  Be- 
zug auf  A,  oder  von  A  in  Bezug  auf  B,  y  =  i,  so  heisst  Jff  die  Prime 
von  A,  A  die  Prime  von  B. 

2)  Ist  a:6  =  1:2,  also  die  relative  Schwingungszahl  von  B  in  Be- 
zug auf  A,  y  =  2,  so  heisst  B  die  Octave  von  A. 

3)  Ista:6  =  2  :  3,alsoy  =  y,  so  heisst Jff  die  Q u i n t e  von  A. 

4)  Ista:6  =  3  :  4,alsoy  =  Y,  so  heisst Jff  die  Quarte  von  A. 

5)  Ista:6  =  4  :  5,  alsoy  =  Y,  so  heisst Jff  die  grosse  Terz  vonA. 

6)  Ist«:6  =  5:  6,  alsoy=y,  so  heisst  Ä  die  kleine  Terz  von  A. 


10  M.  W.  Dbomscb. 

Da  in  den  Falleo  2  bis  5  die  relative  Schwiogungszahl  von  A  in 
Bezug  auf  A  =— ,  also  der  Reihe  nach  y.  y.  y.  y,  y  ist.  so  heisst 
dano  beziebunssweise  A  die  umeekebrte  oder  untere  Octave, 
Quinte,  Quarte,  grosse  Terz,  kleine  Terz  von  B.  Denn  da  die  relativen 
Schwingungszahlen  dieser  Töne  die  reciproken  Werthe  derjenigen  der 
Octave,  Quinte  u.  s.  f.  sind .  so  lie^t  ein  durch  sie  iu  Bezug  auf  A  be- 
stimmter  Ton  B  um  ebensoviel  tiefer  als  A  wie  B  höher  als  ii  J  2  .  Im 
Gegensatz  zu  den  unteren  Octaven,  Quinten  u.  s.  w.  kann  man  die  Octa- 
ven.  Quinten  u.  s.  w.  selbst  auch  die  oberen  nennen. 

§•*. 

Beziehen  sich  die  relativen  Schwingungszahlen  2-  j*  y  •  X'  T  ^^ 
emen  und  denselben  Grundton ,  so  sind  durch  sie  fbnf  von  diesem  ver- 
schiedene /höhere),  mit  ihm  aber  consonirende  Töne  bestimmt.  Man 
kann  nun  weiter  aus  ihnen  die  relativen  Schwingungszahlen  derjenigen 
Töne  bestimmen,  die  mit  jenen  der  Reihe  nach  consoniren,  wenn 
man  deren  obere  und  untere  Terzen.  Quarten.  Quinten  und  Octaven 
sucht,  indem  man  jede  der  relativen  Schwingungszahlen  i,  — .  y.  y .  y 

sowohl  mit  jeder  derselben  als  mit  jedem  der  reciproken  Werthe  y.  y, 
y,  y,  y  multipHcirt.  Man  erhält  hierdurch  drei  Classen  von  Tönen, 
theils  nämlich  solche,  deren  relative  Schwingungszahlen  zwischen  denen 
derPrime  undOctave,  also  zwischen  I  und  i  liegen,  theils  solche,  deren 
relative  Schwingungszahlen  >  2.  theils  endlich  solche,  für  welche  diese 
Zahlen  <  I  sind.  Wir  bedürfen  jedoch  für  unsem  Zweck  zunächst  nur 
der  Töne  der  ersten  Classe  und  übergehen  daher  diejenigen  Producte 
der  relativen  Schwinsungszahlen.  die  >  2  und  <  I  sind 


Hiemach  erhalten  wir  nun.  wenn  wir  von  der  Octave  aus  successir 
zur  Quinte ,  Quarte  u.  s.  f.  übergehen  und .  wo  es  höhere  Töne  giebt, 
diese  zuerst  bestimmen,  folgende  Resultate. 

1 )  Die  untere  kleine  Terz  der  Octave  giebt  die  relative  Schwingungs- 
zahl y  =  2  •  -g  =  y.  Der  Ton.  dem  sie  zugehört,  heisst  die  grosse 
Sexte. 

2'  Die  untere  grosse  Terz  der  Octave  giebt  y  =  2  •  *  i=  y .  Der 
zugehörige  Ton  heisst  die  kleine  Sexte. 

Die  untere  Quarte  der  Octave  giebt  y  =  2  •  -^  -^  y .  die  Quinte. 
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Ebenso  giebt  die  unlere  Quinte  der  Octave y  =  2  •  y = y,  die  Quarte. 

3)  Die  kleine  Terz  der  Quinte  giebt  y=yy=:y,  die  grössere 
kleine  Septime. 

4)  Die  grosse  Terz  der  Quinte  giebt  y  =  -- .  y  =  y,  die  gro s se 
Septime. 

Die  Quarte  der  Quinte  giebt,  wie  schon  aus  2  folgt,  die  Octave. 
Die  untere  kleine  Terz  der  Quinte  giebt  y^j~ =—,  die  grosse  Terz. 
Hieraus  folgt  von  selbst,  dass  die  untere  grosse  Terz  der  Quinte 
die  kleine  Terz  giebt. 

5)  Die  untere  Quarte  der  Quinte  giebt  yz=r|-.i.=iiy,  die  grosse 
Secunde. 

Die  kleine  Terz  der  Quarte  giebt  y  =  y  .-?-==  y,  die  kleine  Sexte ; 

die  grosse  Terz  der  Quarte  y  i=  y  •  y  =  y ,  die  grosse  Sexte. 

6)  Die  Quarte  der  Quarte  giebt  y  =  —  ^  __::=:-  die  kleinere 
kleine  Septime. 

Die  Quinte  der  Quarte  giebt ,  wie  sich  nach  2  von  selbst  versteht, 
die  Octave. 

7)  Die  untere  kleine  Terz  der  Quarte  giebt  y  =:  y  •  y  zur  y,  den 
kleinen  ganzen  Ton. 

8)  Die  untere  grosse  Terz  der  Quarte  giebt  y  =  y  -  y  =  fs»  ^^^ 
kleine  Secunde. 

Dass  die  kleine  Terz  der  grossen  Terz  und  die  grosse  der  kleinen  die 
Quinte  giebt ,  folgt  schon  aus  4 ;  eben  so  aus  5 ,  4  und  3 ,  dass  die 
Quarte  der  grossen  und  kleinen  Terz  resp.  die  grosse  und  kleine  Sexte, 
die  Quinte  der  grossen  und  kleinen  Terz  resp.  die  grosse  Septime  und 
grössere  kleine  Septime.  Es  giebt  aber 

9)  die  grosse  Terz  der  grossen  Terz  y  =  y  .  y  =  — ,  die  über- 
mässige Quinte; 

1 0)  die  untere  kleine  Terz  der  grossen  Terz  y  =  y  .  y  =  — ,  die 
übermässige  Prime; 

|pr  kipinpn  Taft  «  =:  — .  —  = 

25 


11)  die  kleine  Terz  der  kleinen  Terz  y=iy.y=:—  die  grössere 


verminderte  Quinte. 

§  6. 
Ordnen  wir  die  gewonnenen  neuen  Töne  nach  der  Grösse  ihrer  re- 
lativen Schwingungszahlen,  so  erhalten  wir  folgende  Zusammenstellung 


0 
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45 
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grosse  Septime,  y  = 

grössere  kleine  Septime,  y  ^^z.  1^ 


kleinere  kleine  Septime,  y  = 

grosse  Sexte,  y  = 

kleine  Sexte,  y  --^= 

übermässige  Quinte,  y  = 
grössere  verminderte  Quinte,. y  = 

grosse  Secunde,  y  = 

kleiner  ganzer  Ton,  y  := 


46 

25 

46' 
36 

25' 

40 
46 


kleine  Secunde,  y  =  ^^, 

übermässige  Prime,  y  ==  ^. 

Vergleicht  man  diese  Bestimmungen,  theils  unter  einander,  theils  mit 
denen  in  §  3,  so  ergiebt  sich,  dass  Quarte  und  Quinte,  grosse  Terz  und 
kleine  Sexte,  kleine  Terz  und  grosse  Sexte,  grosse  Secunde  und  kleinere 
kleine  Septime,  kleiner  ganzer  Ton  und  grössere  kleine  Septime,  endlich 
kleine  Secunde  und  grosse  Septime  relative  Schvvingungszahlen  haben, 
deren  Product  2,  also  gleich  der  Schwingungszahl  der  Octave.  We^en 
der  an  Einerleiheit  grenzenden  Verwandschaft  der  Octave  zum  Grund- 
*  ton  (welche  weiter  unten  näher  beleuchtet  werden  wird),  pflegt  daher  in 
^  allen  diesen  Tonpaaren  der  eine  Ton  der  umgekehrte  des  andern  ge- 

nannt zu  werden.  In  diesem  Sinne  heissen  die  Sexten  umgekehrte  Terzen, 
die  Septimen  umgekehrte  Secunden  und  die  Quarte  eine  umgekehrte 
Quinte. 

Durch  Fortsetzung  des  in  §  5  eingeschlagenen  Verfahrens  in  Be- 
zug auf  die  gewonnenen  elf  Töne  erhalten  wir  weitere  Tonbestimmungen. 
Es  giebt  nämlich 

1)  die  untere  Quarte  der  grossen  Septime  y  =  y  .  y  =  -^,  die 
grössere  übermässige  Quarte; 

2)  die  untere  Quarte  der  grösseren  kleinen  Septime  y  ^=  y  •  -^ :=  ^, 
eine  alterirte  Quarte; 

3)  die  untere  kleine  Terz  der  kleineren  kleinen  Septime  y = ^ .  A  ^^  i? 
eine  alterirte  Quinte; 
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i]  die  unteregrosse  Terz  der  kloinoi-cii  kleinen  Seplimey-:^^^  •  J   "^J^» 
die  sogenannte  fälsche  oder  kleinere  verminderte  Quinte; 

5)  die  untere  Quinte  der  kleineren  kleinen  Septime  i/-—  ^-*  •  J-  "!?» 
eine  alterirte  kleine  Terz; 

6)  die  untere  kleine  Terz  der  grossen  Sexte  w  r=  A  .  *.    -  i! ,  dio 
kleinere  übermässige  Quarte; 

7)  die  kleine  Terz  der  kleinen  Sexte  y  =  y  •  y  ~^  |[^.  die  grilssere 
verminderte  Oetave; 

8)  die  untere  grosse  Terz  der  kleinen  Sexte  t/  -^  -^  •  4-  =  ??,  die 
verminderte  Quarte; 

9)  die  grosse  Terz  der  tibermassigen  Quinte  y  n=  J? .  y  =^  y^**,  eine 
alterirte  Oetave; 

10)  die  untere  kleine  Terz  der  übermassigen  Quinte  ly  -^  ^  jj .  ^  -  ^'^ , 
die  übermässige  Terz  (da  dieser  Werth  zwischen  den  beiden  ge- 
Wohnlichen  Bestimmungen  ^^^  und  ^^^  in  der  Mitte  liegt) ; 

11)  die  untere  Quarte  der  übermässigen  Quinte  y  ^i^  ?j  .  ~  -  =  J* ,  die 
grössere  übermassige  Secunde; 

1 2)  die  kleine  Terz  der  grösseren  verminderten  Quinte  y  =  ^5  •  '5  ~  ^^5» 
die  grössere  verminderte  Septime; 

13)  die  untere  grosse  Terz  der  grösseren  verminderten  Quinte 
y  =  2^  •  Y  =  4^5»  die  grössere  verminderte  Terz; 

1 4)  die  unlere  Quarte  der  grösseren  vermind.  Quinte  y  -  «^j  •  4  "  ^7, 
das  grosse  Limma;*) 

15)  die  Quinte  der  grossen  Secunde  y=  ^  -?-  =  — ,  eine  alterirte 
grosse  Sexte. 

Aus  dem  kleinen  ganzen  Ton  und  der  übermässigen  Prime  ergeben 
sich  nur  Töne,  die  schon  zuvor  bestimmt  sind. 

Auch  jeder  dieser  fünfzehn  neuen  Töne  kann  zu  weiteren  Tonbe- 
stimmungen benutzt  werden.  Wir  übergehen  jedoch  die  als  'alterirte« 
bezeichneten,  so  wie  das  grosse  Limma,  so  das8  dann,  nach  der  Grösse 

^  Geoau  geDommeD  Lezeichnet  dieses ,  so  wie  die  später  fol|K:eude  Diesis,  keiueu 
Tod,  soDderD  ein  Komma,  djso  im  meilern  Sion  ein  lutenall.  Hie  iodess  Secuodeti, 
Terzen,  Quarten  u.  s^.  w.  IntervaUe  und  Töne  zu^'leicii  bezeicimen .  m>  sciieint  es  aucL 
erUobt,  diesen  Gebrauch  auf  dK  Kommata  überzutrageo  ^  wo  der  durch  sie  Levtiuifute 
Tou  eine  Beiieunun^  erfordert. 


14  M.  W.  Drobisch, 

geordnet,  übrig  bleiben  die  grössere  Verminderte  Octave ,  gi^össere  ver- 
minderte Septime,  kleinere  verminderte  Quinte ,  grössere  übrmässige 
Quarte,  kleinere  übermässige  Quarte,  übermässige  Terz,  vermindert^ 
Quarte,  grössere  übermässige  Secunde ,  grössere  verminderte  Terz.  Es 
giebt  nun 

1)  die  untere  gr.  Terz  der  grösseren  vermindertenOctavey =2^  •  T^'^lls' 
die  verminderte  Sexte  (da  dieser  Werth  zwischen  den  beiden  ge- 
Wohnlichen  Bestimmungen  ^  und  -^y^  fast  genau  in  der  Mitte  liegt) . 

Wir  übergehen  die  untere  gr.  Terz  der  grösseren  verminderten  Septime 
~  und  die  untere  Quarte  derselben  -^ ,  da  jene  der  kleineren  über- 
mässigen Quarte ,  diese  der  übermässigen  Terz  sehr  nahe  kommt.  Da- 
gegen giebt 

2)  die  kleine  Terz  der  kleineren  verminderten  Quinte  y  =  —  .  y =— , 
die  kleinere  verminderte  Septime; 

3)  die  Quarte  der  kleineren  verminderten  Quinte  y  =  ^  .  y  =  ^. 
die  kleinere  verminderte  Octave; 

4)  die  untere  grosse  Terz  der  kleineren  verminderten  Quinte 
y=:^-y  =  |j^,  die  kleinere  verminderte  Terz; 

45     5         225 


50 

27' 


5)  die  grosse  Terz  der  grösseren  übermässigen  Quarte  y  =  —  •  y — — , 
die  grössere  übermässige  Sexte; 

6)  die  untere  Quarte  der  grösseren  übermässigen  Quarte  y = 32  •  T'^ils' 
das  kleine  Limma; 

7)  die  grosse  Terz  der  kleineren  übermässigen  Quarte  y  =  jg  •  t^^^' 
die  kleinere  übermässige  Sexte; 

8)  die  Quarte  der  kleineren  übermässigen  Quarte  y  =  —  •  y 
eine  alterirte  grosse  Septime; 

^^:  9)    die    untere  kleine   Terz   der  kleineren   übermässigen   Quarte 

y  =  tI  •  T  =  IS'  die  kleinere  übermässige  Secunde. 

ft25 

Wir  übergehen  die  grosse  Terz  der  übermässigen  Terz,  ^,  eine 
alterirle  kleine  Sexte,  und  die  untere  kleine  Terz  der  übermässigen  Terz, 
^ ,  welche  sehr  nahe  mit  dem  grossen  Limma  zusammentrifll.  Dage- 
gen giebt 

1 0)  die  untere  grosse  Terz  der  verminderten  Quarte  y  =  —  .  y  =  — , 
die  kleine  Diesis. 

Wir  übergehen  die  grosse  Terz  der  grösseren  übermässigen  Secunde, 
m,  welche  nahe  mit  der  alterirten  Quinte  ^  zusammentrifll. 
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Die  grössere  verminderte  Terz  giebt ,  wenn  man  ihre  kleine  Terz 
nimmt,  ^,  welcher  Ton,  wie  schon  erwähnt,  nahe  mit  der  kleineren 
übermässigen  Quarte  zusammentrifift. 


§9. 

Stellen  wir  jetzt  die  in  den  §§  3  bis  8  bestimmten  Töne  nach  der 
Grösse  ihrer  relativen  Schwingungszahlen  geordnet  zusammen  und 
drücken  diese ,  zur  leichteren  Vergleichung  ihrer  Werthe ,  in  Decimal- 
brachen  aus,  so  erhalten  wir  folgende  Tabelle : 


• 

i 

4     *■ 

y 

1)  Prime, 

=  1,00000 

2)  kleine  Diesis, 

428 
425"" 

=  1,02400 

3)  tibermässige  Prime, 

25 
24  " 

=  1,04167 

4)  kleines  Limma, 

485 
428  ~ 

=  1,05469 

5)  kleine  Secunde, 

46 
45  ~ 

=  1,06667 

6)  grosses  Limma, 

27 
25  ~ 

=  1,08000 

7)  kleiner  ganzer  Ton, 

40 
0    "" 

=  1,11111 

8)  grosse  Secunde, 

9 
8    ~ 

=  1,12500 

9)  kleinere  verminderte  Terz, 

256 
225  "" 

=  1,13778 

10)  grössere  verminderte  Terz, 

4  44 
425" 

-1,15200 

1 1 )  kleinere  übermässige 

Secunde, 

425 
408  "" 

=  1,15740 

1 2)  grössere  übermässige 

Secunde, 

75   _ 
64   ■" 

=  1,17188 

1 3)  alterirte  kleine  Terz, 

32 
27   "" 

=  1,18519 

1 4)  kleine  Terz, 

6 
5    ~ 

=  1,20000 

1 5)  grosse  Tei-z, 

5 
4    "~ 

=  1,25000 

16)  verminderte  Quarte, 

82 
25   ~ 

=  1,28000 

17)  übermässige  Terz, 

425  _ 
96  "" 

=  1,30208 

1 8)  Quarte, 

. 

4 
3    ~ 

=  1,33333 

1 9)  alterirte  Quarte, 

27 
20   ~ 

=  1,35000 

20)  kleinere  übermässige 

Quarte, 

0 

«5  - 

48  "" 

=  1,38889 

21)  grössere  tibermässige  Quarte, 

ii  " 

=  1,40625 

22)  kleinere  verminderte  Quinte, 

45  ~ 

=  1,42222 

IG 
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y 


23)  grössere  verminderte  Quinte, 

24)  alterirte  Quinte, 

25)  Quinte, 

26)  verminderte  Sexte, 

27)  übermassige  Quinte, 

28)  kleine  Sexte, 

29)  grosse  Sexte, 

30)  alterirte  grosse  Sexte, 

31)  kleinere  verminderte  Septime, 

32)  grössere  verminderte  Septime, 

33)  kleinere  übermässige  Sexte, 

34)  grössere  übermässige  Sexte, 

35)  kleinere  kleine  Septime, 

36)  grössere  kleine  Septime, 

37)  alterirte  grosse  Septime, 

38)  grosse  Septime, 

39)  kleinere  verminderte  Octave, 

40)  grössere  verminderte  Octave, 

41)  alterirte  Octave, 

42)  Octave, 


36 

25 
40 

27 

2 

492 


425 
25 

46 
5 

3 

27 

46 


^  =1,44000 

^=1,48148 

=  1,50000 

=  1,52800 

=  1,56250 

=  1,60000 

=  1,66667 

=  1,68750 

^=1,70667 

Jl?  =  1,72800 

^  =  1,73611 

^S=  1,75781 

i^  =  1 ,77778 

1  =1,80000 

5^=1,85186 
15 

8 
256 

435 
48 

25 
425 

~Bi 

2 


^  =1,87500 
=  1,89630 
=  1,92000 
=  1,96312 


4  =  2,00000 

In  dieser  Tabelle  haben  je  zwei  Töne,  von  denen  der  eine  eben  so 
weit  vom  Anfang  der  ganzen  Reihe,  wie  der  andre  vom  Ende  derselben 
entfernt  ist  (deren  Numern  also  immer  die  Summe  43  geben),  relative 
Schwingungszahlen,  deren  Product  =  2  ist. 

§  ^0. 
Im  Vorstehenden  sind  aus  den  relativen  Schwingungszahlen  der 
Octave,  Quinte,  Quarte,  grossen  und  kleinen  Terr  die  aller  übrigen  Töne 
abgeleitet  worden.  Die  jener  fünf  mit  dem  Grundton  consonirenden 
Töne  lassen  sich  dbec  auf  drei  reduciren.  Denn  sey  allgemein  die 
Schwingungszahl  der  grossen  Terz  =  T,  die  der  Quinte  =:  Q,  wo  die 
der  Octave  :=  2  ist,  so  ist  die  relative  Schwingungszahl  der  Quarte 
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2 


—  Qy  die  der  kleinen  Terz  =  y.  Wiederholt  man  nun  das  in  den  §§  5 
bis  S  angewandte  Verfahren  in  Bezug  auf  diese  allgemeinen  Ausdrücke 
der  relativen  Schwingungszahlen  jener  mit  dem  Grundton  consoniren- 


3 


den  Töne,  und  beachtet,  dass  0  =  ^ ,  T  =  -^\  so  erhalt  man  die  fol- 
gende Tabelle,  welche  die  Form  der  Abhängigkeit  der  relativen 
Schwingungszahlen  der  Töne ,  sowohl  von  denen  der  Octave ,  Quinte 
und  grossen  Terz,  als  auch  von  den  absoluten  Zahlen  2,  3,  5  auf  einen 
Blick  übersehen  lässt  und  so  angeordnet  ist,  dass  sich  die  Töne ,  deren 
relative  Schwingungszahlen  das  Product  2  geben,  gegenüberstehen. 


y 


4 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

ii 

42 

43 

44 

45 

^6 
47 

48 

49 

20 


Prime, 

kleine  Diesis, 
übermässige  Prime, 
kleines  Liaima, 
kleine  Secunde, 
grosses  Limma, 
kleiner  ganzer  Ton, 
grosse  Secunde^ 
kleinere  vermind.  Terz, 
grössere  vermind.  Terz, 
klr.  Ubermäss.  Secunde^ 
gross,  übermäss.  Secunde, 
alterirte  kleine  Terz, 
kleine  Terz, 
grosse  Terz, 
verminderte  Quarte, 
übermässige  Terz, 
Quarte, 

alterirte  Quarte, 
klr.  übennäss.  Quarte, 


4 

9*3 


4 

5« 


r 

5* 

Q    ' 

2».  3 

Q^.T 

3».  5 

2*     ■ 

2' 

2 

2* 

Q.T  ' 

3.5 

^     , 

3» 

2.r* " 

5« 

2.r 

2.5 

0"  ' 

3» 

Q'  . 

8» 

2 

2» 

2» 

2« 

Q*.  r»" 

8*.  5' 

Q*   . 

2*.  3* 

r  ' 

5» 

2.2* 

5" 

(>•    ' 

2*.  3» 

Q.r 

8.5* 

2      ' 

2« 

2» 

2» 

^     " 

3» 

Q    . 

2.3 

T     ' 

5 

42 
41 
40 
39 
38 
37 
36 
35 
34 
33 


2 
H 

Q 

_2_ 


5^ 
2« 

6» 

6» 


2».  3 
2« 


2.  T 

2.r 


3 
3^ 

2».  6 
5« 


g*^  2.3» 

24 )  gross,  übermäss.  Quarte,    -^^  =  ''"  * 


2 


2« 


34 
30 
29 
28 

27 
26 
25 
24 
23 
22 


Oclave, 

alterirte  Octave, 
gross,  verraind.  Octave, 
klr.  vermind.  Octave, 
grosse  Septime, 
alter,  grosse  Septime, 
grössere  kl.  Septime, 
kleinere  kl.  Septime, 
grö^s.  übermäss.  Sexte, 
kleinere  übermiiss.  Sexte, 
gross,  vermind.  Septime, 
klr.  vermind.  Septime, 
alter,  grosse  Sexte, 
grosse  SextO; 
kleine  Sexte, 
übermassige  Quinte, 
verminderte  Sexte, 
Quinte, 

alterirte  Quinte, 
gross,  vermind.  Quinte, 
klr.  vermind.  Quinte, 


2             2 

7«   = 

5« 

2.0  __ 

%\B 

7*     - 

-    5» 

2« 

2» 

g».r"~ 

-8*.  5 

Q.T  = 

8.6 
-     2* 

2*.  7* 

2.5* 

t 

^^ 

2 

2.T* 

1«" 
2' 

Q.I* 

_^ 

2 

2.r 

Q 

1_ 

T 
2.(? 


8«^ 

Ü 

5 
2* 

~^ 
8».  5« 

2' 
5» 

2».  8« 
2».  8» 

2" 

8.5« 
8^ 

2V. 
5^ 
8 

11 

5 

2* 

2*.  8 


7*    - 

Q  = 

-     5« 

__     8 

"      2 

2*.r 

2».  5 

-     8« 
2«.  8« 

2« 

■"     5» 
2« 

CF.T~ 

""  3«.  5 

Abbandl.  d.  R.  S.  Gm.  d.  WUseascb.  IV. 
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§11. 
Man  kann  diese  40  zwischen  der  Prime  und  Octave  liegende  Töne 
in  folgende  acht  Classen  bringen. 


25 

8 

30 


15 

27 
41 


38 
12 
21 
34 
4 


3 
17 
14 
.36 
23 
10 
32 
19 

6 


y 
y 
y 


y 
y 
y 


I. 
Q 

III. 

T 
jt 

T» 
V. 


y 
y 
y 
y 
y 


y 
y 
y 
y 
y 
y 
y 
y 
y 


a_ 

8 

iL 
«• 

iL 

2» 


5 
S» 

2* 
6» 


—  Q.T  — 

8.5 
2» 

Q.f 

8.  5» 

2 

«• 

0*,T 

3«.  5 

t 

2* 

o\r 

8*.  5« 

2 

r 

(f.T 

3».  5 

a« 

r 

VII. 

r 

5* 

Q 

2".  8 

7* 

5" 

Q 

2».  8 

Q 

2.8 

i 

5 

0" 

3» 

t 

5 

(?• 

2«.  8« 

r» 

5« 

(?• 

2*.  8« 

1* 

6» 

(?• 

2».  8" 

T* 

5» 

0" 

8" 

2.  T 

2*.  5 

(?• 

8« 

i.r» 

6» 

18) 

y 

35) 

y 

13) 

y 

28) 

y 

16) 

y 

2) 

y 

IL 

2 

Q 

2« 
2* 


IV. 

_2_ 

T 

2 

r 

2 


8 
2» 

8*" 

il 

3» 


5 

iL 

5* 
2' 


VI. 

2     ■ 

Q.  T 
2» 


Q.T* 

2* 


5)  y^ 

31)   y- 

22)   y  =-  gs  y  - 

2* 

39)  y  =  w  = 


2* 


8.5 

2^ 


2« 

8«.  5 
2» 

8*.  5» 
2» 

8».  5 


40)   y  = 

26)   y  = 
29)   y 

7)  y 

20)  y 

33)  y 

11)  y 

24)  y 

37)   y 


VIII. 


«*.  8 


—    r» 

5« 

2.(? 

2«.8 

"    r* 

5*" 

2.r 

5 

(? 

8 

2.  r 

2.5 

Q' 

8* 

2.r* 

5* 

Ö* 

2.3* 

2.7^ 

5« 

(>• 

2«.  8» 

2.r* 

5» 

()• 

2».  3» 

2*.r 

2».  5 

(?" 

3» 

2*.  7* 

2.5» 

()■ 


3» 


Man  übersieht  sogleich,    dass  die  Töne  der  ersten  und  zweiten 
Glasse  nur  von  der  Quinte,  die  der  dritten  und  vierten  nur  von  der 
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grossen  Terz,  die  der  vier  letzten  Classen  von  Quinte  und  grosser  Terz 
zugleich  abhängig  sind.  Die  Producte  aus  je  zweien  einander  gegen- 
überstehenden Ausdrücken  sind  durchgängig  =  2.  Der  zweite  Ton  in 
diesen  Paaren  ist  also  immer  ebenso  als  unlerer  Ton'  der  Octave  be- 
nannt wie  der  erste  als  oberer  Ton  des  Grundtons. 


§12. 

Wir  können  aber  auch  in  noch  einfacherer  Weise  das  Bildungsge- 
setz dieser  Töne  darstellen.  Uel)erall  nämlich  wo  in  den  vorstehenden 
allgemeinen  Ausdrücken  durch  Q  und  T  der  Nenner  2  vorkommt,  zeigt 
dies  an,  dass  der  entsprechende  Ton  die  untere  Octave  eines  andern 
Tons  ist,  dessen  Ausdruck  durch  Weglassung  dieses  Nenners  erhalten 
wird.  Eben  so  zeigt  der  Nenner  2^  an,  dass  der  entsprechende  Ton  die 
zweite  untere  Octave  eines  Tons  ist,  dessen  Ausdruck  durch  Weglas- 
sung dieses  Nenners  sich  ergicbt.  In  gleicher  Weise  zeigen  die  allge- 
meinen Ausdrücke,  in  denen  2  oder  2^  als  Factor  des  Zählers  vorkommt, 
an,  dass  die  ihnen  entsprechenden  Töne  erste  oder  zweite  obere 
Octaven  von  Tönen  sind ,  deren  Ausdrücke  durch  Weglassung  dieser 
Factoren  erhalten  werden.  Man  kann  also  die  im  vorigen  §  aufgeführten 
Töne  auf  solche  zurückführen,  deren  Ausdrücke  nur  Q  und  T  ohne  Zah- 
len -  Coefficienten  oder  Zahlen -Nenner  enthalten.  Aus  diesen  Tönen  er- 
geben sich  also  die  vorstehenden,  wenn  man  diejenigen  unter  ihnen, 
deren  relative  Schwingungszahlen  >  2  sind ,  je  nachdem  sie  <  4,  oder 

>  4,  aber  <  8,  resp.  um  eine  oder  zwei  Octaven  erniedrigt,  dieje- 
nigen aber,  deren  relative  Schwingungszahlen  <  1  sind,  je  nachdem  sie 

>  Y»  oder  <  y,  aber  >  ~,  resp.  um  eine  oder  zwei  Octaven  erhöht. 
Diese  Töne  nun ,  die  wir  mit  denselben  Numern  bezeichnen  wde  die 
aus  ihnen  abzuleitenden,  lassen  sich  mit  den  übrigen  der  im  Vorigen 
aufgeführten  40  Töne  zusammengenommen  in  folgende  acht  Classen 
bringen. 

I. 

25)     0    =    f  ;         8)    (?  =  -^:-  ;       30)    Q»   =  "^  • 


II. 

^8)    T    =   4-   '       35)  -^  =  -f;  ;       i3)    ^ 


iL 
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III. 


15)    T 


-L.  ;      27)    T«  =  -J  ;      41)    T»  =  ^ 


38)  Q.T  — 

3.5 

M)Q.'P- 

8.5« 

5)-rr- 
31)ö.V.- 

3.6    ' 
2* 
8.5«   ' 

U)    ?   - 

36)   f 

19)    f   - 

.    a.8    . 
5       ' 
8« 

5       » 
8» 
2.5' 

29)   i 
3)f- 

17)  -r-  - 

5 
2.3» 
5« 

2».3    ' 

5« 
2».8   » 

IV. 


28)    4-   =   f  '       16)  T^  = 

V. 

21)  Q^T  = 

34)Ö2.P= 
VI. 

22)  -pry^ 
^)  Ö^^" 


5«     ' 


3«.  5 

2*     » 
8«.  5« 

2«      • 


2* 


8«.  5   ' 
8«.  5"^  • 


VII. 


*0)    ^ 
23)    -jf 


6) 


5« 

2«.  8^ 
~5"« 


7) 
20) 

33) 


VIII. 

T 

5 

Q' 

3* 

ft 

5« 

Q* 

2«.  3* 

r 

5» 

0" 

2*.  8« 

*j       Jt 


4)0».T 


39) 


0*.  r 


26)   -^ 
10)^ 


8«.  5 


8     R     V 


8».5 


qc)\     J?^    **-8" 


2'.  8 
5»     ' 

2\8« 

~5*"' 
2«.8" 
5"     • 


24)   -f 

37)    i 
11)   -f 


2.  5 

_5;;_. 

2.3"' 

5« 
2^3*^' 


§13. 

Die  EigeDtbümlichkeit  der  Bildung  jeder  dieser  acht  Classen  lässt 
sich,  wie  folgt,  näher  bezeichnen.  In  I  werden  die  Töne  von  der  Prime 
aus  durch  Aufsteigen,  in  II  durch  Herabsteigen  nach  Quinten 
bestimmt.  In  III  ergeben  sich  die  Töne  ebenfalls  von  der  Prime  aus 
durch  Aufsteigen,  in  IV  durch  Herabsteigen  nach  grossen 
Terzen.  Die  Töne  der  Classen  I  und  II  sind  also  nur  von  der  relati- 
ven Schwingungszahl  der  Quinte ,  die  der  Classen  III  und  IV  nur  von 
der  der  grossen  Terz  abhängig.  Die  Töne  in  V  entstehen  sowohl ,  wenn 
man  von  jedenyf  Ton  in  III  nach  Quinten,  als  wenn  man  von  jedem 
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Ton  in  I  nach  grossen  Terzen  aufsteigt.  Die  Töne  in  VI  ent- 
stehen sowohl,  wenn  man  von  jedem  Ton  in  IV  nach  Quinten,  als 
wenn  man  von  jedem  Ton  in  II  nach  grossen  Terzen  herabsteigt. 
Die  Töne  in  VII  ergeben  sich  sowohl,  wenn  man  von  jedem  Ton  in  IV 
nach  Quinten  auf-,  als  wenn  man  von  jedem  Ton  in  I  nach  grossen 
Terzen  herabsteigt.  Die  Töne  in  VIII  endlich  ergeben  sich  so- 
wohl, wenn  man  von  jedem  Ton  in  III  nach  Quinten  herab-,  als 
wenn  man  von  jedem  Ton  in  II  nach  grossen  Terzen  aufsteigt. 
Im  Uebrigen  erhellt  von  selbst ,  dass  die  sich  der  Reihe  nach  entspre- 
chenden Töne  der  Classen  I  und  II,  III  und  IV,  V  und  VI,  VII  und  VIII 
reciproke  Schwingungszahlen  haben. 

Es  leuchtet  ferner  ein,  dass  in  jeder  dieser  Classen  die  Bildung  von 
Tönen  ins  Unbegrenzte  geht,  und  zwar  in  I  bis  IV  nur  nach  einer, 
in  V  bis  VIII  aber  nach  zwei  Richtungen.  Denn  die  ersten  vier 
Classen  stellen  nur  einfache  Reihen,  die  übrigen  aber  Reihen  von  Reihen 
dar.  Es  ist  leicht,  das  allgemeine  Glied  jeder  dieser  einfachen  Reihen 


und  Doppelreihen  darzuste 
für     I,    0'-  =  |^ 

für  II,     *^  =  ^ 

furni.     T''  =  »;r 


für  IV. 


4  Jtin 


len.    Es  findet  sich  nämUch 

für      V,    Q'^,T^=   -^ 

für    VI,        ' 


für   VII, 
für  VIII, 


Qm.  r»  3»».  5» 

Qm  221« —  m,  3m 


fn  5»     '  ***».-»«,  Qfi^  2»»  —  m^  3in 


Hieraus  ergiebt  sich  die  wichtige  Folge,  dass,  wie  weit  man 
auch  in  der  Bestimmung  von  den  Tönen  nach  dem  ange- 
gebenen Bildungsgesetz  gehen  möge,  man  doch  niemals 
auf  eine  obere  oder  untere  Octave  eines  nach  demsel- 
ben Gesetz  bestimmten  Tons  kommt.  Denn  da  die  relative 
Schwingungszahl  der  fc-ten  Octave  irgend  eines  Tons,  dessen  relative 
Schwingungszahl  =  a,  durch  2*.  a  ausgedrückt  wird ,  so  wäre  es  nur 
denkbar,  dass  Töne  der  Classen  II,  IV,  VI,  VII  (wenn  2w  >  m)  und 
VIII  (wenn  2»  <  m)  obere  Octaven  andrer ,  nach  demselben  Bildungs- 
gesetz bestimmter  Töne  wären.  Giebt  man  nun  den  allgemeinen  Glie- 
dern dieser  Classen  der  Reihe  nach  die  Formen  fe-ter  Octaven,  nämlich 

so  müsste  es  in  den  acht  Classen  Töne  geben,  deren  Schwingungszahlen 
die  Formen 
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^m  —  k  gen—*  jm+sn  — ir  2^~**~ '^.  3"*  6" 


3»»»  »  5fi  »  3»».  5»»  '  5"  '         2="—*»  +  *.  3»»» 

haben,  was  nicht  der  Fall  ist,  wie  die  Vergleichung  mit  den  angegebe- 
nen Formen  der  allgemeinen  Glieder  lehrt.  Auf  ganz  ähnliche  Weise 
lUsst  sich  leicht  erweisen ,  dass  eben  so  wenig  ein  nach  dem  angegebe- 
nen Bildungsgesetz  bestimmter  Ton  irgend  eine  unlere  Octave  eines 
andern  seyn  kann.  Hieraus  folgt ,  dass  in  der  ganzen  Reihe  der  so  be- 
stimmten Töne  keine  Periodicität  statt  findet.  Man  kann  jedoch 
jeden  erhaltenen  Ton  um  1 ,  2,  3 . . .  Octaven  erhöhen  und  erniedrigen, 
und  hierdurch  zwischen  je  zwei  nächsten  Octaven,  mögen  sie  hoch  oder 
tief  liegen ,  immer  gleich  viele  Töne  bestimmen ,  die  zu  den  sie  ^in- 
schliessenden  Octaven  in  denselben  Verhaltnissen  stehen. 

Endlich  ist  auch  leicht  zu  ersehen,  dass  kein  Ton  der  einen 
Classe  mit  einem  Ton  einer  andern  Classe  zusammen- 
fallen kann.  Denn  es  müsste  dann  entweder  j—  =  ^-,  d.  i.  wenn 
2»  >  m,  3"*.  2^-'"  =  5",  wenn  2»  <  m,  3'»  =  2*"-^.  5»,  oder 
^^-^-  zi=:  — j.- —  ,  d.  1.  b  =  zr  seyn,  was  beides  unmöglich  ist. 
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II. 

BESTIMMUNG  DER  TONINTERVALLE. 

§14. 

Das  musikalische  Gehör  unterscheidet  die  Höhe  der  Töne  weder 
nach  dem  geometrischen  noch  nach  den  arithmetischen  Verhältnissen 
ihrer  Schwingungszahlen.    Denn  angenommen  das  Erste,  so  müsste  das 

g 

Ohr  die  Höhe  der  Octave  doppelt,  die  der  Quinte  -r-mal,  die  der  Quarte 
-r-mal  so  gross  als  die  der  Prime  finden  u.  s.  f.,  was  nicht  der  Fall  und 
überhaupt  eine  dem  Gehör  ganz  fremde  Art  der  Schätzung  der  Töne 
ist.  Angenommen  das  Zweite,  so  sind,  wenn  a  die  absolute  Schwingungs- 
zahl des  Grundtons,  die  absoluten  Schwingungszahlen  seiner  1  sten,  Slten, 

3ten (» —  1  )ten ,  nten  Octave  der  Reihe  nach  2« ,  4« ,  8a 

2""*«,  2*a.  Dann  müsste  dem  Gehör  der  Unterschied  zwischen  der 
4  sten  und  2ten  Octave  2mal,  der  zwischen  der  2ten  und  3ten  4mal,  der 
zwischen  der  (»--1)ten  und  nten  Octave  2''^*mal  so  gross  erscheinen 
als  der  Unterschied  zwischen  der  ersten  Octave  und  dem  Grundton ;  es 
müsste  das  Gehör  nach  denselben  Verhältnissen  zwischen  je  zwei  näch- 
sten Octaven  um  so  mehr  Töne  unterscheiden,  je  höher  dieselben  liegen, 
indess  es  doch  zwischen  denselben,  wie  hoch  oder  tief  sie  liegen  mögen, 
nur  immer  dieselben  Tonunterschiede,  nicht  mehr  und  nicht  weniger 
empfindet.  Allerdings  aber  unterscheidet  es  Differenzen  der  Töne, 
die  sich  auf  ihre  verschiedenen  Höhen  beziehen,  nur  sind  dieselben  nicht 
die  ihrer  Schwingungszahlen,  obwohl  diese  ihre  Höhe  bestimmen. 
Heissen  nun  diese  Differenzen  die  Intervalle  der  Töne,  und  wird  hier- 
bei der  Grundton  als  derjenige  Ton  angesehen ,  in  Beziehung  auf  wel- 
chen die  Verschiedenheit  der  übrigen  Töne  durch  Zahlen  bestimmt  wer- 
den soll,  so  fragt  es  sich,  auf  welche  Weise  dies  geschehen  muss ,  und 
in  welchem  Zusammenhang  diese  Zahlenbestimmungen  der  Intervalle 
mit  den  Schwingungszahlen  stehen. 
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1  o. 
Hierauf  giebt  nun  folgende  Betrachtung  Antwort.    Die  relativen 
Schwingungszahlen  der  successiven  Octaven  irgend  eines  angenomme- 
nen Grundtons  bilden  mit  diesem  die  geometrische  Reihe 

90     91     92     93  911 

die  Exponenten  der  Glieder  derselben  die  arithmetische  Reihe 

0  ,   1 ,  2 ,  3 , w. 

Ist  nun,  wie  bisher,  y  die  relative  Schwingungszahl  irgend  eines  zwischen 

dem  Grundton  und  seiner  ersten  Octave  liegenden  Tons,  so  kann  man 

sich    dieselbe   als   eine  Potenz    von    2  vorstellen,  deren  Exponent  sß 

zwischen  0  und  1  liegen  muss,  so  dass  also 

y  =  2^  (1) 

woraus  folgt 

Bedient    man   sich    der   gemeinen   Briggischen   Logarithmen ,    so    ist 

log  2  =  0,30103,  daher  dann 

j;  =  3,32190  .  logy.  (3) 

Bedient  man  sich  aber  solcher  Logarithmen ,  deren  Basis  =  2 ,  so  wird 

log j  2  =  1,  daher  dann 

X  =  logj  y.  (i) 

Da  die  relativen  Schwingungszahlen  der  Töne,  die  um  1, 2, 3,  — n  Octa- 
ven höher  liegen,  der  Reihe  nach  2y,  2*y,  2^, 2"^  sind,  so  ergiebt 

sich  aus  der  Gleichung  (1 ) 

2"y  =  2'+\ 
woraus  folgt 

^  +  «  =  -^  =  '08,  (2-y).  (ö) 

Eben  so  folgt  für  die  Töne ,  welche  um  1 ,  2,  3, n  Octaven  tiefer 

liegen  als  der  Ton,  den  y  bezeichnet,  und  deren  relative  Schwinguogs- 

zahlen  also  der  Reihe  nach  |-,  |-,,  |-3, ^  sind, 

y 

daher 


^^  Qx  —  n 

2n  '*•  » 


^  —  n  =  -j^,-  =  log,  (y.  .  (6) 

Es  kann  also  mittels  der  Formeln  (2)  bis  (6)  für  jeden  Ton,  dessen  re- 
lative Schwingungszahl  gegeben  ist,  zwischen  welchen  Octaven  des 
Grundtons  er  liegen  möge,  der  Exponent  x  von  2  gefunden  werden,  der 
eine  dieser  Schwingungszahl  gleiche  Potenz  giebt. 
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Sey  nun  die  relative  Schwingungszahl  eines  Tons,  der  höher  liegt 

als  der  durch  y  gegebene,  =  y- ,  der  Exponent  von  2 ,  der  eine  dem 

Werthe  von  y  gleiche  Potenz  giebt,  =  x\  so  ist  nach  dem  Vorstehenden 

y'  =  2*' ,      X  =  logj  y' ; 
daher 

^=2^'-*;  (7) 

a^'-a:  =  log,  (i).  (8) 

Offenbar  wird  x  —  x  =  1 ,  wenn  y'  =  2y ,  also  der  zweite  Ton  die 

Octave  des  ersten ;  es  wird  ^  1 ,  je  nachdem  y  ^  2y.    Diese  Differenz 

X — x  =  log,y — logjy»  ^l^^  ^^®  Differenz  der  Logarithmen 
der  relativen  Schwingungszahlen  y,  y  bestimmt  nun,  wie  sich 
sogle^h  deutlicher  zeigen  wird,  die  Grösse  des  Intervalls 
zwischen  den  beiden  durch  y,  y   gegebenen  Tönen. 

§16. 

Die  Musik  missl  bekanntlich  die  Grösse  der  Intervalle  der  Töne,  deren 
sie  sich  bedient,  nach  Zwölfteln  der  Octave  ab,  die  sie  halbe  Töne  nennt. 
Wir  können  nun  untersuchen,  wie  weit  diese  Bestimmung  mit  der  gegebe- 
nen logarithmischen  zusammentriffl.  Die  Töne,  welche  die  Musik,  wenig- 
stens auf  den  Tasteninstrumenten ,  ausschliesslich  verwendet ,  sind  die 
Prime,  kleine  und  grosse  Secunde,  kleine  und  grosse  Terz,  Quarte, 
(grössere)  übermässige  Quarte ,  Quinte ,  kleine  und  grosse  Sexte ,  (klei- 
nere) kleine  Septime,  grosse  Septime  und  Octave,  also  die  Töne ,  deren 
relative  Schwingungszahlen  in  §  9  unter  Nr.  1,  5,  8, 14, 15, 18,  21,  25, 
28,  29,  35,  38  und  42  angegeben  sind.  Berechnen  wir  nun  nach  der 
Formel  (3)  im  vorigen  §  die  Werthe  ihrer  Intervalle  x  mit  dem  Grund- 
ton ,  stellen  diese  mit  den  Werthen  x^  nach  Zwölfteln  der  Octave  zu- 
sammen und  bemerken  endlich  die  Unterschiede  beider  Werthe,  so  er- 
giebt  sich  folgende  Tabelle : 
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• 

X 

ar, 

X  —  a?j 

Prime 

0,00000 

0  — 

:  0,00000 

0,00000 

kleine  Secunde 

0,09311 

4 

13 

:  0,08333 

0,00978 

grosse  Secunde 

0,16992 

=  0.16667 

0,00325 

kleine  Terz 

0,26303 

8 

IS 

=  0,25000 

0,01303 

grosse  Terz 

0,32193 

IS 

=  0,33333 

0,01140 

Quarte 

0,41504 

S 
42 

=  0,41667 

0,00163 

übermässige  Quarte 

0,49186 

6 
4S 

=  0,50000 

0,00814 

Quinte 

0,58496 

7 
IS 

=  0,58333 

0,00163 

kleine  Sexte 

0,67807 

8 
4S 

=  0,66667 

0,01140 

grosse  Sexte 

0,73697 

9 

IS 

=  0,75000 

—  0,01303* 

kleine  Septime 

0,83008 

10 
IS 

=  0,83333 

0,00325 

grosse  Septime 

0,90689 

41 
4S 

=  0,91667 

0,00978 

Octave 

1,00000 

1    - 

=  1,00000 

0,00000 

Um  zuvörderst  diese  Differenzen  unter  x  —  Xy^  auf  ein  fasslicheres 
Mass  zurückzuführen ,  können  wir  sie  in  Theilen  der  reinen  grossen  Se- 
cunde oder  des  grossen  ganzen  Tons,  dessen  Intervall  =  0,16992,  aus- 
drücken.  Alsdann  ergiebt  sich 


für  die 
kleine  Secunde  1 
grosse  Septime  j 
grosse  Secunde 
kleine  Septime 
kleine  Terz 
grosse  Sexte 
grosse  Terz 
kleine  Sexte 
Quarte  J 
Quinte  j 

übermässige  Quarte 


X 


X. 


+  jjj  grosser  ganzer  Ton 


52,4 


?> 


>» 


? » 


±     4^ 


?  » 


1  » 


1  7 


1 

+ 

14,9 

+ 

1 
iOS,6 

1 

?  t 


?  1 


»» 


20.9 


n 


1 1 


» ^ 


»» 


? » 


»» 


Diese  Differenzen  sind  jedoch  weder  Abweichungen  der  Theorie  von 
der   Erfahrung,    noch   zeigen   sie   eine   unvollkommene   musikalische 
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Schätzung  der  Intervalle  an,  sondenvsie  beruhen  darauf,  dass,  wo  in 
der  Musik  die  Messung  der  Intervalle  durch  Zwölftel  der  Octave  in  aller 
Strenge  richtig  ist,  die  relativen  Schwingungszahlen  der  Töne  von  den 
einfachen  rationalen  Schwingungsverhältnissen  in  der  That  abweichen, 
daher  die  Töne  nicht  mehr  akustisch  reine  sind.  Wir  können  die  re- 
lativen Schwingungszahlen,  die  ihnen  dann  zukommen,  leicht  berechnen. 
Aus  §  1 5  (2)  folgt  nämlich ,  wenn  man  x  =  ^  setzt , 

log  y^  =  0,3010300  .  ^  =  0,0250858  .  m 

Giebt  man  nun  m  successiv  die  Werthe  1,2^  3, 11,  so  erhält  man 

die  folgenden  Werthe  von  y^ ,  denen  wir  zur  Vergleichung  die  obenge- 
fundenen reinen  relativen  Schwingungszahlen  gegenüberstellen ,  und  die 
wir  zugleich  in  den  irrationalen  (genäherten)  Yerhältnisszahlen  aus- 
drücken, die  dann  an  die  Stelle  der  rationalen  Verhältnisse  treten. 


kleine  Secunde 
grosse  Secunde 
kleine  Terz 
grosse  Terz 
Quarte 

übermässige  Quarte 
Quinte 
kleine  Sexte 
grosse  Sexte 
kleine  Septime 
grosse  Septime 


y 


11  - 

9^  _ 

8    ~ 
6^  _ 

5    ~ 
_5^  _ 

4    "" 

K^  _ 

3    " 
45  _ 

82  ~ 
^  _ 

2    ~ 
±=1,60000 

^  =  1,87500 


1,06667 
1,12500 
1,20000 
1,25000 
1,33333 
1,40625 
1,50000 


1,66667 


Vi 


_  <5,89190 

~        15 
_    8,97968 

~         8 
1,18921   =ii«i«?*. 

S,0S968 


1,05946 
1,12246 


1,25992 
1,33484 
1,41421 
1,49831 
1,58740 
1,68179 
1,78180 
1,88775 


4 
4,00453 

■^"t 

45,85478 

88 

8,99668 

8 

7,98700 

5 
5,04587 

8 

16,08680 

9 
15,10800 

8 


§18. 
Wir  wollen  jetzt  für  sämmtliche  in  §  9  bestimmte  Töne  die  Grösse 
ihrer  Intervalle  mit  dem  Grundton  berechnen.  Dies  kann  auf  sehr  ein- 
fache Weise  geschehen ,  wenn  wir  die  in  §  1 0  aufgefundenen  Ausdrücke 
der  relativen  Schwingungszahlen  sämmtlicher  Töne  durch  diejenigen  der 
Quinte  und  grossen  Terz  benutzen.  Alle  jene  Ausdrücke  sind  nämlich 
unter  der  allgemeinen  Form 

y  =  2'».0^5r> 
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X 


enthalten,  wo  m,  n,  p  theils  positive,  theils  negative  ganze  Zahlen,  theils 
Null  sind.  Hieraus  folgt  nun  als  allgemeiner  Ausdruck  des  Intervalls  x 
zwischen  dem  durch  y  bestimmten  Ton  und  dem  Grundton 

'k^  —  ^  +  ^'iSg^+P'i^^ 

oder  wenn  wir  zur  Abkürzung  j^^  =  q  und  j~-j  =  t  setzen ,  wo  also 

q  und  t  die  Intervalle  der  Quinte  und  der  grossen  Terz  mit  dem  Grund- 

ton  bezeichnen, 

X  =  m  +  nq  +  pt. 

Hierdurch  ergiebt  sich  nun ,  wenn  man  die  jedem  Ton  zukommen- 
den Werthe  vom  m ,  n  und  p  setzt  und  dabei,  zur  Erlangung  grösserer 
Schärfe,  die  Werthe  q  =  0,5849625  und  t  =  0,3219281  zum  Grunde 
legt,  folgende  Tabelle  der  Intervalle,  in  welcher  je  zwei  gleich  weit  vom 
Anfang  und  Ende  abstehende  (deren  Numem  also  die  Summe  43  geben) 
einander  zum  Oclavenintervall  ergänzen,  indem  ihre  Summe  =  1  ist. 


1 
2 


5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 


Prime, 

kleine  Diesis, 

übermässige  Prime, 

kleines  Limma, 

kleine  Secunde, 

grosses  Limma, 

kleiner  ganzer  Ton, 

grosse  Secunde, 

kleinere  verminderte  Terz, 

grössere  verminderte  Terz, 

kleinere  übermässige  Secunde, 

grössere  übermässige  Secunde, 

alterirte  kleine  Terz, 

kleine  Terz, 

grosse  Terz, 

verminderte  Quarte, 

übermässige  Terz, 

Quarte, 

alterirte  Quarte, 

kleinere  übermässige  Quarte, 

grössere  übermässige  Quarte, 


X 

0 

=  0,00000 

<  — 3<       - 

=  0,03422 

2t  — q 

=  0,05889 

3q  +  t  —  2   - 

=  0,07682 

i  —  q-t    = 

=  0,093H 

3q  —  2t—i  = 

=  0,11103 

1  — 2g  +  /    = 

=  0,15200 

2q       i        = 

=  0,16992 

2  —  2q       2t  = 

=  0,18622 

2q  —  3t      - 

=  0,20414 

-1  —  3q+3t  - 

=  0,21090 

q  +  2l  —  i     = 

=  0,22882 

2  —  3q 

=  0,24511 

q  —  l 

=  0,26303 

t             - 

=  0,32193 

\       2t       - 

=  0,35614 

31— q        - 

=  0,38082 

\-q         - 

=  0,41504 

3g_/_1    = 

=  0,43296 

\—2q  +  2l  = 

=  0,47393 

2q  +  t       1     - 

=  0,49185 
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kleinere  verminderte  Quinte, 

X 

22) 

2      2g       <  = 

=  0,50815 

23) 

grössere  verminderte  Quinte, 

%q  —  %t      = 

=  0,52607 

24) 

alterirte  Quinte, 

2  —  Zq  +  t    = 

=  0,56704 

25) 

Quinte, 

1 

=  0,58496 

26) 

verminderte  Sexte, 

4  +  g— 3/    = 

=  0.61918 

27) 

übermässige  Quinte, 

%t 

=  0,64386 

28) 

kleine  Sexte,   . 

\       t 

=  0,67807 

29) 

grosse  Sexte, 

1  — g  +  /.    = 

=  0,73697 

30) 

alterirte  grosse  Sexte, 

3g       1       = 

=  0,75489 

34) 

kleinere  verminderte  Septime, 

2  — g  — 2<  - 

=  0,77118 

32) 

grössere  verminderte  Septime, 

^—Zt     - 

=  0,78910 

33) 

kleinere  übermässige  Sexte, 

<  — 2g  +  3<  - 

=  0,79586 

34) 

grössere  übermässige  Sexte, 

2g  +  2/— 1   - 

=  0,81378 

35) 

kleinere  kleine  Septime, 

2  — 2g       = 

=  0,83008 

36) 

grössere  kleine  Septime, 

2g  — < 

=  0,84800 

37) 

alterirte  grosse  Septime, 

2  — 3g  +  2/  - 

=  0,88897 

38) 

grosse  Septime, 

g  +  « 

=  0,90689 

39) 

kleinere  verminderte  Octave, 

3 — ^—t  — 

=  0,92318 

40) 

grössere  verminderte  Octave, 

1  +  g  —  2« 

=  0,94111 

41) 

alterirte  Octave, 

3/            - 

=  0,96578 . 

42) 

Octave, 

\            = 

=  1,00000 

§19. 

Die  theoretische  ÄJusik  bedient  sich  noch  andrer  kleiner  InteiTalle 
als  der  kleinsten  unter  den  hier  bestimmten  und  nennt  sie  Kommata.*) 
Obgleich  wir  ihrer  ganz  entbehren  können,  da  man  ganz  einfach  eine 
anschauliche  Vorstellung  von  der  Grösse  eines  Intervalls  erhalt,  wenn 
man  es  nach  Theilen  des  grossen  ganzen  Tons  (der  reinen  grossen  Se- 
cunde)  bestimmt,  wovon  wir  in  §17  bereits  Gebrauch  gemacht  haben, 
so  mögen  doch ,  um  die  Vergleichung  mit  manchen  Angaben  der  älteren 
Theoretiker  zu  erleichtern ,  hier  einige  der  am  meisten  gebrauchten  er- 
wähnt und  in  Theilen  der  Octave  und  des  grossen  ganzen  Tons  bestimmt 
werden. 


*)  Zu  ihnen  gehören  auch  schon  das  grosse  und  kJeine  Limma  und  die  |cleine 
Diesis. 
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i)  Das  Komma  der  Alten,  der  neunte  Theil  des  ganzen  Tons, 
also  =  0,01888  der  Octave;  es  wird  eingetheilt  in  zwei  Schismata; 
ein  Schisma  ist  also  =  0,00944  der  Octave. 

2)  Das  syntonische  Komma,  das  Intervall  zwischen  dem  klei- 
nen ganzen  Ton  und  der  grossen  Secunde ,  wofür  x  =  l^q  —  ( —  2 
=  0,01792  =  Yi  grosser  ganzer  Ton.     Hierzu  gehört  die  relative 

Schwingungszahl    y  =  ^  =  ^  =  ^  =  i^Oi 250. 

3)  Die  grosse  Diesis,  das  Intervall  zwischen  dem  syntonischen 
Komma  und  der  übermässigen Prime,  wofür  x=  3t — 5g +2  =0,04097 
=  47  grosser  ganzer  Ton.    Hierzu  gehört  die  relative  Schwingungszahl 

y  =  -qt-  =  -zs-—m  —  ^  ,02881 . 

4)  Der  diatonische  halbe  Ton,  das  Intervall  zwischen  dem 
syntonischen  Komma  und  der  kleinen  Secunde ,  daher  x  =  3  —  5q 
=  0,07519  =  Yz  grosser  ganzer  Ton.     Hierzu  gehört  die  relative 

Schwingungszahl     y  =  |  =  ^  =  |g  =  1 ,05350. 

5)  Der  verminderte  kleine  halbe  Ton  (übermässige  Prime), 
das  Intervall  zwischen  der  kleinen  Diesis  und  der  übermässigen  Prime, 
daher  x  =5t  —  q  — 1=0,02468  =  —  grosser  ganzer  Ton ;  wozu  die 

relative  Schwingungszahl   y  =j^z=  ^-^  =  —^  =  1,01696  gehört. 

6)  Der  Drittheilston,  das  Intervall  zwischen  der  grossen  Diesis 
und  der  kleinen  Secunde ,  daher    x  =  iq  —  il  —  1  =  0,0521 4  =  ^ 

grosser  ganzer  Ton;  wozu  die  relative  Schwingungszahl  y  =2-^  ^^"i^ 
=  ^  =  1,03680  gehört. 

Auf  das  ditonische  oder  pythagorische  Komma  werden  wir  an  einer 
späteren  Stelle  kommen. 

§20. 

Es  mag  nicht  unbemerkt  bleiben,  dass  man  auch  ohne  Logarithmen 
wenigstens  zu  einer  genäherten  Bestimmung  der  lotervalle  gelangen 
kann.  Für  sehr  nahe  liegende  Töne  ist  nämlich  das  Intervall  proportional 
dem  um  1  verminderten  Quotienten  aus  der  (relativen  oder  absoluten) 
Schwingungszahl  des  niedrigeren  Tons  in  die  des  höheren.  Denn  setzt 
•man  in  §15,(8)  y  =y  +  y'—y.  so  wird  x  —  x  =  log^  (1  +  ^^). 
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Ist  nun  - — ^  so  klein,  dass  seine  Potenzen  vernachlässigt  werden  können, 
so  wird*) 

1,44269 

-1  ist.  Nach  dieser  Formel 


X   —  X 


V  — y 


y    ' 


log  nat  2  y 

woraas  erhellt,  dass  x'  —  x  proportional  — 
wird  z.  6.  gefunden:  das  Intervall  der  kleinen  Secunde  mit  dem  Grund- 
ton, fllr  welches  ?^^^^  =  j^,  0,09618  anstatt  0,09311;  das  der  tlber- 

mässigen  Prime,  yfo^^  =  ^,  0,05770   anstatt  0,05889;   das  der 

kleinen  Diesis,  wo  ^^  =  ^,  0,03350  statt  0,03422;  das  syntonische 

Komma,  für  welches  ^-=^  =^,  0,01781  statt  0,01792  u.  s.  f.  Genauer 

y  Ol 

können  wir  aus  der  Proportionalität  von  x  —  ä?  zu  —  —  1  in  folgender 
Weise  die  Intervalle  der  in  §  1 6  aufgeführten  Haupttöne  mit  dem  Grund- 
ton bestimmen.  Es  ist 


für  das  Intervall  zwischen 

Prime  und  kleiner  Secunde, 
kleiner  Secunde  und  grosser  Secunde, 
grosser  Secunde  und  kleiner  Terz, 
kleiner  Terz  und  grosser  Terz, 
grosser  Terz  und  Quarte, 
Quarte  und  übermässiger  Quarte, 
übermässiger  Quarte  und  Quinte, 
Quinte  und  kleiner  Sexte, 
kleiner  Sexte  und  grosser  Sextö, 
grosser  Sexte  und  kleiner  Septime, 
kleiner  Septime  und  grosser  Septime, 
grosser  Septime  und  Octave, 


^  —  \ 

y 


45 
7 

428 
J_ 

45 
J_ 

24 

7 

45 
7 

428 
4 

45 
4 

45 
4 

24 
4 

45 
7 

428 
.  4 

45 


=  0,06667 

=  0,05469 
=  0,06667 
=  0,04167 
=  0,06667 
=  0,05469 
=  0,06667 
=  0,06667 
=  0,04167 
=  0,06667 
=  0,05469 
=  0,06667 


Die  Summe  aller  dieser  Werthe  ist  =  0,71410.  Macht  man  die- 
selbe ,  da  sie  offenbar  dem  Intervall  zwischen  Prime  und  Octave  ent- 
spricht, zur  Einheit  und  drückt  die  obigen  successiven  Intervalle  in  Thei- 
len  dieser  Einheit  aus ,  so  sind  ihre  Werthe  folgende : 


Igny 


*)  Wie  sich  auch  unmittelbar  durch  Diflerentiation  der  Formel  x  =  p— |  ergiebt, 
wenn  man  dx  ■=  i»'  —  x  und  dy  =  y  —  y  setzt. 
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0,09336;  0,07659;  0,09336;  0,05835;  0,09336;  0,07659; 
0,09336;  0,09336;  0,05835;  0,09336;  0,07659;  0,09336. 

Bildet  man  nun  successiv  die  Summen  der  2,3,  4,  ...  1 1  ersten  von 
diesen  zwölf  Werthen,  so  erhält  man,  mit  Wiederholung  des  ersten  Wer- 
thes  der  Reihe ,  folgende  Zahlen : 

0,09336;  0,16995;  0,26331;  0,32166;  0,41502;  0,49161; 

0,58497;  0,67833;  0,73668;  0,83004;.0,90663, 
die  in  der  That  die  Intervalle  der  kleinen  und  grossen  Secunde ,  kleinen 
und  grossen  Terz ,  Quarte ,  übermässigen  Quarte ,  Quinte ,  kleinen  und 
grossen  Sexte,  kleinen  und  grossen  Septime  theils  bis  auf  drei,  theils  bis 
auf  vier  Decimalen  richtig  darstellen. 

Seyen  %,  z  die  absoluten  Schwingungszahlen  der  Töne,  deren 
relative  y,  y\  und  deren  Intervalle  mit  dem  Grundton  x,  x  sind.  Da  nun 
—  =  ~ ,  so  ist  nach  der  im  vorigen  §  angewandten  Formel  auch 

oder ,  wenn  wir  x  —  x  =  Jx  und  z  —  z^=  Jz  setzen, 

^^   =         log  i         ' 

Diese  Formel  giebt  an,  um  wie  viel  sich  im  Yerhältniss  zum  Intervall 
der  Octave  das  Intervall  x  eines  Tones ,  dessen  absolute  Schwingungs- 
zahl =  z,  ändert,  wenn  sich  diese  Schwingungszahl  um  Jz  ändert.  Um 
die  Aenderung  des  Intervalls  x  in  Theilen  des  Intervalls  des  gi*ossen 
ganzen  Tons  zu  erhalten ,  sey  Jx  =^n,  |^ ,  wo  also  n  das  Yerhältniss 
der  Aenderung  von  x  zum  Intervall  des  grossen  'ganzen  Tons  aus- 
drückt; alsdann  wird 

«  =  Si^=  ^9,54994. log  (i  +  ^).  (1) 

Umgekehrt  ergiebt  sich  hieraus 

log(l  +  ^)  =:  0,0511 5.  n.  (2) 

Nach  dieser  Formel  ist  folgende  Tabelle  berechnet. 
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n  • 

Ax 

0,1 

0,01185  nahe  ^\^ 

0,2 

0,02384   , 

4 
'    42.6 

0,25 

0,02988  , 

4 
*    SS,5 

0,3 

0,03596   , 

K 
'    27,8 

0,4 

0,04824   , 

4 
20,7 

0,5 

0,06066   , 

4 
'    46,6 

0,6 

0,07320   , 

4 
'    48,7 

0,7 

0,08594   , 

4 
'    44,6 

0,75 

0,09235   , 

4 
'    40,8 

0,8 

0,09880   , 

4 

'    40,4 

0.9 

0,11182   , 

4 
8.9 

i 

0,12500  = 

4 
~    8 

Wenn  also  die  Zahl  der  Schwingungen  eines  Tons  sich  um  ihren 
achten  Theil  vermehrt,  so  erhöht  sich  der  Ton  um  eine  grosse  Secunde, 
wenn  sie  sich  aber  um  -rr-r  vermehrt ,  so  erhöht  sich  der  Ton  um  ~  der 
grossen  Secunde.  Die  folgende  Tabelle  enthält  eine  Reihe  kleinerer 
Werthe,  von  denen  nur  der  erste  nach  der  Formel  berechnet  ist,  die 
übrigen  nach  einfacher  Proportion  aus  ihm  abgeleitet  sind. 


AUandl.  d.  R.  8.  Ges.  d.  WisMBseb.  IV. 
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n 


45 

_4^ 

JL 

S5 

J^ 

SO 

J_ 

85 
Jl_ 

40 
J_ 

45 

80 
J_ 

60 
J_ 

70 
_4_ 

80 
J[_ 

90 

JL 

iOO 


0,00789    nahe 

0,00592 

0.00474 

0,00395 

0,00338 

0,00296 

0,00263 

0.00237 

0,00197 

0,00169 

0,00148 

0,00132 

0,00118 


<27 
_\ 

769 

4 

"2Ö9" 
4 

253 
4 

296 
4 

868 
4 

380 
4 

4t2 
4 

508 
4 

592 
4 

676 
4 

758 
4 

847 


Das  ä  unsrer  Stimmgabeln  macht  im  Mittel  880  Schwingungen, 
folglich  das  reine  g,  wie  sich  ergiebt,  wenn  man  mit  ^  multiplicirt.  792 
Schwingungen.  Das  g  der  Tasteninstrumente  aber  soll ,  wie  in  §  1 6  ge- 
zeigt wurde,  um  j~  des  ganzen  Tons  tiefer  stehen.    Setzt  man  daher 

in  der  Formel  (2)  11  =  ^5^,   so  ergiebt  sich  ^  =  0,001137,   daher 
Jz  =  0,900504;  folglich  muss  das  g  der  Tasteninstrumente,  genau  ge- 


9 


stimmt,  j^  einer  Schwingung  weniger  machen  als  das  reine  g.  Das  reine 


8 


e  macht,    wie  sich  ergiebt,    wenn  man  880  mit  -^  multiplicirt.    660 

Schwingungen.    Das  e  der  Tasteninstrumente  soll  aber  um  ^-^  ganzen 

Ton  höher  stehen.  Die  Formel  (2)  giebt  y  =  0,007936,  daher 
Jz  =  5,23776;  folglich  muss  das  e  der  Tasteninstrumente  nahe  5| 
Schwingungen  mehr  machen  als  das  reine  e.  ^) 


*)  Nach  Delezenne'8  Versuchen  (s.  die  oben  angeführte  Abhandlung  im  Recueil  des 
travaux  de  la  soc.  des  sc.  de  Lille  p,  5  ff.)  vermag  das  feinste  musikalische  Gehör  noch 
zwei  Töne  zu  unterscheiden,  die  nur  um  0,2807  des  syntonischen  Komma's  dilTeriren. 
wenn  diese  Töne  nicht  gleichzeitig,  sondern  wechselsweise  gehört  werden.  Diese 
Differenz  ist  =  0,00503  der  Octave  oder  =  ^^  des  ganzen  Tons  und  entspricht  dem 
287sten  Theil  der  Schwingungszahl  des  tieferen  Tons.    Nach  demselben  unterscheidet 
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§22. 
Die  durch  die  Intervalle  ansgedrückten  Uaterschiede  der  Töne  las- 
sen  sich  auf  eine  dem  Gefühlseindruck,  den  sie  machen,  entsprechende 
Weise  versinnlichen.  Denkt  man  sich  nämlich  das  Intervall  1  derOctave 
mit  dem  Grundton  als  den  Umfang  eines  Kreises,  dessen  Halbmesser 
also  =  i^  =0,15915  seyn  muss,  so  werden  alle  übrigen  Intervalle 
Bogen  dieses  Kreises,  deren  zugehörige  Mittelpunktswinkel  sich  leicht 
bestimmen  lassen.  Denn  offenbar  ist,  wenn  der  dem  Intervall  j;  ent- 
sprechende Winkel  =  ir, 

360^:  ir=  1  :  oj;     also  w  =  a? .  360«. 
Hiemach  ergeben  sich  für  die  dreizehn  Hauptintervalle  folgende  Werthe 
von  IT,  denen  wir  unter  vo  die  Werthe  beifügen,  die  den  durch  Zwölftel 
der  Ck^tave  ausgedrückten  Intervallen  der  Tasteninstrumente  entsprechen. 


vo 


w 


1] 

Prime 

0«    0' 

0» 

2] 

1  kleine  Secunde 

33»  31' 

30» 

3] 

• 

1  grosse  Secunde 

61»  10' 

60» 

4] 

kleine  Terz 

94«  1 0' 

90» 

5] 

grosse  Terz 

1 1 5«  53' 

• 

120» 

6] 

1  Quarte 

1 49«  24' 

150» 

7J 

übermassige  Quarte 

1 77«  42' 

180» 

8) 

1  Quinte 

21 0»  36' 

210« 

9) 

kleine  Sexte 

244»    7' 

240» 

10) 

grosse  Sexte 

265«  1 9' 

270» 

H) 

kleine  Septime 

298«  50' 

300» 

12) 

grosse  Septime 

326»  29' 

330» 

13) 

Octave 

A    /\1«M   «WAnot«    mit.   Atex    Ulilfli 

360»    0' 

360» 

r««-«»! 

(kfiT  A^Ar 

Der  Unterschied  zweier  gleichzeitig  gehörter  Töne  wird  bemerkbar,  wenn  er  0,84 

Komma  =  j^  ganzer  Ton  beträgt,  was  dem  968ten  Theil  der  Schwingungszahl  des 
44,8  ^ 

lieferen  Tons  entspricht;  er  ist  mehr  als  evident  bei  4,H  Komma  =  —  ganzer  Ton 

oder  -^  der  Schwingongszahl.    Grösser  ist  die  Reizbarkeit  des  Ohrs  bei  consonirenden 
Töoeoi»  Das  feine  Gehör  der  Musiker  unterschied  bei  Delezenne  eine  Differenz  der 

^     ganzer  Ton ,  das  ungeübte  Ohr  wieder  nur  die 


67,5 


Quinte  von  0,H6I  Komma  = 

Uälfle.  Bei  der  grossen  Terz  betrug  der  merkbare  Unterschied  nur  0,284  Komma  oder 

Tj-T  ganzer  Ton. 

3* 
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Diese  Werthe  von  w  und  w'  mit  ihren  zugehörigen  Bogen  stellen  die 
Figuren  1  und  2  dar.  Man  kann  in  ihnen  den  Halbmesser  nach  seinen 
verschiedenen  Lagen  als  das  der  Lage  des  Tons  gegen  den  Grundton 
entsprechende  Bild  ansehen.  Oc  stellt  dann  den  Grundton,  Od^  die  kleine 
Secunde,  Od  die  grosse  Secunde,  Oe^  die  kleine  Terz  vor  u.  s.  w.;  durch 
Oh,  die  grosse  SeptTme,  kehrt  endlich  in  Oc,  der  Octave,  der  Ton  zur 
Lage  des  Grundtons  zurück.  Im  Uebrigen  rechtfertigt  sich  hier  die  Be- 
nennung der  Sexten  und  Septimen  als  umgekehrter  Terzen  und  Secunden 
auch  anschaulich.  Denn  lässt  man  den  Halbmesser,  nachdem  er  den 
ganzen  Umfang  des  Kreises  beschrieben ,  umkehren ,  so  sind  die  Secun- 
den und  Terzen,  die  er  dann  von  der  Octave  aus  erzeugt,  die  Septimen 
und  Sexten  des  Grundtons.  Ebenso  föllt  die  durch  diese  umgekehrte 
Drehung  beschriebene  Quarte  mit  der  Quinte  des  Grundtons  zusammen."^) 

§23. 

Diese  Drehung  des  Halbmessers  giebt  jedoch  von  der  Veränderung, 
welche  der  Ton  erleidet,  wenn  er  von  dem  Grundton  allmälig  zur  Octave 
übergeht,  hur  ein  unvollständiges  Bild;  denn  die  Octave  ist  bei  aller 
Verwandtschaft  mit  de;n  Grundton  doch  ein  von  diesem  unterscheidbarcr 
Ton.  Man  sagt  nun  zwar,  sie  sey  der  Grundion  in  einer  höheren  Lage, 
ohne  aber  darüber  eine  deutliche  Auskunft  zu  geben.  Nahe  genug  liegt 
hier  die  Bemerkung,  dass,  da  die  Aenderung  der  Töne  eine  allmälige  ist, 
diese  höhere  Lage  nicht  plötzlich,  erst  mit  der  Octave,  eintreten  kann, 
sondern  ein  stetiger  Uebergang  zu  ihr  stattfinden  muss. 

Wir  erhalten  hierüber  eine  völlig  genügende  Aufklärung,  wenn  wir 
der  Gleichung  y  =  2',  die  den  Zusammenhang  zwischen  der  relativen 
Schwingungszahl  y  eines  Tons  und  seinem  Intervall  x  mit  dem  Grund- 
ton darstellt,  eine  angemessene  geometrische  Auslegung  geben.  Wie 
nämlich  die  Werthe  von  x  durch  Bogen  eines  Kreises ,  so  können  die 
Werthe  von  y  durch  gerade  Linien  dargestellt  werden ,  die  in  den  End- 
punkten jener  Bogen  senkrecht  auf  der  Ebene  des  Kreises  stehen.  Offen- 
bar liegen  dann  diese  die  Werthe  Von  y  darstellenden  Geraden  in  der 
krummen  Fläche  eines  Cylinders,  der  jenen  Kreis  zur  Basis  hat,  ihre 
Endpunkte  in  einer  sich  um  den  Cylinder  windenden  logarithmiffcfaen 


*)  Auf  diese  bildliche  Darstellung  hat  uns  eine  Stelle  in  Newtoii's  Optik  (Lib.  /. 
Pars  IL  Prop,  VI)  geleitet,  auf  die  wir  im  II.  Anhang  zurückkoromen. 


i 
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Spirale.  Da  für  x  =  0,  y  =  i ,  so  ist  der  Abstand  des  dem  Griindton 
entsprechenden  Punktes  dieser  Spirale  von  der  Basis  des  Cylinders  =  1 ; 
und  da  für  0?  =  1 ,  y  =  2 ,  so  ist  der  Absland  des  der  Octave  entspre- 
chenden Punktes  doppelt  so  gross.  Jeder  zwiscfaenliegende  Ton ,  für 
welchen  immer  <  >  a?  >  0  und  2  >  y  >  1 ,  hat  seinen  entsprechenden 
Punkt  in  der  Spirale.  Hiernach  stellen  also  x  und  y  die  Coordinaten  einer 
logarithmischen  Spirale  auf  der  Fläche  eines  geraden  Cylinders  dar,  und 
kann  y  als  die  absolute  Höhe  des  Tons,  x  als  seine  Abweichung 
von  der  Richtung  des  Grundtons  bezeichnet  werden. 

§  24. 

Setzt  man  y  —  1  =  u,  so  drückt  u  die  relative  Höhe  des  durch 
die  relative  Schwingungszahl  y  gegebenen  Tons  in  Bezug  auf  die  Höhe 
seines  Grundtons,  oder  kürzer  di&Er  heb  ung  des  Tons  über  den  Grund- 
ton aus ;  dann  ist  also 

tt  =  2*  —  < . 

Die  Werthe  von  u  werden  dargestellt  durch  die  Abstände  der  Punkte 
der  Spirale  von  der  Ebene  des  Kreises,  die  parallel  zu  der  Ebene  der 
Basis  durch  den  Punkt  der  Spirale  gelegt  wird ,  welcher  dem  Grundton 
entspricht ;  oder  x  und  y  sind  die  Coordinaten  der  Spirale ,  welche  sich 
auf  diesen  der  Basis  parallelen  Schnitt  des  Cylinders  beziehen. 

Dies  veranschaulicht  Figur  3 ,  in  der  c  e^g^h  c  den  eben  bezeich- 
neten Kreis ,  c  e  ^  &  c  die  Spirale  auf  der  Cylindeiüäche  perspectivisch 
darstellt.  Wie  mau  leicht  erkennt,  bezeichnen  die  Buchstaben  c,  d^,  d, 
^,  e  u.  s.  w.  die  den  gleichnamigen  Tönen  in  der  Spirale  entsprechenden 
Punkte;  die  Bogen  c(^,  cd^,  ce^,  ce^  u. s.  f.  oder  die  ihnen  zugehörigen 
Mittelpunktswinkel  cOd^,  cOd^,  cOe^,  cOe^  u.  s.  w.  stellen  die  Abweichun- 
gen der  Töne  dj,  d,,  ej,  e^  u.s.  w.  von  der  Richtung  des  Grundtons  c 
oder  die  Intervalle  dar;  femer  die  Geraden  d*dj,  cW^,  e*cj,  ee^  u.  s.  w. 
die  Erhebungen  derselben  Töne  über  den  Grundton.  Die  Töne  selbst 
endlich,  deren  Verschiedenheit  von  dem  Grundton  hiemach  eine  aus  der 
Abweichung  und  Erhebung  zusammengesetzte  ist,  werden  nach  . 
beiden  Unterschieden  ihrer  Lage  gegen  denselben  dargestellt  durch  die 
Linien  <d*,  2d,  3e*,  ie  u.  s.  f.,  die  den  Halbmessem  Od^,  Od,,  OeJ,  Oe^ 
u.  s.  f.  des  Gmndkreises  resp.  parallel  sind.  Der  Octave  entspricht  also 
die  Linie  1 2c ,  welche  der  Oc  parallel  ist.    Man  kann  demnach  sagen, 
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dass  die  Oclave  zwar  nicht  mit  dem  Grundton  zusammenfällt ,  aber  des- 
sen nächster  paralleler  Ton  ist. 

Nach  dieser  Darstellung  ist  nun  das  der  stetigen  Aufeinanderfolge 
der  Töne  entsprechende  Bild  nicht  sowohl  die  logarithmische  Spirale 
auf  der  Cy  linderfläche ,  als  vielmehr  die  Schrauben  fläche,  welche 
ein  Halbmesser . des  Gy linders  beschreibt,  wenn  er  in  der  Axe  des  Gy- 
linders  sich  erbebt  und  sich  zugleich  um  dieselbe  dreht,  und  zwischen 
Erhebung  und  Drehung  die  Relation  w  =  2*  —  1 ,  oder  was  dasselbe, 
X  =  log,  (1  -f  u)  stattfindet.  Hebt  man,  wie  in  der  musikalischen  Ton- 
folge c,  d,  e,  /*,  g,  a,  A,  c  geschieht,  nur  eine  bestimmte  Anzahl  von  Tö- 
nen, mit  Ueberspringung  der  zwischenliegenden,  aus,  so  geben  die 
ihnen  entsprechenden  Linien  das  Bild  einer  Wendeltreppe.  Die  Ausdrücke 
Tonleiter,  Tonstufen  sind  also,  wenn  man  zugleich  an  die  Win- 
dung der  Leiter  denkt,  in  der  That  sehr  treffend  gewählt. 

Fig.  4  stellt  in  verkleinertem  Massstab  der  Höhen  den  auf  den  Axen- 
schnitt  des  Gylinders  projicirten  Lauf  der  Spirale  der  Töne  durch  mehrere 
Octaven  dar.  Da  die  relative  Schwingungszahl  der  ersten  unteren 
Octave  des  Grundtons  der  Spirale  =  y  ist ,  so  nimmt  die  zu  dieser  füh- 
rende Windung  hinsichtlich  der  Höhe  einen  halb  so  grossen  Raum  ein 
als  die  Windung,  welche  vom  Grundton  zur  ersteii  oberen  Octave 
führt.  Aus  gleichem  Grunde  nimmt  die  von  der  ersten  zur  zweiten 
unteren  Octave  führende  Windung  den  vierten  Theil  des  Raums  der 
ersten  obern  ein ;  dagegen  streckt  sich  die  Windung  von  der  ersten  obern 
Octave  zur  zweiten  obern  durch  einen  doppelt  so  grossen  Raum  als  der 
ist,  welchen  die  Windung  zwischen  dem  Grundton  und  der  ersten  obern 
Octave  einnimmt  u.  s.  f.*) 


*)  So  viel  mir  bekannt,  hat  zuerst  W.  Opelt  (Ueber  die  Natur  der  Musik.  Plauen 
und  Leipzig,  4  834.  S.  43)  die  obige  cylindrische  Spirale  zur  Versinniichung  der  Ton- 
reihe  benutzt.  Von  der  Schraubenfläche,  die  mir  das  Bild  erst  zu  vervollständigen 
scheint,  ipacht  er  keinen  Gebrauch. 
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ni. 

VON  DER  NOTHWENDIGKEIT  DER  TEMPERATUR  ÜBERHAUPT, 
INSBESONDERE  DER  GLEICHSCHWEBENDEN. 


§23. 

Die  Musik  ist,  schon  um  der  Leichtigkeit  ihrer  Ausübung  willen, 
genOlhigt,  sich  auf  eine  massige  Anzahl  von  Tönen  zu  beschränken. 
Bei  der  Auswahl  derselben  geht  sie  von  der  Tonreihe  aus ,  welche  die 
diatonische  Du r-Scala  heisst  und  als  die  einfachste  natttrlich-wohl- 
gefällige  Tonfolge  (die  Grundlage  aller  Melodie)  betrachtet  wird.  Sie 
besteht  bekanntlich  aus  dem  Grundton  oder  der  Prime,  grossen  Secunde, 
grossen  Terz,  Quarte,  Quinte,  grossen  Sexte,  grossen  Septime  und 
Octave.  An  sie  schliesst  sich  die  diatonische  Moll-Scala  an,  deren 
Bau,  wenigstens  nach  der  gewöhnlichen  Ansicht,  sich  dadurch  von  der 
Durscala  unterscheidet,  dass  beim  Aufsteigen  von  der  Prime  zur  Octave 
die  kleine  Terz  an  die  Stelle  der  grossen ,  beim  Herabsteigen  von  der 
Octave  zur  Prime  aber  überdies  noch  die  kleine  Septime  und  Sexte  resp. 
an  die  Stelle  der  grossen  Septime  und  Sexte  tritt.  Die  moderne  Musik 
verlangt  aber  noch  weiter,  dass  die  zum  musikalischen  Gebrauch  aus- 
gewählten Töne  von  der  Art  seyn  sollen,*  dass  von  jedem  derselben, 
wenn  er  zum  Grundton  oder  zur  Octave  eines  Grundtons  gemacht  wird, 
mittels  der  ausgewählten  Töne  auf-  und  abwärts  sowohl  eine  Dur-  als 
eine  Mollscala  sich  darstellen  lässt.  Der  Bezeichnung  nach  unter- 
scheidet die  Musik  mindestens  21  (mit  Einschluss  der  Octave  22)  Töne, 
nämlich  die  sieben  Haupttöne  C,  D,  E,  F,  G,  A,  H  und  die  zwischen 
liegenden  erhöhten  und  erniedrigten  C**,  D^,  £*,  F^,  G\  A\  fl*;  D*,  E^, 
P,  C^,  A*,  JJ*,  c*,  die  in  den  gangbaren  Dur-  und  Moll-Tonarten  vor- 
kommen. Die  ungewöhnlicheren  Tonarten  machen  doppelte  Erhöhungen 
und  Erniedrigungen  der  Hauptlöne  nolhwendig  und  würden  also  die 
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Zahl  der  Töne  vermehren.  Ob  die  erhöhten  und  erniedrigten  wirklich 
oder  nur  der  Bezeichnung  nach  von  einander  verschieden  sind ,  lassen 
wir  zunächst  unerörtert,  eben  so  dies,  wie  gross  ihre  Verschiedenheit 
von  den  Haupttönen  ist,  auf  welche  sie  sich  beziehen.  Beides  wird  sich 
von  selbst  aus  den  Stellen  ergeben ,  die  sie  in  den  Scalen  der  Tonarten 
einnehmen,  in  denen  sie  sich  als  nothwendige  Mittelglieder  zwischen 
den  Häupttönen  einschalten.  Denn  diese  Stellen  bestimmen  vermöge  des 
Gesetzes  der  Tonleitern  ihr  Intervall  und  ihre  relative  Schwingungszahl 
in  Bezug  auf  den  Grundton  der  Tonart  und  können  daher  als  die  Defi- 
nitionen der  in  jeder  Tonart  vorkommenden  erhöhten  und  erniedrigten 
Töne  betrachtet  werden. 


§26. 

Setzen  wir  nämlich ,  um  die  Grössen  der  Intervalle ,  anstatt  durch 
Decimalbrttche ,  einfacher  durch  ganze  Zahlen  auszudrücken,  das  Inter- 
vall der  Octave  mit  dem  Grundton  =  1 000 ,  so  erhalten  die  Intervalle, 
welche  die  Dur-Tonleiter  bilden,  folgende  Werlhe: 

gr.  Secunde,     gr.  Terz,  Quarte,  Quinte,  gr.  Sexte,  gr.  Septime, 
170  322         415       585         737  907 

deren  Genauigkeit,  da  ein  Tausendtel  der  Octave  =  ^^^  des  ganzen 
Tons,  für  unsern  Zweck  vollkommen  zureichend  ist.  Eben  so  sind  dann 
dieWerthe  der  Intervalle,  welche  die  Moll-Tonleiter  charakterisiren, 
folgende : 

kleine  Terz ,  kleine  Sexte ,  kleine  Septime 
263  678  830 

Wir  können  nun  hieraus  für  jede  Tonart ,  in  welcher  das  Intervall 
des  Grundtons  mit  dem  absoluten  Grundton  C  gegeben  ist,  die  Intervalle 
finden,  welche  die  Töne  ihrer  Dur-  und  Moll-Scala  mit  C  bilden ,  wenn 
wir  das  Intervall  des  Grundtons  successiv  zu  den  obigen  Intervallen  der 
grossen  Secunde,  grossen  (kleinen)  Terz,  Quarte,  Quinte,  grossen  (klei- 
nen) Sexte ,  grossen  (kleinen)  Septime  addiren,  und,  wenn  wir  die  Töne 
in  der  gewöhnlichen  musikalischen  Weise  bezeichnen,  die  Intervalle  der 
erhöhten  und  erniedrigten  Haupttöne  mit  C  bestimmen,  woraus  sich  dann 
auch  ihre  relativen  Schwingungszahlen  ableiten  lassen.  Wir  fuhren  dies 
zuerist  in  Bezug  auf  die  erhöhten  Töne  aus. 
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1)  FürC-durist 

C  =  0,   0  =  170.   JE  =322,  F=415,   G  =  585,  A  =  737, 

H  =  907. 

2)  Für  6*dur  wird  durch  Addition  von  585  zu  diesen  Scalen- 
werüien 

G  =  585,  il=755,  ^  =  907,  c  =  1000,  d  =  1170,  e=  1322, 

f  z=1492; 
wodurch  /^  bestimmt  ist  und  JP  =  492  folgt,  zugleich  aber  auch  er- 
hellt ,  dass  hier  A  einen  um  1 8  hohem  Werth  hat  als  in  C-dur. 

3)  Für  D-dur  wird  eben  so 

D=  170,  jB=340,  F«=492,  G  =  585,  il  =  755,  ^=907, 

c»=1077; 
wo  F^  denselben  Werth  wie  in  C-dur  hat ,  und  (?♦  =  77  wird ,  E  aber 
einen  um  1 8  hohem  Werlh  erhält  als  in  C-  und  (7-dur. 

4)  Für  il-dur  ergiebt  sich,  wenn  nach  C-dur  A  =  737  gesetzt 
wird, 

A  =  737,   ^=907,   c»=1059,   d  =  1152,   e  =  1322, 

f  =  1474,   j/«  =  1644, 
also  C»  =  59 .  F«  =  474 ,  C«  =  644 ;  zugleich  ö  =  1 52. 

5)  Für  JB-dur  wird,  vorausgesetzt,  dass  E  =  322, 
F=322,   F«=492,   C«  =  644,  il  =  737,  ^=907, 

c»=  1059,   d«=1229; 
also  C»  =  59  wie  in  A-dur,  D»  =  229,   F»  =  492,  wie  in  G-  und 
D-dur,  C*  =  644,  wie  in  A-dur. 

6)  Für  if-dur  wird 

^z=907,  c»=1077,  (i»=1229,   e  =  1322,  ^=1492, 

f=  1644,  0«=  1814; 
alsoC»=77,  wieinö-dur;  D»  =  229,  wie  in  jB-dur;   F»  =  492, 
wie  in  G-,  D-  und  F-dur;  C^  =  644,  wie  in  A-  und  F-dur;  A^  =  81 4. 

7)  Für  Fw-dur  ergiebt  sich  eine  doppelte  Reihe  von  Bestimmun- 
gen, je  nachdem  F^=  474  oder  =  492  gesetzt  wird,  von  denen  keine 
der  andern  vorgezogen  werden  kann ,  indess  wir  in  A-^  F-  und  D-dur, 
da  diese  Grundtöne  fest  bestimmt  sind,  die  Werthe  il  =  755,  F=  340, 
D  =  152,  die  sich  aus  G-,  D-  und  il-dur  ergeben,  zum  Grunde  zu 
legen  nicht  wagen  konnten.   Es  ist  daher  entweder 

F«=474,  C«  =  644,  il«  =  796,  fl  =  889,  c«=1059, 

#=1211,  c»=1381; 
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woraus  die  neuen  Beslinimungen  von  A*^  796,  U=  889  und  jp"  =  2H 
'  folgen  und  £**  =  381  sich  ergiebt;  oder  es  ist 

F«=492,  G»  =  662,  A«  =  8U,  H  =  90T ,  d»=iOn, 

#=1229,  c»=1399; 
wo  E*  =  399  wird ,  die  übrigen  Bestimmungen  aber  mit  zuvorgefun- 
denen  übereinstimmen. 

8)  Eben  so  ergiebt  sich  für  Cw-dur  eine  Doppelscala,  nämlich 
entweder 

C»=59,   D«==229,   £»=381.  F«  =  474,  G»  =  644, 

A«  =  796,    Ä»=966; 

wo  nur  H*  =  966  neu  ist ;  oder  es  wird 

C»  =  77,   Iß  =  m,   £»=399,   F«=492,    G»=662, 

il«=814.   J^«  =  984; 
wo  also  D»  =  247,  IT»  =  984,  die  übrigen  Werlhe  nicht  neu  sind. 

Untersuchen  wir  die  Moll -Tonarten,  welche  auf  erhöhte  Töne  fuh- 
ren ,  so  ergiebt  sich 

9)  FürA-moll  • 

4  =  737,    ^=907,    c=1000,    d=1152,   e=1322, 

/'==1415,   g  =  1567; 
wo  G  =  567  eine  neue  Bestimmung  ist. 

10)  Fürfi-moll  wird 

£  =  322,   F«=492,    G  =  585,   >1  =  737,   ff  =709, 

c=  1000,   d=  1152; 
woraus  keine  neuen  Bestimmungen  folgen. 

11)  Für  ff-moH  wird 

ff  =907,   c»=1077,    d=1170,    c  =  1322,   p=1492, 

g  =  1585,   a  =  1737; 
woraus  ebenfalls  nicht  Neues  folgt. 

12)  F«-moll  giebt  für  F»  =  474, 

F«=474,    G«=644,   1  =  737,   ff  =889,   c«=1059, 

d=1152,    c=1304; 
wo  nur  F  =:  304  neu  ist;  für  F»  =  492  aber  wird 

F»=492,    G«  =  662,   4  =  755,   ff  =907,   c»=1077, 

d=1170,   e  =  1322; 
worin  keine  neue  Bestimmung  enthalten  ist. 
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13)  C&-molI  giebt  entweder 

C^=59,    1>»  =  229,    £=322,    F«=474,    G«  =  644, 

il  =  737,   ^=889; 
oder 

(?  =  n,   Z)»  =  247,   £=340,   F«=492,    C«  =  662, 

il  =  755,    ^=907; 
welche  Werthe  sämmtlich  nicht  neu  sind. 

1 4)  Für  Gis-moll  wird  entweder 

G«=644,  il«=8U,  ^=907,  c»  =  1059,  d»  =  1229, 

e  =  1322,  P  =  1474; 
oder 

G«=662,   il»=832,   F=925,  c»=1077,   (i»=1247, 

e=1340,    p=  1492; 
wo  il^  =  832  und  H  =  925  neue  Bestimmungen  sind. 

15)  Di^-moll  endhch  giebt  entweder 

D»=211,   £»=381,   F«=474,    G«=626,   A«  =  796, 

^=889,    c»=1041; 
wo  G*  =  626  und  C*  =  41  neu  sind;  oder 

D»  =  229,  £»=399,   £«=492,    G«  =  644,   A»=814, 

F=907,    c»=1059; 
wo  keine  neuen  Werthe  erscheinen ;  oder  endlich 

D»=247,  £»=417,   F»  =  510,    G»  =  662,   A»  =  832, 

^=925,    c»  =  1077; 
wo  £»  =  417  und  F»  =  510  neue  Bestimmungen  sind. 

Offenbar  könnten  auch  die  aufgefundenen  dritten  Werthe  von  C», 
F»,  G»  in  den  gleichnamigen  Dur-  und  Moll-Tonarten  zu  Grunde  gelegt 
werden ,  was  wiederum  zu  neuen  Bestimmungen  führen  würde. 


§27. 

Versuchen  wir  in  gleicher  Weise  die  Bestimmung  der  erniedrigten 
Haupttöne. 

1)  F-dur  giebt 

F=415,  G  =  585,  il  =  737,  ff^  =  830,  c=1000, 

d=1152,    e=  1322; 
vfo  IP  =  830 ,  alles  Uebrige  schon  bekannt  ist. 
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2)  Für  J5-dur  wird 

Ä»  =  830,  c==<000,  rf=1152,  e*  =  1245,  /'=U15, 

j  =  1567,  0=  1737; 
woraus  £*  =  245  folgt;  die  ttbrigen  Bestimmungen  sind  nicht  neu. 

3)  Für  £«-dur  wird 

E*  =  245,   F=4i5.    0=567,   A*=:660,   tf*  =  830, 

c  =  982,    d  =  M5i; 
wo  A*  =  660  und  c  =  982  neu  sind. 

4)  Für  A»-dur  wird 

A*  =  660,  IP  =  830,  c  =  982,  d*  =  1075,  e*  =  1245, 

/'=1397,  j  =  1567; 
woraus  folgt  D*  =  76,  F=  397. 

5)  Für  Des- dur  ergiebt  sich 

D*  =  75,   £*  =  245,   F=397,    G*=490,   A*  =  660, 

Ä»  =  812.   c  =  982; 
also  G*=  490,  fl»  =  812. 

6)  Für  Ge»-dur  wird 

G*=490,   A»  =  660,  if»  =  812.   c*  =  905,   rf»=1075. 

e*=1227,   /'=1397; 
woc*  =  905  undF*  =  227  neu  sind. 

Die  gefundenen  zweiten  Werthe  von  E*  =  227  und  Ä*  ==  812 
könnten  wieder  in  Es-dar  und  B-dnr  zum  Grunde  gelegt  werden.  Wir 
übergehen  jedoch  die  Ausführung  und  wenden  uns  zu  den  Moll-Ton- 
arten. Hier  giebt 

7)  D-moIl 

fl  =  l70,   £=340,   F=433,    G=585,   A  =  755, 

tf*  =  848,    c=  1000; 
wo  F  =  433  und  Ä*  =  848  neu  sind. 

8)  G-moll  giebt 

G=585,   A  =  755,   fl»  =  848,   c=1000,   (i=1170, 

e»  =  1263,   /'=141ö; 
woraus  folgt  jB*  =  263. 

9)  Für  C-moII  wird 

C=0,  D  =  170,   £;*  =  263,    F=415,    G  =  585,   A*  =  678, 

J5r»  =  830; 
wo  A*  =  678  neu  ist. 
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10)  Für  F-moIl  wird 

F=415,    G  =  585,   A*  =  678,   //*  =  830,   c=iOOO, 

d*=  1093,    c*=  1245; 
also  D*  =  93. 

11)  Für  £-inolI  wird  entweder 

//»  =  830,   c=1000,   d*=1093,   c*  =  1245,   /"=  1415, 

9*  =  1508,   a*=  1660; 
wo  C*  =  508  neu ;  oder 

ff*  =  848,   c=1018,   d*=1111;   e»=1263,   /■=1433, 

g*=  1526,    0*=  1678; 
woc  =  1018,  fl*  =  H1,  G*  =  520  neu. 

12)  Für  Es -moll  wird  entweder 

£»  =  227,  F=397,    6?*=  490,  A*  =  642,   ff*  =  812, 

c*  =  905,    d»  =  1057; 
wo  A^  =  642  und  D*  =  57  neu  sind ;  oder 

F*=245,  F=  415,   G*=508,   4*  =  660,   ff*  =  830, 

c*  =  923,   d*  =  1075; 
wo  c*  =  923  neu ;  oder 

£*  =  263,   F=433,    G*  =  526  ,   A*  =  678,   ff*  =  848, 

c*  =  94l,    d*  =  1093; 
wo  c*  =  94l  neu  ist. 

1 3)  Für  il«-inoll  endlich  ist  entweder 

4*  =  642,   ff*  =812,   c*  =  905,   d*=1057,   e*=1227, 

/•*  =  1320,   9*=  1472; 

woraus  folgt  F*=  320  und  G*=  472;  oder 

A*=660,   ff*  =830,   c*=   923,   d*=1075,   c*=124ö, 

/*=1338,   j*=  1490; 

woraus  F*  :=:  338 ;  oder 

>1*  =  678,   ff*  =  848,   c*  =  94l,   d*=1093,   e*=1263, 

/*=1356,   ^*  =  1508; 
woraus  F*  ==  356. 

Es  könnten  nun  wieder  die  aus  den  Moll- Tonarten  gefundenen 

neuen  Bestimmungen  den  Dur -Tonarten  zum  Grunde  gelegt  werden, 

was  abermals  auf  neue  Werthe  führen  würde.   Unser  Zweck  ist  jedoch 

schon  durch  die  gewonnenen  Resultate  vöHig  erreicht. 

§28. 
Es  zeigt  sich  nämlich ,  dass  sich  die  Intervalle  zwischen  den  er- 
höhten und  erniedrigten  Haupttönen  und  dem  Grundton,  folglich  auch 
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ihre  relativen  Schwingiingszahlcn  gar  nicht  sclilechthin,  sondern 
nur  bedingungsweise  bestimmen  lassen,  nttmÜch  iinler  der  Voraus- 
setzung, dass  die  Scala  einer  oder  der  andern  Tonart,  in  der  sie 
vorkommen,  rein  sey,  d.  h.  aus  reinen  Inlervaüen  besiehe.  Es  erhellt  I 
nun  aber  aus  dem  Vorstehenden,  dass  wenn  joder  dieser  Töne  nur 
einen  Werlh  hat,  diese  Reinheit  für  alle  Tonarten  zugleich 
.unmöglich  ist,  ja  dass  dieselbe  sogar  für  die  Haupttöne  mehrfache 
Werlhc  erfordern  würde,  so  dass  dieselben  Tonbezeichnungen,  je  nach 
der  Verschiedenheit  der  Tonarten,  verschiedene  Bedeutung  haben  milss- 
len.  Die  Reinheit  aller  Tonarten  ist  also  eine  Forderung,  der  in  prak- 
tisch ausführbarer  Weise  nicht  Genüge  geleistet  werden  kann.  Es  kommt 
daher  zunächst  in  Frage,  oh  sich  aus  den  gefundenen  mehrfachen 
Werthen  der  erhöhten  und  erniedrigten  Hauptlöne  eine  solche  Auswahl 
treuen  lässl,  dass  die  Abweichungen  von  der  Reinheit,  die  dadurch  in 
den  meisten  Tonarten  entstehen  müssen,  dem  musikalischen  Gchür  ent- 
weder unmerklich  oder  doch  erträglich  sind. 


Eine  Auswahl  dieser  Art  bietet  nun  zunächst  folgende  Tabelle  dar, 
die  sich,  soweit  sie  die  relativen  Schwingungszahlen  (j/)  betriöl  (denen 
wir  die  Intervalle  [x]  beigefügt  haben),  in  allen  physikalischen  Lehr- 
büchern und  akustischen  Schriften ,  mit  geringen  Modificationen  in  ein- 
zelnen Bestimmungen,  wiederholt. 


C 
C» 
D* 
D 

E 

F 

F" 


y 

X 

y 

X 

1    =  1 ,000 

0.000 

G' 

^  =  1.440 

0,526 

|f=  1.042 

0,039 

G 

4  =1.300 

0,383 

-jf  =  1.0" 

0,093 

C 

~  =  1,562 

0,644 

1  =  1,183 

o,no 

A' 

-"-  =  1,600 

0,678 

111=1.157 

0,211 

A 

1   =  1,667 

0,737 

i  =  1.200 

0,263 

A' 

','i=  1,736 

0,796 

f  =  1,2S0 

0,322 

II' 

-'i  =  1,778 

0.830 

|i=  1,280 

0.386 

II 

-ü^  =  1,873 

0,907 

j  =1,333 

0,i)S 

<f 

^  =  1,920 

0,941 

-J5-=  1,383 

0,47* 

" 

2  =  2,0011 

1,000 
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Man  kann  aus  ihr  für  jede  Tonart  die  Grösse  der  die  Dur-  und  Moll- 
scala  bildenden  InteiTalle  bestimmen,  wenn  man  das  Intervall  des  Grund- 
Ions  von  den  Intervallen  der  Töne,  welche  von  ihm  die  grosse  Secunde, 
kleine  und  grosse  Terz  u.  s.  w.  sind,  subtrahirt.  Hierdurch  ergeben  sich 
folgende  zwei  Tabellen ,  in  denen  wieder  zur  Vereinfachung  das  Inter- 
vall  der  Octave  =  1000  angenommen  ist. 

I.  Dur. 

Quarte 


Grand  ton 

fX.  Secniule 

gr.  Ten 

a 

<70 

322 

G 

152 

322 

D 

152 

304 

A 

no 

322 

E 

152 

322 

H 

152 

304 

ftt 

170 

322 

C» 

152 

297* 

F 

170 

322 

Ä» 

170 

340 

ß* 

152 

322 

A" 

152 

322 

jy 

170 

322 

G* 

152 

304 

415 
415 
415 
433 
415 
415 
433 
415 
415 
433 
415 
415 
433 
415 

II.  Moll. 


Quinte 


585 
585 
567 
585 
585 
567 
585 
585 
585 
585 
567 
585 
585 
567 


gr.  Sexte 


737 
737 
737 
737 
737 
737 
737 
737 
755 
755 
737 
737 
737 
737 


gr.  Septime 


907 

889 

889 

907 

889 

889 

882* 

882** 

907 

907 

907 

907 

907 

889 


Gruodtoa 

pr.  Secunde 

kl.  Terz 

Quarte 

QuidIc 

11.  Sexte 

kl.  Septime 

A 

170 

263 

433 

585 

678 

848 

E 

152 

263 

415 

585 

678 

848 

U 

152 

263 

415 

567 

678 

830 

F» 

170 

263 

433 

585 

696 

848 

C« 

152 

263 

415 

585 

678 

848 

c« 

152 

263 

415 

567 

678 

830 

Eß 

145 

263 

433 

585 

696 

848 

D 

152 

245 

415 

567 

660 

830 

G 

152 

245 

415 

585 

678 

830 

C 

170 

263 

415 

585 

678 

830 

F 

170 

263 

415 

585 

678 

848 

fl» 

170 

263 

433 

585 

696 

848 

£* 

152 

263 

415 

567 

678 

830 

A* 

152 

263 

415 

585 

678 

848 

*  *)  Es  ist  hier,  so  wie  in  Tab.  ü,  angenommen,  dass  E^,  was  in  der  obigen  TabdUe 
übergangen  wird,  »s  f*  sey,  was  ein  von  den  übrigen  Bestimmungen  der  grossen  Terz 
weniger  abweichendes  Resultat  giebt  als  die  Annahme,  dass  E^  <=»  F  sey. 

**).  Hier  ist ,  wie  in  Tab.  II,  angenommen ,  dass  das  in  der  Tabelle  übergangene 
H^=,  c^  und  nicht  =»  c  sey,  da  erstere  Annahme  besser  mit  den  übrigen  Werthen  der 
grossen  Septime  übereinstimmt. 
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§  30. 

Von  diesen  Tabellen  zeigt  nun  die  erste  nur  in  C-dur  eine  Scala, 
deren  Intervalle  rein  sind.  Von  den  übrigen  Dur-Tonarten  sind  die  Sca- 
len in  G-dur  und  JE-dur,  in  A-dur  und  De^-dur ,  in  D-dur ,  fl-dur  und 
Ges-dur  unter  einander  völlig  gleich,  und  zwar  weichen  E-dnv  und 
G-dur  in  der  grossen  Secunde  und  grossen  Septime«  A-dur  und  De^-dur 
nur  in  der  Quarte,  D-dur,  fl-dur  und  Ge«-dur  aber  in  der  grossen  Se- 
cunde,  grossen  Terz,  Quinte  und  grossen  Septime  von  der  reinen  C-dur- 
Scala  ab.  Was  die  andern  einzeln  stehenden  Tonarten  betrifft,  so  weicht 
F-dur  nur  in  der  grossen  Sexte ,  As-dnr  nur  in  der  grossen  Secunde, 
Ft^-dur  in  der  Quarte  und  grossen  Septime ,  Ci^-dur  in  der  grossen  Se- 
cunde ,  grossen  Terz  und  grossen  Septime ,  JB-dur  in  der  grossen  Terz, 
Quarte  und  grossen  Sexte,  Es-dnv  in  der  grossen  Secunde  und  Quinte 
von  der  Reinheit  ab. 

Die  zweite  Tabelle  zeigt  nur  C-moU  rein.  Von  den  anderen  Moll- 
tonarten sind  die  Scalen  in  F-,  Cis-  und  As-moll,  in  Fis-  und  JB-moll,  in 
Jl-,  Gis-  und  Es-moü  unter  einander  gleich,  und  zwar  weichen  F,-  Cis-  und 
A9-moll  in  der  grossen  Secunde  und  kleinen  Septime ,  Fis-  und  JB-moll 
in  der  Quarte,  kleinen  Sexte  und  kleinen  Septime,  H-,  Gis-  und  F«-moll 
in  der  grossen  Secunde  und  Quinte  von  der  reinen  Mollscala  ab.  Was 
die  übrigen  Tonarten  betrifft,  so  weicht  von  der  Reinheit  ab  F-moll  in 
der  kl.  Septime ,  A-molI  in  der  Quarte  und  kl,  Septime ,  (r-moll  in  der 
grossen  Secunde  und  kleinen  Terz,  D-moll  in  der  grossen  Secunde, 
kleinen  Terz,  Quinte  und  kleinen  Sexte,  Di^-moll  in  der  grossen  Secunde, 
Quarte,  kleinen  Sexte  und  kleinen  Septime. 

Untersuchen  wir  die  Grösse  dieser  Abweichungen ,  so  finden  wir 
die  der  grossen  Secunde  in  Dis-moll  =  0,025  der  Octave  d.  i.,  da  DJ  70 
der  grosse  ganze  Ton,  =  ^  des  ganzen  Tons ,  in  allen  übrigen  abwei- 
chenden Tonarten  =  0,018  der  Octave,  nahe  =  ^  ganzer  Ton,  was 
nach  §  1 9  dem  syntonischen  Komma  entspricht.  Die  Abweichung  der  klei- 
nen Terz  von  der  Reinheit  ist  in  ß-  und  G-moll  ==  0,01 8  Octave,  entspre- 
chend dem  syntonischen  Komma.  Die  grosse  Terz  ist  in  D-dur,  H-dur  und 
Ge^-dur  um  ein  syntonisches  Komma  tiefer,  in  JB-durum  eben  so  viel  höher 
als  die  reine,  in  Cw-dur  steht  sie  um  0,025  Octave  =  ~  ganzen  Ton  tiefer. 
Alle  abweichenden  Quarten  stehen  um  ein  syntonisches  Komma  höher, 
alle  abweichenden  Quinten  um  ebensoviel  tiefer  als  die  reinen.    Um 
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dasselbe  Komma  steht  die  kleine  Sexte  in  JD-moU  gegen  die  reine  zu  tief, 
in  Fis'y  Bis-  und  Ä-moll  zu  hoch ;  desgleichen  steht  die  grosse  Sexte 
um  ebensoviel  inF-  undÄ-dur  zu  hoch.  Die  abweichende  kleine  Septime 
steht  durchgängig  um  ein  syntonisches  Komma  höher  als  die  reine ;  die 
grosse  Septime  endlich  steht  in  Fi^-  und  Ci^-dur  um  0,025  Octave 
:=  ^  ganzer  Ton ,  in  den  übrigen  abweichenden  Tonarten  um  ein  syn- 
tonisches Komma  zu  ti^f. 

Diese  Abweichungen  von  ^  und  -^  ganzer  Ton  sind  viel  zu  be- 
trächtlich, als  dass  sie  nicht  dem  musikalischen  Gehör,  zumal  bei  Quar- 
ten und  Quinten,  anstössig  seyn  sollten.  Man  kann  daher  behaupten, 
dass  die  obigen  akustischen  Bestimmungen,  ausser  in  C-dur  und 
C-moll,  keine  einzige  ganz  befriedigende  Scala  geben,  da- 
her  musikalisch  unbrauchbar  sind.  Eine  andre  Auswahl  unter 
den  gefundenen  mehrfachen  Werthen  der  erhöhten  und  erniedrigten 
Töne  würde  zwar  für  mehrere  Tonarten  bessere,  für  andere  aber  immer 
wieder  mangelhafte  Scalen  geben.*) 

§  31. 

Erhellt  nun  hieraus  die  Unmöglichkeit ,  bei  der  Annahme  von  1 9 
verschiedenen  Tönen  Werthe  derselben  zu  finden,  welche  in  allen  Ton- 
arten reine  Scalen  geben,  so  besteht  diese  Unmöglichkeit  fort,  auch  wenn 
2<  Töne  unterschieden  werden,  nämlich  E^  und  H^  selbständige  Werthe 
erhalten,  was  nur  auf  Fi^-dur,  Cis-AxxT  und  Di^-moU  Einfluss  hat.  Noch 
viel  weniger  aber  kann  von  reinen  Scalen  die  Rede  seyn,  wenn  sich  die 
Zahl  der  Töne,  wie  dies  auf  den  Tasteninstrumenten  der  Fall  ist,  auf  \% 
reducirt.  Es  bleibt  also  nur  übrig  zu  versuchen ,  ob  sich  die  Intervalle 
der  die  Scalen  bildenden  Töne,  und  mit  ihnen  ihre  relativen  Schwingungs- 
zahlen so  abändern  lassen,  dass  mit  Aufopferung  der  völligen  Rein- 
heit in  allen  Tonarten  eine  genäherte  Reinheit  der  Scalen  erhalten 
wird.  Diese  nothwendige  Abänderung  der  Tonbestimmungen  heisst  nun 
bekanntlich  die  Temperatur  der  Töne.  Je  nachdem  durch  sie  das  In- 
tervall eines  Tons  mit  dem  Grundton  grösser  oder  kleiner  gemacht  wird 
als  das  reine,  sagt  man  dass  der  Ton  aufwärts  oder  abwärts 
schwebe.  Die  Temperatur  kann  nun  entweder  so  beschaffen  seyn, 
dass  einige  Tonarten  durch  sie  reiner,  werden  als  die  andern ,  oder  von 


*)  Vgl.  hierüber  den  I.  Anhang. 

Abbandl.  d.  K.  S.  Ges.  d.  WisMiuch.  IV. 


50  M.  W  Drobiscii, 

der  Art,  dass  alle  Tonarten  gleichviel  von  der  Reinheit  abweichen,  also 
in  allen  Tonarten  die  gleichnamigen  Intervalle  von  den  reinen  gleichviel 
verschieden  sind.  Die  erstere  Art  der  Temperatur  heisst  die  ungleich- 
schwebende,  die  andre  die  gleichschwebende.  Wir  wollen  zu- 
nächst diejenige  ungleichschwebende  Temperatur  in  einfacher  Weise  ab- 
leiten, die  vor  allen  andern  für  die  beste  gilt,  die  Kirnbergersche. 

§  32. 

Beschränkt  man  sich  auf  die  zwölf  Töne  der  Tasteninstrumente  und 
setzt  also  O^  =  D\  D^  =  E',  E^  =  F,  F*  =  E,  F^  =  G^  G»  =  A\ 
A^  =  W,  H^  =  c,  c^  =  H,  so  bleiben  nur  zwölf  Tonarten  in  Dur  und 
in  Moll  tlbrig,  nämlich  C-,  G-,  jD-,  A-,  F-,  H-,  F-,  ä-,  Es-,  As-,  Des-, 
Ges-dur,  und  A-,  E-,  ff-,  Fis-,  Cis-,  Gis-,  D-,  G-,  C-,  F-,  Ä-,  Fs-moll. 
Da  nun  die  Intervalle  der  sieben  Haupttöne  vollkommen  sicher  bestimmt 
sind,  so  kommt  es  vor  Allem  darauf  an ,  ihre  akustischen  Werthe  mög- 
lichst beizubehalten  und  dennoch  Hlr  die  nach  ihnen  benannten  Ton- 
arten möglichst  reine  Scalen  zu  finden.  Vergleicht  man  nun  zunächst  die 
in  §  26  und  27  gefundenen  Scalenwerthe  für  C-,  G-,  D-,  F-  und  F-dur, 
so  wie  für  F-,  jBT-,  D-  und  G-moIl,  so  zeigt  es  sich ,  dass  wenn  in  allen 
diesen  Tonarten  die  Scalen  rein  seyn  sollten ,  in  C-,  F-,  und  F-dur,  so 
wie  in  F-  und  jBT-moll  A  =  0,737,  dagegen  in  den  übrigen  Tonarten 
A  =  0,755  seyn  müsste.  Wir  werden  nun  für  alle  diese  Scalen  in 
Bezug  auf  A  eine  genäherte  Reinheit  erhalten,  wenn  wir  das  Mittel  aus 
diesen  Werthen,  mit  Berücksichtigung  der  Zahl  ihres  Vorkommens,  neh- 
men, was  =  I  (5.0,737  +  4.0,755)  =  0,745  ist.  Hierzu  gehört  die 
relative  Schwingungszahl  1 ,676,  die  von  \  ,677  :=:  ^  nur  wenig  diflerirt. 

Durch  Annahme  dieses  Werthes  von  A  wird  nun  in  A-dur 
C»  =  0,067,  F«  =  0,482,  G«  =  0,652.  Da  nun  in  D-dur,  Ä-dur  und 
ff-mon  C»  =  0,077,  dagegen  in  E-dur  C»  =  0,059 ;  da  ferner  D*  =  C» 
in  F-moU  =  0,093,  so  ergiebt  sich  im  Mittel  C«  =  D*  =  |  (0,059 
+  0,067  +  3  .  0,077  +  0,093)  =  0,075,  wozu  die  relative  Schwingungs- 
zahl  des  diatonischen  halben  Tons  (§  1 9)  ^  gehört. 

Ferner  ist  in  F-dur  und  //-dur  Iß  =  0,229,  in  G-moU  und  C-moU 
F*  =  0,263,  in  F-moll  aber  F*  =  0,245.  Hieraus  folgt  im  Mittel 
D»  =  F*  =  4-  (2 . 0,229  +  0,245  +  2 . 0,263)  =  0,246 ,  wozu  die  re- 
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lative  Schwingungszahl  1,186  gehört,  welche  ^  =  1,185  nahe  kommt. 
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Weiter  ist  in  G-dur,  fl-dur,  E-dar,  H-dar,  E-mo\l  und  ff-moll 
F«=  0,492,  in-A-dur,  wie  bemerkt,  F*  =  0,482;  daher  im  Mittel 
F»  =  G*  =  y  (0,482  +  6 . 0,492)  =  0,491 ,  wozu  die  relative  Schwin- 

gmigszahl  1,405  gehört,  die  nahe  gleich  ^  =  1,406  ist. 

In  A-dvit  wird,  wie  bemerkt  wurde ,  G*  ^  0,662 ,  in  F-dur  und 
H-dxiT  ist  aber  G«  =  0,644;  in  C-moll  und  F-moU  A*  =  0,678.  Hier- 
aus folgt  im  Mittel  G»  =  A*  =  y  (^  •  0,644  +  0,652  +  2 . 0,6.78)  =  0,659. 
Die  zugehörige  relative  Schwingungszahl  ist  1,579,  die  nahe  gleich 
^=1,580. 

Endlich  ist  in  ff-dur  A«  =  0,81 4,  in  F-dur ,  C-moll  und  F-moU 
fl»  =  0,830,  in  D-moU  und  G-moU  aber  H*  =  0,848.  Hieraus  folgt  im 
Mittel  A"  =  H*  ^  0,833,  wozu  die  relative  Schwingungszahl  1,781 
gehört,  die  sich  y=  ^.778  nähert. 

Stellen  wir  nun  alle  diese  Werthe  mit  denen  der  unverändert  ge- 
bliebenen Haupttöne  zusammen,  so  ergiebt  sich  folgende  Tabelle,  in  der 
die  Werthe  unter  x  genau  der  vorstehenden  Berechnung  entsprechen, 
die  unter  y  (welche  die  eigentliche  Kimbergersche  Temperatur  dar- 
stellen) die  nächsten ,  jenen  zukommenden  relativen  Schwingungszahlen 
sind ,  x  endlich  die  genauen  Werthe  darstellt ,  die  zu  den  Werthen  von 
y'  gehören. 


C 
C»  =  D'' 
D 


E 

F» 
in 


G» 


A« 
H 


F* 

F 

G* 

G 

A* 
A 

c* 
c 


X 


y 


0,000 
0,075 
0,170 
0,246 
0,322 
0,415 
0,491 
0,585 
0,659 
0,745 
0,833 

0,907 
1,000 


1 

856 

843 

9^ 

8 

»ä 

S7 
t_ 

4 
j_ 

3 
45 

83 

S 
488 

84 

870 

464 

ü 
9 

45 
8 

2 


1,000 


X 


=  1,053 

=  1,125 

=  1,185 

=  1,250 

=  1,333 

=  1,406 

=  1,500 

=  1,580 

=  1 ,677 

=  1,778 

=  1,875 
=  2,000 


0,000 

0,075 

0,170 

0,245 

0,322 

0,415 

0,492 

0,585 

0,660 

0,746 

0,830 

0,907 
1,000 


4* 
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§  33. 

Um  die  Güte  dieser  Temperatur  zu  prüfen,  brauchen  wir  blos  zu 
untersuchen,  welche  Werlhe  sie  den  die  Scalen  bildenden  Intervallen-  in 
jeder  der  zwölf  Tonarten  beilegt.  Es  ist  zu  diesem  Behuf  nurnöthig, 
für  jeden  Ton  den  ihm  nach  der  vorstehendeü  Tabelle  'unter  x  zukom- 
menden Werth  zu  setzen  und  in  jeder  Tonart  den  Werth  des  Grundjons 
von  den  Werthen  der  übrigen  ihr  zugehörigen  Töpe  abzuziehen.  Zur  Ab- 
kürzung setzen  wir  auch  hier  die  Octave=  1000.  Wir  erhalten  dann 
folgende  Tabelle : 


Grundton 


N 


c 

G 
D 
A 
E 
H 
F 
B" 
I]ß  =  E'' 

C»  =  D'' 
F»=G* 


gr.  See. 


170 
161 
152 
161 
170 
168 
170 
170 
170 
170 
170 
168 


kl.  Terz 


245 
245 
245 
254 
263 
263 
245 
263 
247 
254 
245 
254 


gr.  Terz 

Quarte 

Quinte 

kl.  Sexte 

gr.'Sext. 

kl.  Sept. 

• 

• 

gr.  Sept. 

322 

415 

585 

660 

746 

830 

■  907 

322 

415 

585 

660 

737 

830 

907 

322 

415 

576 

660 

737 

830 

907 

329 

424 

576 

669 

746 

839 

914 

338 

424 

585 

678 

753 

848- 

923 

338 

415 

585 

678 

753 

839 

923 

322 

415 

585 

660 

755 

830 

907 

340 

415 

585 

678 

755 

839 

906 

340 

415 

585 

660 

.755 

830 

925 

340 

415 

585 

662 

755 

832 

925 

340 

417 

585 

671 

755 

832 

925 

338 

415 

583 

678 

753 

832 

923 

Vergegenwärtigt  man  sich  nun,  dass  die  reinen  Intervalle,  der  gros- 
sen  Secunde  =  1 70,  der  kleinen  Terz  =:  263,  der  grossen  Terz  =  322, 
der  Quarte  =  41 5,  der  Quinte  =  585,  der  kleinen  Sexte  =^  678,  der 
grossen  Sexte  =  737,  der  kleinen  Septime  =  830,  der  grossen  Sep- 
time =  907  sind,  so  lässt  die  vorstehende  Tabelle  den  Grad  der  Rein- 
heit, den  nach  dieser  Temperatur  jede  Tonart  hat,  leicht  erkennen.  Nur 
in  Einem  Intervall  weichen  von  der  Reinheit  ab  C-dur  (in  der  grossen 
Sexte),  G-diir  (in  der  grossen  Secunde) ,  JB-moll  (m  der  kleinen  Septime) 
und  Jff-moll  (in  der  kleinen  Septime),  wenn  wir  die  geringe  Abweichung 
in  der  grossen  Secunde  nicht  beachten.  Dagegen  sind  schon  E-Axxv  und 
//-dur,  noch  mehr  iß-.  Es-,  As-  und  Öc5-dur,  eben  so  C-,  G-,  ö-,  F- 
und  Des-moW  wegen  der  Abweichungen  der  grossen  und  resp.  der  klei- 
nen  Terz,  die  hier  die  Grösse  eines  syntonischen  Komma's  erreichen, 
sehr  hart.  Man  kann  diese  Härte  mildem  und  die  Temperatur  verbessern, 
wenn  man  die  in  der  Tabelle  des  vorigen  §'s  unter  x  enthaltenen  Werthe 
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• 

annimmt.  Noch  geringer  werden  die  anstössigen  Abweichungen  von  der 
Reinheit ,  wenn  man  auf  dieselbe  Weise  für  E  und  D  einen  temperirten 
Werth  sucht,  wie  dies  im  vorigen  §  für  A  geschehen  ist,  und  mit  Rttck- 
sieht  hierauf  die  erhöhten  und  erniedrigten  Haupttöne  bestimmt.  Aber  in- 
dem hiermit  die  härtesten  Tonarten  gemildert  werden ,  vermindert  sich 
die  Reinheit,  der  übrigen,  zwar  nicht  über  die  erlaubte  Grenze,  aber 
doch  so,  dass  der  Charakter  der  Temperatur,  der  atif  der  fast  völligen 
Reinheit  mehrerer  Tonarten  beruht,  verloren  geht  und  dieselbe  sich  mehr 
einer  gleichschwebenden  Temperatur  nähert,  ohne  doch  deren  Vollkom- 
menheit zu  erreichen. 

Abgesehen  hiervon  bleibt  aber  auch  noch  die  Ausstellung  übrig, 
dass  diese  Temperatur  den  innern  Zusammenhang  der  In- 
tervalle gros'sentheils  zerrei§st.  Denn  die  Tabelle  zeigt  z.B., 
dass  schon  für  die  Grundtöne  C,  G,  D  kleine  Terz  und  grosse  Sexte, 
grosse  Terz  und  kleine  Sexte  sich  nicht  genau  zur  Octave  ergänzen,  dass 
für  den  Grund  ton  D  dies  nicht  einmal  in  Beziehung  auf  Quarte  und  Quinte, 
und  für  die  Grundtöne  D*  und  G^  dies  in  Bezug  auf  dieselben  Intervalle 
wenigstens  nicht  genau  statt  hat.  Aehnliches  findet  sich  bei  den  übrigen 
Grundtönen.  Dieser  Mangel  ist  aber,  wie  wir  sogleich  zeigen  werden, 
nothwendiger  Weise  allen  ungleichschwebenden  Temperaturen  gemein- 
sam und  wird  nur  durch  gleichschwebende  Temperatur  verhütet. 


§  34. 

Den  inneren  Zusammenhang  der  Intervalle  stellen  die  in  §  1 8  ent- 
wickelten  allgemeinen  Ausdrücke  derselben  dar,  welche  die  Abhängig- 
keit aller  von  der  Octave ,  Quinte  und  grossen  Terz  nachweisen ,  und 
durch  welche  alle  zwischen  den  Intervallen  möglichen  Beziehungen  ge- 
geben sind.  Zu  diesen  Beziehungen  gehören  nun  die,  dass  die  Intervalle 
der  Quarte  und  Quinte,  der  Terzen  und  Sexten,  Secunden  und  Septimen 
einander  zum  Intervall  der  Octave  ergänzen  müssen.  Wir  können  an 
dem  Beispiel  der  Quarte  und  Quinte  leicht  zeigen ,  dass  dieser  Zusam- 
menhang zwischen  beiden  nothwendig  aufgehoben  ist,  sobald  diesen 
Intervallen  in  verschiedenen  Tonarten  verschiedene  Grössen  beigelegt 
\yerden,  also  eine  ungleichschwebende  Temperatur  statt  findet.  Aus 
§  1 8  ergeben  sich  nämlich  folgende  aligemeine  Bestimmungen  der  Inter- 
valle der  Haupttöne  mit  dem  Grundton  C  ==  0. 
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0 


G  =q  F  =  i  —q 

D  =  2g  —  1  H''  =  2  —  'iq 

A    =9q^^     .  E^  =  2  —  3q 

E  =iq  —  i  ^*  =  3  —  4g 

H  =^  5g  —  2  ß*  =  3  —  5g 

F»  =  6g  —  3  G*  =  4  —  6g 

C«i^7g  — 4  c*  =5  — 7g 

G«  =  8g  — 4  -P^ö-rSg 
D«  =  9g  —  5    ' 
A»=.10g  —  5 
E»  =  'Hg  —  6 
fl»=t2g  — 6 

§36. 

Diese  Bestimmungen  geben  nun  fUr  alle  Tonarten  gleichmässig  fol- 
gende  Werthe  der  die  Dur-  und  Moll-Scalen  bildenden  Intervalle : 

gr.  Secunde,      gr.  Terz ,    Quarte ,    Quinte ,    gr.  Sexte ,    gr.  Septime 
2(/  —  1  4(/  —  2      I  —  (/  q,  3q—i         Sg  —  2 

kl.  Terz,     kl.  Sexte,     kl.  Septime 
2  _  3g      3  —  ig         2  —  2q. 

Hiernach  ist  also  das  allgemeine  Schema  der  Durscala : 

0,  2g~1,  4g  — 2,  1  —  ^,   (/,    3(/  — 1,  5g  — 2,  1, 
mit  der  Stufenfolge 

2g  — 1,  2g  — 1,  3  —  5g,  2g  —1,  2g  —  1,  2g—  1,  3  — ög; 
das  allgemeine  Schema  der  Mollscala  (in  der  Form  des  Herabsteigens) 

0,  2g— 1,  2  — 3g,  1  — g,  g,  3  — 4g,  2  — 2g,  1, 
mit  der  Stufenfolge 

2q  —  i,  3  — 5g,  2g— 1,  2g— 4,  3  — 5g,  2g— 1,  2g  — 1. 
In  beiden  kommen  also  nur  zwei  Stufen,  2g  — 1   und  3  —  5g  vor. 
Das  Schema  der  reinen  Durscala  dagegen  ist 

0,  2g  — 1,    t,  1  — g,    g,   1  _  g  4:  ^  q+t,  1, 
mit  der  Stufenfolge 

2g  — 1,  1  — 2g  +  /,  i  —  q  —  t,  2g— 1,  1  — 2g  +  ^  2g  — 1,  1  — g  — /; 
das  Schema  der  reinen  Mollscala 

0,  2g  — 1,  q  —  t,  1  —  g,  q,  i  —  t.  2—  2g,   1, 
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mit  der  Stufenfolge 

2*/  — 1,  i  —  q  —  t,  \  —  <iq  +  t,  2(/  — 1,   i  —  q  —  t,  i  —  2q^t,  2q  —  i. 

Die  reinen  Scalen  enthalten  also  drei'verschiedene  Stufen,  näm- 
lich 2g  —  1 ,  1  —  S^f  +  /  und  1  —  q  —  t,  von  denen  die  beiden  ersten 
nur  gleich  sind ,  wenn  <  =  4g  —  2 ,  wo  dann  die  dritte  =3  —  5q 
wird.  Dass  in  der  ungleichschwebenden  Temperatur  die  Zahl  und  Grösse 
der  Stufen ,  je  nach  der  verschiedenen  Reinheit  der  Tonarten ,  viel  man- 
nichfaltiger  seyn  muss ,  liegt  in  der  Natur  der  Sache  und  findet  in  der 
oben  ausgeführten  Kimbergerschen  Temperatur  seine  Bestätigung.  Ton- 
leitern mit  nicht  mehr  als  zweierlei  Stufen,  2q  —  1  und  3  —  Sq, 
von  denen.dieerstere  grösser  ist  als  die  zweite,  wenn  g>  y>  0,571 4285..., 
besitzt  also  nur  die  gleichschwebende  Temperatur.  Die  grös- 
sere Stufe  ist  das  Doppelte  der  kleineren  nur,  wenn  g  =  ^. 

§37. 

Ohne  für  jetzt  schon  zu  erörtern,  ob  die  a.  E.  des  §  35  bestimmten 
Töne  der  gleichschwebenden  Temperatur  sämmtlich  von  einander  ver- 
schieden sind  oder  zum  Theil  zusammenfalleji,  geht  aus  jenen  Ausdrtlcken 
hervor,  dass  bei  dieser  Temperatur,  welchen  Werth  auch  immerhin  das 
Intervall  der  temperirten  Quinte  q  haben  mag,  sämmtliche  Töne  durch 
Fortschreitungen  nach  Quinten  und  Quarten  (unteren  Quinten)  bestimmt 
werden  können.  Schreiben  wir  nämlich  um  der  grösseren  Einfachheit 
willen  statt  c,  c,  c, ....,  d,  d,  d  ...  xx.s.w.  Cj ,  c^,  C3  . . . ,  d^,  d^,  d^  ... 
u.  s.  w. ,  so  erhalten  wir  aus  jenen  Formeln  folgende  Bestimmungen : 

C  =  0,  G  =  g,  d=2g,  a  =  3g,  ej  =  4g,  Aj  =  5g,  /|  =  6g, 
^  =  Tq^  ?8  =  8g,  dj  =  9g,  aj=10g,  ej  =  11g,  ÄJ=12g; 

andrerseits ,  wenn  wir  zur  Abkürzung  1  —  q  =  q  setzen , 

F=±q\  H'  =  2g',  e'  =  3g  ,  a'  =  4g',  dj  =  5g',  j/J  =  6g', 

4  =  y^  ^5  =  8?- 

In  beiden  Reihen  ist  aber  hiermit  die  Fortschreitung  nicht  schlecht- 
hin geschlossen.  Bezeichnen  wir  nämlich  die  doppelt,  dreifach,  vierfach 
erhöhten  Haupttöne  durch  d***,  c'*^,  c^,  cP,  d^,  d^  u.s.f.  und  eben  so 
die  doppelt,  drei-  und  vierfach  erniedrigten  durch  c**,  c**,  c**  u.  s.  w., 
so  kann  man  die  Tonbeslimmungen  in  beiden  Reihen,  wie  folgt,  fort- 
setzen. Es  folgt  auf  hl 
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f^=i3q,  (^=zil^q,   gff=:15g,    (^=  16g,   c^=\Tq,  ^z=\Sq^ 

hf=i9q, 
/^  =  20(/,   cff=21g,   9ri=^^^   dfl=^3q,   ag=24g,  ^=25^. 

ff^  =  i1q,   cg=28g  U.S.  f. 

Eben  so  folgt  auf  /** 

Äf  =  9g',  e$^  =  10g\  af=11^  df  =  12g',   gl'=i3q\   cJ^=U^ 

rr  =  1 5g , 
Af  =  16g,  cf  =  17g,  af  =18g',  (^*=19g',  gf  =  20q\  (f  =  2\q\ 

If  =  22g', 
Af  =  23g',  ef  =  24g  u.s.  f. 

Alle  diese  mehrfach  erhöhten  und  erniedrigten  Haupttöne  können 
nun  auf  den  Raum  zwischen  dem  Grundton  und  seiner  Octave  überge- 
tragen werden ,  und  so  würden  zwischen  diese  Grenzen  unendlich  viele 
Töne  fallen ,  wenn  alle  diese  Bestimmungen  wirklich  verschiedene  Töne 
gäben.  Es  lässt  sich  aber  zeigen,  dass  dies  zwar  der  Fall  ist,  wenn  g 
das  Intervall  der  reinen  Quinte  bezeichnet,  dass  jedoch  die  Verschie- 
denheit eine  endliche  Grenze  erreicht ,  wenn  g  das  Intervall  einer  i  r- 
gendwie  temperirten  Quinte  darstellt. 

Da  nämlich  nach  §  1 5,  (2)  der  genaue  Ausdruck  des  Intervalls  der 

log  4  *og-i- 

reinen  Quinte  =  -i^rf^  des  Intervalls  der  reinen  Quarte  =  -j— |-  ist,  so 

verhält  sich  das  Intervall  der  Quinte  zu  dem  der  Octave  wie  log  y:  log  2, 

das  Intervall  der  Quarte  zu  dem  der  Octave  wie  log  y :  log  2.  Hieraus 
folgt  die  Incommensurabilität  der  Intervalle  der  reinen  Quinte  und 
Quarte  mit  dem  der  Octave.  Dasselbe  Resultat  giebt  die  Vergleichung 
ihrer  relativen  Schwingungszahlen.  Ständen  nämlich  die  genannten  Inter- 
valle in  rationalen  Verhältnissen,  so  müsste  die  Vervielfachung  des 
Quintenintervalls  auf  irgend  eine  Octave  des  Grundtons  führen,  daher  es 
irgend  eine  ganze  positive  Zahl  n  geben ,  für  welche  (y)  oder  ( y)" 
einer  ganzen  positiven  Potenz  von  2  gleich  würde,  was  unmöglich  ist. 

Wird  dagegen  die  Quinte  temperirt,  so  dass  ihr  Intervall  zu  dem 
der  Octave  in  dem  rationalen  Verhältniss  m :  n  steht ,  also  =  -  ist ,  wo 
m  und  n  relative  Primzahlen  sind ,  so  müssen  dann  immer  n  temperirte 
Quinten  genau  gleich  m  Octaven  seyn ,  so  dass  die  wte  Quinte  irgend 
eines  Tons  mit  der  mten  Octave  desselben  Tons ,  die  (n  +  i  )te,  (n  +  2)te, 
{n+  3)te  Quinte  u.  s.  f.  mit  der  mten  Octave  der  Isten,  2tcn,  3ten  Quinte 
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u.  s.  w.  jenes  Tons  zusammenföllfc.  Dasselbe  gilt  von  der  Quarte,  Terz 
u.  s.  w.  Ein  solcher  Cyclus  von  temperirten  Quinten ,  Quarten ,  Terzen, 
die  eine' runde  Zahl  von  Octaven  ausfüllen,  heisst  ein  Quinten-,  Quai^ 
ten-,  Terzen-Cirkel. 

§  38. 

Aus  den  vorstehenden  allgemeinen  Ausdrücken  der  erhöhten  und 
erniedrigten  Haupttöne  der  gleichschwebenden  Temperatur  ergeben  sich 
nun  auch  eben  so  allgemeine  Bestimmungen  der  Werthe  ihrer  einfachen 
und  mehrfachen  Erhöhungen  und  Erniedrigungen  d.  i.  der  Grösse  der ' 
Intervalle  zwischen  den  Haupttönen  selbst  und  den  erhöhten  und  ernie- 
drigten Haupttönen.  Es  sind  nämlich 

1)  die  Intervalle 

O  _  C,  fl«  —  D,  1?»  —  J5,  F«  —  F,  G«  -  G,  A«  —  A,  IP  —  H, 
C^  ^(?,  m—D^,  m—E^,  F^—F^,  G^—G^  A^  —  A^  1/^— Ä», 
C^  —  C^,  D^  —  iy^,  E^  —  E^u.s.y/,, 

desgleichen  die  Intervalle 

C->  C\  D  —  D\  E  —  E\  F  —  F",  G  —  G'\  A  —  A\  H  —  H\ 
C'—C'\  D'  —  D'\E'—E'\  p—F'\  G'—G'\A'—A^^,n'  —  W\ 
C'^  —  C^^  D''  —  D^,  E''—E^  U.S.W., 

sämmtlich  unter  einander  gleich ,  nämlich  =  Tq  —  4.  Hieraus  folgt 

2)  dass  die  Intervalle 

O» —  c,  D^ — D ,  JE^  —  JE  u. s.  w.  doppelt  so  gross  als  die  Intervalle 
C^—C,  m  —  D,  £^  — Fu.s.w., 

desgleichen,  dass  die  Intervalle 

C — C**,  D — /)**,  E — F**  U.S.W,  doppelt  so  gross  als  die  Intervalle 

C—C\  D  —  D\  E—E^\x.s.\v., 

also  sämmtlich  =  2{lq —  4);  eben  so,  dass  die  Intervalle 

C^  —  C,  D^ — D,  E^ — F  U.S.W,  dreimal  so  gross  als  die  Intervalle 
C^—C,  m—D,  F»— Fu.s.w. 

und  eben  so ,  dass 

C —  (?*,  D  —  D^,  E  —  F»*  u.  6.  w.  dreimal  so  gross  als 
C  —  C,  D  —  D',  E  —  E'  U.S.W., 

«  * 

also  sämmtlich  =  3  (7g  —  4)  sind  u.  s.  f. 
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3)  Die  Intervalle 

D  —  C,E  —  DiG  —  F,A  —  G,H—A, 

jD«  _.  C».  £;»  —  jD«,  G«  —  F»,  A«  —  G«, //«  —  A«, 

Dfm  _  cm,_  £»  ^  D«».  0^  —  F*»,  -A*«*  —  G««,  ff»  —  A«». 

desgleichen  die  InteiTalle 

D*  —  Ct^E^  —  D\  G*  —  P,  A*  —  G*,  1/*  ^  A", 

Dl*  _  c",  £**  —  ß",  G**  —  f**.  i**  —  G**,  fi**  —  A**, 

D8*  _  c»»    £S*  _  /)S»  Q,  s  w. 

sind  ebenfalls  unter  einander  gleich ,  nämlich  ='iq  —  \,  also  gleich 
der  grossem  Tonstufe. 

4)  Eben  so  sind  endlich  die  Intervalle 

F  —  E,  c  —  H,  F*  —  E*,  (*  —  m,  F««  —  F«»,  d»»  —  m, 
jm  —  £»^  c*  —  /fs»  u.  s.  w., 

desgleichen  die  Intervalle 

P  —  E\  c'  —  H',  P'  —  E'\  (^'  —  H^\  F^  —  E^:  c»*  — //^u.s.vv. 

sämmtlich  unter  einander  gleich,  nämlich  =3  —  5g,  also  gleich  der 
kleineren  Tonstufe.  Sie  sind  den  Intervallen  unter  1)  aber  nur  dann 
gleich ,  wenn  g  =  ^ . 


§39. 

Führen  wir  jetzt  den  die  gieichschwebende  ^Temperatur  allgemein 
charakterisirenden  Werth  des  Intervalls  der  grossen  Terz  /  =  4g  —  2 
in  die  Tabelle  des  §  1 8  ein ,  so  erhalten  die  dort  benannten  Intervalle 
folgende  Ausdrücke ,  die  wir ,  wie  sie  sich  zum  Intervall  der  Octave  er- 
gänzen, paarweise  gegenüberstellen. 
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Prime 
kl.  Diesis 
Ubcrmäss.  Prime  | 
kis.  Limma  ) 

kl.  Secunde ) 
grs.  Limma ) 
klr.  ganz.  Ton ) 
gr.  Secunde     ) 

'  vermind.  Terz 


7^—4 

3  — 5g 

iq  -  \ 

6—iOq 


klr.  J 

[  übermöss.  Secunde    9a  —  5 


alter,  kl.  Terz 
kl.  Terz 
gr.  Terz 

vermind.  Quarte 
überm^ss.  Terz 
Quarte  } 

alterirte  Quarte  | 
klr.      ) 


2— 3g 

4g  — 2 

5  — 8g 

Hg  — 6 

1-g 


Octave  • 

alterirte  Octave 

gross. 

klr. 

gr.  Septime 

alter,  gr.  Septime 

gross. 


vermind.  Octave     5  —  7g 


kl.  Septime 


übermäss.  Sexte   1 0g  —  5 
vermind.  Septime  6  —  9g 


gross.  !i 


übermäss.  Quarte  6g  —  3 


klr. 

gross. 

klr. 

gross. 

klr. 

alter,  gr.  Sexte  J 

gr.  Sexte  j 

kl.  Sexte 

übermäss.  Quinte 

vermind.  Sexte 

Quinte  | 

alter.  Quinte) 

gross. ) 


5g  — 2 
2  — 2g' 


; 


i 


3g- 

3  — 4g 

8g  — 4 

7  — 11g 


,j        I  vermind.  Quinte      4  —  6g 


Die  Bucbstabenbezeichnungen  der  Töne ,  welche  durch  diese  Aus- 
drücke bestimmt  werden ,  finden  sich ,  mit  Ausnahme  derer  für  6  —  9g, 
6  —  1 0g .  7  —  1 1  g ,  7  —  1 2g ,  a.  E.  des  §  35.  Was  diese  noch  übrigen 
vier  betrifft,  so  ersieht  man  aus  §  37  leicht,  dass  6  — 9g  i= /f**, 
6  — 10g  =  F*,  7  — 11g=:A^*  und  7— 12g  = /)**  ist.  Da  ferner 
eine  Reihe  von  Intervallen ,  die ,  wenn  l  und  g  rein  sind ,  verschiedene 
Werthe  haben,  wie  die  vorstehende  Tabelle  zeigt,  zusammenfallen,  so- 
bald /  ^=:^  4g  —  2  wird,  so  gestattet  dies  für  die  gleichschwebende  Tem- 
peratur eine  vereinfachte  Benennung  der  Intervalle,  welche  folgende 
Tafel  zugleich  mit  den  Bezeichnungen  der  dadurch  bestimmten  Töne 
übersehen  lässt.  Dass  hier,  gleichwie  JB^*  die  verminderte  Terz  und  fT** 
die  verminderte  Septime  heisst,  so  /)**  die  verminderte  Secunde  genannt 
wird,  rechtfertigt  sich  eben  so  von  selbst,  wie  dass,  nach  Analogie  von 
£*,  als  der  übermässigen  Terz,  und  A^,  der  übermässigen  Sexte,  H^  der 
Name  der  übermässigen  Septime  beigelegt  ist. 
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C,  Prime, 

D**,  vennind.  Secunde, 

0^,  Uberipäss.  Prime, 

D*,  kleine  Secunde, 

D,  grosse  Secunde, 
jB**,  vermind.  Terz, 

D^,  übermäss.  Secunde, 

jB*,  kleine  Terz, 

£?,  ^osse  Terz, 

f*,  vermind.  Quarte, 

£*,  übermäss.  Terz, 

F,  Quarte, 

F*,  übermäss.  Quarte, 


M. 

W.  E 

^ROBISCH, 

J! 

c,     Octave, 

d 
< 

j 

fl 

1 

7 

12? 

ff*,  ttbermäss.  Septime, 

i2q 

6 

7?- 

-4 

c*,    vermind.  Octave, 

5 

-Iq 

3 

-5j 

H,    grosse  Septime, 

5,- 

2 

2?- 

-1 

tf*,  kleine  Septime, 

2 

-2g 

6 

iOq 

A*,   übermäss.  Sexte, 

10./- 

5 

9g- 

-5 

//**,  vermind.  Septime, 

6 

-9g 

2 

-3? 

A,    grosse  Sexte, 

Bq- 

1 

%- 

-2 

A*,   kleine  Sexte, 

,  3  — 

•  4g 

5— 

-8} 

G**,    übermäss.  Quinte, 

8g- 

-4 

Uq- 

6 

A**,  vennind.  Sexte, 

7 

11g 

i- 

-9 

G ,    Quinte, 

9 

6q- 

-3 

G*,   vermind.  Quinte, 

4 

-6g 
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IV. 

VON  DEN  VERSCHIEDENEN  ARTEN  DER  GLEICHSCHWEBENDEN 

TEMPERATÜR. 


Wir  haben  bisher  die  gleichschwebende  Temperatur  nach  ihrem 
allgemeinen  BegrifTe  aufgefasst,  wonach  sie  diejenige  Modification  der 
reinen  Intervalle  und  relativen  Schwingungszahlen  der  Töne  ist,  wodurch 
die  gleichbenannten  Intervalle  in  allen  Tonartön  gleiche  Grösse  erhalten, 
mithin  alle  Scalen  von  der  reinen  Scala  gleichviel  abweichen.  Es  ergab 
sich,  dass  diese  Modification  durch  die  Gleichung  t=  iq  —  2  bestimmt 
ist,  in  der  aber,  wenn  die  grosse  Terz  nicht  um  ein  syntonisches  Komma 
oder  ^  gr.  ganz.  Ton  von  der  Reinheit  abweichen  soll ,  q  kleiner  als 
das  Intervall  der  reinen  Quinte  seyn  muss.  Ohne  nun  hier  schon  näher 
tn  erörtern,  ob  diese  Abweichung  unter  allen  Umständen  unstatthaft 
ist,  leuchtet  doch  von  selbst  ein,  dass,  wenn  es  einen  Werth  von  g  giebt, 
der,  ohne  die  Reinheit  der  Quinte  merklich  zu  vermindöm,  nicht  nur  die 
grosse  Terz,  sondern  auch  die  übrigen  scalenbildenden  Töne  der  Rein- 
heit möglichst  nahe  bringt,  dieser  allen  andern  (unter  übrigens  glei- 
chen Umständen)  vorzuziehen  seyn  wird.  Bevor  wir  aber  einen  solchen 
Werth  zu  finden  versuchen ,  wird  es  nicht  unzweckmässig  seyn ,  allge- 
mein zu  erörtern  ,  welchen  Einfluss  die  Temperirung  der  Quint^  auf  die 
übrigen  scalenbildenden  Töne  ausübt.  Was  nun  zuerst  die  Quarte  be- 
trifll,  'SO  schwebt  sie,  da  ihr  Intervall  =  1  —  q,  immer  um  ebensoviel 
auf-  oder  abwärts  als  die  Quinte  ab-  oder  aufwärts  schwebt.  Von  den 
übrigen  Tönen  kommen  nur  noch  in  Betracht  die  grosse  Secunde,  deren 
temperirtes  Intervall  =  2g  —  1,  und  deren  reines  =  0,16992;  femer 
die  kleine  Terz,  deren  temperirtes  Intervall  =  2  —  Sq,  und  deren  rei- 
nes =  0,26303 ;  die  grosse  Terz,  deren  temperirtes  Intervall  =  iq  —  2, 
und  deren  reines  =  0,32193;  die  grosse  Septime,  deren  temperirtes 
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Intervall  =  &q  —  2 ,  und  deren  reines  :=  0,90689  ist.  Durch  diese 
Töne  sind  kleine  und  grosse  Sexte  und  kleiniB  Septime  vermöge  der  Er- 
gänzungen zur  Octave  gegeben. 

Hiemach  ist  nun  die  Abweichung  der  grossen  Secunde  von  der 
Reinheit,  oder  ihre  Schwebung  0,16992  —  2g  +  1^  und  die  grosse  Se- 
cunde schwebt  I     f   K  f e  I »   J®  nachdem  dieser  Ausdruck  ^  0 ,   also 

je  nachdem 

1 ,1 6992  —  2?  ^  0,  d.  i.  g  ^  0,58496. 

Da  nun  0,58496  das  Intervall  der  reinen  Quinte,  so  schwebt  die 
grosse  Secunde  zugleich  mit  cJer  Quinte  ab-  und  aufwärts.  Ferner  ist 
die  Schwebung  der  kleinen  Terz 

0,26303  —  2  +  3g  ^  0,  je  nachdem  q  ^  0,57899. 

Die  kleine  Terz  schwebt  also  |  f  k  *  ( »  j®  nachdem  die  temperirte 
Quinte  ^  0,57899. 

Ebenso  ist  die^Schwebung  der  grossen  Terz 

0,32193  —  4g  +  2  ^  0,  je  nachdem  g  ^  0,58048. 

Die  grosse  Terz  schwebt  also  !     «   a  t   ( *  J®  nachdem  die  temperirte 

Quinte  ^  0,58048. 

Endlich  ist  die  Schwebung  der  grossen  Septime 

0,90689  —  5g  +  2  ^  0,  je  nachdem  g  ^  0,581 38. 

f   ä  t  r  J^  nachdem  die  temperirte 
Quinte  5  0,58138. 

Hieraus  folgt:  1)  wenn  g  >  0,58496,  also  die  Quinte  aufwärts 
schwebt,  so  schwebt  die  kleine  Terz  abwärts,  die  grosse  Terz  aufwärts, 
die  grosse  Septime  aufwärts ; 

2)  wenn  g  <  0,58496,  aber  >  0,58138,  also  die  Quinte  um  we- 
niger als  0,00358  =  j^  gr.  ganz.  Ton  abwärts  schwebt,  so  schwebt 
die  kleine  Terz  abwärts,  die  grosse  Terz  aufwärts ,  die  grosse  Septime 
aufwärts ; 

3)  wenn  g  <  0,58138,  aber  >  0,58048,  also  die  Quinte  um  we- 
niger als  0,00448  =  j^  gr.  ganz.  Ton,  aber  um  mehr  als  ^^  gr.  ganz. 
Ton  abwärts  schwebt,  so  schwebt  die  kleine  TeVz  abwärts ,  die  grosse 
Terz  aufwärts,  die  grosse  Septime  abwärts ; 


*• '  ^^-t 


• 
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4)  wenn  q  <  0,58048,  aber  >  0,57899,  also  die  Quinte  um  we- 
niger als  0,00597  =  ^  gr.  ganz.  Ton,  aber  um  mehr  als  -^  gr.  ganz. 
Ton  abwärts  schwebt,  so  schwebt  die  kleine  Terz  abwärts ,  die  grosse 
Terz  abwärts,  die  grosse  Septime  abwärts ; 

5)  wenn  q  <  0,57899,  also  die  Quinte  um  mehr  als  ^^  gr.  ganz. 
Ton  abwärts  schwebt,  so  schwebt  die  kleine  Terz  aufwärts,  die  grosse 
Terz  abwärts,  die  grosse  Septime  abwärts. 

§41. 

Die  erste  und  einfachste  Bestimmung  von  q,  welche  zu  einer  be- 
friedigenden gleichschwebenden  Temperatur  führt,  erhält  man,  wenn 
man  auf  das  BedUrfniss  der  Musik,  sich  auf  eine  möglichst  kleine  Anzahl 
von  Tönen  zu  beschränken,  Rücksicht  nimmt  und  dabei  insbesondere 
die  Tasteninstrumente  ins  Auge  fasst.  Da  diese  nämlich  erhöhte  und 
erniedrigte  Haupttöne  nicht  unterscheiden  können,  sondern  die  nächst- 
benachbarten in  einen  mittleren  Ton  zusammenziehen,  so  ist  für  sie, 
wovon  schon  in  §  32  Gebrauch  gemacht  wurde. 


m 


c,  c' 


H. 


Setzen  wir  nun  in  diese  Gleichungen  die  a.  E.  des  §  35  für  die  gleich- 
schwebende'Temperatur  ganz  im  Allgemeinen  gefundenen  Intervall- 
wertho  ein,  so  giebt  jede  derselben  die  Bedingungsgleichung 

1 2g  =  7 ;  woraus  also  folgt  q=^j^. 

Dies  giebt  nun  die  bis  jetzt  allein  bekannte  gleichschwebende  Tempe- 
ratur, bei  welcher  die  grosse  Secunde  =  ;j^,  die  kleine  Terz  ==  jj,  die 

grosse  Terz  =  ^  und  die  grosse  Septime  =  ^  wird ,  also  die  zwölf 
Töne  und  ihre  Intervalle  diejenigen  Besiimmungen  erhalten ,  die  schon 
in  §  16  und  17  bemerkt  und  hinsichtlich  ihrer  Abweichungen  von  den 

• 

reinen  Intervallen  und  den  relativen  Schwingungszahlen  der  dieselben 
bildenden  Töne  untersucht  worden  sind.  Eine  unmittelbare  Folge  dieser 
Zusa/nmenziehung  der  Töne  (die  also  auch  für  die  Bestimmung  dersel- 
ben nach  un'gleichsch webender  Tempieratur  gilt)  ist,  dass  die  in  §  39 
unterschiedenen  26  Intervalle  sich  auf  13  reduciren.  Es  wird  nämlich 


JH 


Abbandl.  d.  K.  S.  G«s.  d.  Wii^sensch.  IV. 
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Prime                         ) 
verminderte  Secuade  j 

=  0 

Octave 

> 

übermäss.  Septime 

—  1 

übermässige  Prime  |      __ 

4 

vermind.  Octave ) 

44 

kleine  Secunde        ) 

■    12 

grosse  Septime   1 

.  4  2 

grosse  Secunde) 

2 

kleine  Septime    ) 
übermäss.  Sexte) 

40 

vermind.  Terz   j 

'    42 

42 

übermäss.  Secunde ) 

3 

vermind.  Septime ) 

9 

kleine  Terz 

"    42 

grosse  Sexte         ) 

42 

grosse  Terz              ) 

• 

4 

kleine  Sexte         | 

8 

verminderte  Quarte ) 

"    42 

übermäss.  Quinte ) 

42 

übermässige  Terz )      ^__ 
Quarte                  J 

5 

"    42 

vermind.  Sexte) 
Quinte               j 

7 
42 

übermäss.  Quarte     | 

5 

• 

• 

verminderte  Quinte ) 

"    42 

Hiemach  sind  dann  diese  paarweise  zusammenfallenden  Intervalle 
und  die  durch  sie  bestimmten  Töne  nur  dem  Namen  nach  von  ein- 
ander verschieden,  und  so  entsteht  als  eine  Folge  dieser  gleichschw^e- 
benden  Temperatur  das,  was  man  jetzt  ziemlich  allgemein  die  »Mehr- 
deutigkeit der  Töne«  zu  nennen  pflegt.  Die  heutige  theoretische 
Musik  macht  diese  gleichschwebende  Temperatur  ausschliesslich  zur 
Basis  der  Gompositionslehre ,  wozu  sie  sich  sowohl  durch  ihre  Einfach- 
heit als  durch  ihre  Verwirklichung  auf  dem  universellsten  Instrument, 
dem  Pianoforte,  vorzüglich  empflehlt.  Die  praktische  Musik  dagegen 
weicht  auf  allen  Instrumenten,  welche  die  Hervorbringung  des  richtigen 
Tons  der  Geschicklichkeit  des  Spielers  überlassen  und  daher  nicht  zu 
.  einer  Zusammenziehung  der  erhöhten  und  erniedrigten  Haupttöhe  ge- 
nöthigt  sind,  von  dieser  Temperatur  wesentlich  ab.  DennesistThat- 
sache,  dass  auf  den  Streichinstrumenten  und  im  Gesänge 
Cis  und  Des,  Die  und  Es  u.  s.  w.  wirklich  unterschiedeji 
werden,  und  dass  gerade  durch  diese  Unterscheidung  der  feinere  mu- 
sikalische Sinn  sich  vorzüglich  befriedigt  fühlt.  *)  Es  fragt  sich  nun,  wie 


*)  Es  muss  befremden,  diese  Thatsache  nicht  nur  in  den  musikalischen  Lehr- 
büchern, sondern  selbst  in  praktischen  Anleitungen  gänzlich  ignorirt,  ja  geradezu  ver- 
leugnet zu  sehen.  So  sagt  z.  B.  Marx  (allgemeine  Musiklehre,  i.  Aufl.  S.  44):  »c — cis 
klingt  wie  c  —  des,  h  —  c  ist  ebenso  gross  wie  b  —  h  oder  c  —  cis.ai  Die  Wahrheit  ist 
aber,  dass  nur  c  —  cis  und  b  —  h  einerseits,  c  —  des  und  h  —  c  andrerseits  streng 
gleich,  nicht  aber  jene  Intervalle  diesen  im  Allgemeinen  gleich  sind ;  denn  die  Grösse 
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diese  Thatsache  mit  der  gleichschwebenden  Temperatur,  an  welche  die 
moderne  Musik  unabänderlich  gebunden  ist,  sich  vereinigen  lässt :  ob 
jene  Abweichungen  nur  als  gelegentliche  Ausnahmen  von  der 
Regel  zu  betrachten  sind,  oder  ihnen  ein  bestimmtes  Gesetz,  ein 
festes  Princip  zum  Grunde  liegt. 

§  42. 
Um  nun  zu  untersuchen,  ob  es  ausser  dem  Werthe  75,  der  auf  die 
bekannte  gleichschwebende  Temperatur  führt  (die  wir  von  jetzt  an  zur 
Abkürzung  die  gewöhnliche  Temperatur  nennen  wollen),  noch  andre 
Werthe  von  q  giebt,  welche  den  allgemeinen  Forderungen  einer  gleich- 
schwebenden Temperatur  gnügen,  bieten  sich  uns  zwei  Wege  dar.  Da 
nämlich  9  =  7^  einen  Näherungswerth  der  reinen  Quinte  darstellt ,  so 
kann  zuerst  in  Frage  kommen,  welche  andre  genäherte  Werthe  der 
reinen  Quinte  es  ausserdem  giebt ,  und  welche  von  ihnen  den  musika-- 
lischen  Forderungen  entsprechen.  Die  Gleichung  g  =  ~  hat  aber  auch 
die  Bedeutung,  dass  12  Quinten  nahe  gleich  7  Octaven  sind,  dass  also, 
wenn  man  vom  Grundton  aus  nach  temperirten  Quintenintervallen  von 
der  Grösse  -^  fortschreitet,  die  12te  Quinte  mit  der  7ten  Octave  zusam- 
mentrifft, woraus  der  gemeine  Quintencirkel  entsteht  (vgl.  §  37). 
Da  bis  auf  8  Decimalstellen  genau  das  reine  Quinteniutervall  =  0, 58496250 
ist,  so  wird  das  Zwölffache  hiervon  :=  7,0195500.  Es  übertriflTl  also 
das  Intervall  von  12  Quinten  das  von  7  Octaven  um  0,01955  oder  nahe 
um  —  gr.  ganz.  Ton,  ein  Intervall,  welches  das  di tonische  oder  py- 
thagorische  Komma  heisst,  und  dem  die  relative  Schwingungszahl 
524288  ^ö^spricht.  Es  kann  nun  nach  dieser  Auslegung  des  Werthes  ~ 
der  temperirten  Quinte  zweitens  untersucht  werden,  ob  es  ausser  dem 
gemeinen  noch  andre  Quintencirkel  giebt,  die  in  noch  grösserer  Schärfe 
auf  ein  rationales  Verhältniss  des  Intervalls  der  Quinte  zu  dem  der  Octave 
führen  und  sonst  den  musikalischen  Anforderungen  entsprechen.  Ob 
diese  beiden  Wege  zu  einem  und  demselben  Endziele  leiten,  oder  einer 
dem  andern  vorzuziehen  ist ,  kann  sich  erst  durch  den  weiteren  Verfolg 
derselben  ergeben. 


jener  ersteren  wird  durch  Iq  —  i,  die  der  letzteren  durch  3  —  5^  ausgedrückt,  welche 

•     7 
Werthe  nur  wenn  9=7^»  also  nur  in  der  gleichschwebenden  Temperatur  der  Tasten- 

iostnimente  zusammenfallen.  Aehnliche  Behauptungen  wie  die  vorstehenden  kann  man 
in  S  p  o  h  r '  s  Yiolinschule  lesen. 
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§43. 

Was  nun  den  ersten  dieser  beiden  Wege  betrifft,  so  giebt  es  zwar 
unzählig  viele  genäherte  Wertbe  des  reinen  Quintenintervalls,  die  sich 
in  rationalen  Brüchen  ausdrücken  lassen.  Diejenigen  aber,  welche  sich 
dl^em  Werth  mit  steigender  Genauigkeit  nähern  und  ihn  in  den  klein- 
sten Zahlen  darstellen,  erhält  man,  wenn  jenes  Intervall  durch  einen 
Kettenbruch  ausgedrückt  wird.    Nun  ist  das  Intervall  der  reinen  Quinte 

log-s- 

=  j— y.  Man  könnte  also  diesen  Ausdruck  in  einen  Kettenbruch  ver- 
wandeln. Da  jedoch  derselbe  mit  mehr  als  zureichender  Genauig- 
keit  durch  0,5849625  oder  ^^^  dargestellt  wird ,  so  ist  es  einfacher, 
diesen  Werth  durch  einen  Kettenbruch  auszudrücken.  Hierdurch  wird  nun 

46797  I 


80000  4  +  i 


♦  +  ^ 


2  +  ^ 


2  +  4 


8  +  4 


<+^ 


5  +  4 


S  +  4 


23  +  4 


^+< 


^+1 


woraus  sich  nach  bekannter  Methode  die  genäherten  Werthe 

1  =  0,5;    -f  =  0,6;    1  =  0,5833333;    JJ  =:=  0,5853659  ; 

g  =  0,5849057;   ^==0,5849673;   J?J  =  0,5849624;  u.s.f. 

ergeben,  die  abwechselnd  kleiner  und  grösser  als  der  wahre  Werth 
sind.  Von  diesen  Werthen  ist  nun  der  dritte  das  Quintenintervall  der 
gewöhnlichen  Temperatur.  Der  vierte  ~  giebt  eine  um  0,0004034  oder 

^1-g  gr.  ganz.  Ton  aufwärts  schwebende,  also  so  gut  als  völlig  reine 

Quinte,  aus  der  das  Intervall  der  grossen  Terz  ^  ==  0,341 46  folgt,  so 

dass  also  die  grosse  Terz  um  0,01953  oder  g^y  gr.  ganz.  Ton  (nahe  das 

pythagorische  Komma)  aufwärts  schwebt.  Der  fünfte  Werth  ^  giebt  eine 

um  0,0000568  oder  ^^^^  gr.  ganz.  Ton  abwärts  schwebende  Quinte, 

die  auf  das  Intervall  der  grossen  Terz  ^  =  0,33962  führt,  so  dass  diese 

um  0,01769  oder  -^  gr.  ganz.  Ton  aufwärts  schwebt,  u.  s.  f.  Bevor  wir 
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nun  die  Brauchbarkeit  dieser  Werthe  in  nähere  Betrachtung  ziehen«-  *' 
wollen  wir  erst  untersuchen ,  ob  auf  dem  zweiten  angegebenen  Wege 
sich  Naherungswerthe  des  Intervalls  der  Quinte  finden  lassen,  die  zwar 
noth wendig  weniger  genau  seyn  können,  vielleicht  aber  dasselbe  mit 

7  • 

schärferer  Genauigkeit  als  ^  und  zugleich  in  kleineren  Zahlen ,  als  es 
durch  |j  und  ^  geschieht,  darstellen. 


§i4. 

Zu  diesem  Zwecke  bilden  wir  eine  Tafel  aller  Vielfachen  des  Inter- 
valls der  reinen  Quinte,  von  dem  1 3fachen  bis  zum  53fachen  derselben. 
Bezeichnen  wir  das  reine  Quintenintervall  0,3849625  tnm  Unterschied 
vom  temperirten,  q,  durch  q^ ,  so  erhalten  wir  folgende  bis  auf  die  letzte 
Decimale  genaue  Ergebnisse.  Es  ist 


f 


13g, 

16g, 
17g, 
48g, 
19g, 
20g, 
21g, 
22g, 
23g, 
24g, 
25g, 
26g, 
27g, 
28g, 
29g, 
30g, 
31g, 
32g, 
33g, 


7,60451 
8,18948 
8,77444 
9,35940 
9,94436 
10,52933 
11,11429 
11,69925 
12,28421 
12,86918 
13,45414 
14,03910 
14,62406 
25,20903 
1 5,79393 
1 6.37895 
16,96391 
17,54888 
18,13384 
18,71880 
19,30376 


34g, 
35g, 
36g, 
37g, 
38g, 
39g, 
40g, 
41g, 
42g, 
43g, 
Ug, 
45g, 
46g, 
47g, 
48g, 
49g, 
50g, 
51g, 
52g, 
53g, 


19,88873 
20,47369 
21,05865 
21,64361 
22,22858 
22,81354 
23,39850 
23,98346 
24,56843 
25,15339 
25,73835 
26,32331 
26,90828 
27,49324 
28,07820 
28,66316 
29,24813 
29,83309 
30,41805 
31,00301 
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M.  W.  Drobisch, 


Von  diesen  Vielfachen  kommen  nun  zuvörderst  24^,,  SG^fj,  iS^f,, 
picht  in  Betracht,  da  sie  bios  die  VielEaichen  des  Cirkels  von  1 2  Quinten 
sind.  Von  den  übrigen  nähern  sich  bis  auf  weniger  als  0,2  einer  ganzen 
Zahl  vonOctaven  ilq^,  \9q^,  22?,,  29?,,  31  g^,  39?,,  41  g^,  i3q^,  ißq^, 
Slg^,  53^1,  von  denen  41^1  und  53^^  schon  aus  dem  vorigen  §  bekannt 
sind.  Unter  den  übrig  bleibenden  geben  aber  nur  19^1,  31^1,  43^1  ab- 
wärts schwebende  Quinten,  die  der  andern  schweben  aufwärts.  Denn 
ist  allgemein  mq^  ==  n4;  co,  wo  m  und  n  ganze  positive  Zahlen  sind  und 
+  (0  die  kleinste  Differenz  zwischen  dem  Vielfachen  mq^  und  der  ganzen 
Zahl  n  von  Octavenintervallen  ausdrückt ,   und  soll  mq  =  n  seyn ,  so 

folgt  q  =  q^+^;  die  temperirte  Quinte  schwebt  also    ^^JJ^^^p^    .  je 

nachdem  mq^  ^  n  ist;  es  fordert  also  die  abwärts  schwebende  Quinte 
mq^  >  n.  Dies  ist  nun  aber  nur  bei  den  drei  bezeichneten  Vielfachen  der 
Fall ,  von  denen  1 9gfj  >  1 1 ,  31  gfj  >  1 8 ,  i3q^  >  25  ist,  indess  1 1q^  <  9, 
22(jfj<13,  29(jfj<17,  39(jfj<23,  46(jfj<27,  5\q^<30.  Es  können 
also  nur  jene  drei  Vielfache ,  welche  die  temperirten  Quintenintervalle 

4  1  4  H         ^H 

TU'  FT'  43  8®''^®^'  ftir  Temperaturbestimmungen  tauglich  seyn.  In  wel- 
chem Grade  sie  sich  dazu  eignen,  wollen  wir  specieller  untersuchen. 


45. 


Der  Werth  des  Intervalls  der  temperirten  Quinte  q 
giebt  folgendes  Tonsystem  : 


44 


Jl  =  0,57895 


E^  = 


c  - 

z  0  = 

=  0,00000 

(?  = 

"  49  " 

=  0.05263 

D'  = 

'  49  ■" 

=  0,10536 

D    • 

8    _ 
"  49  ~ 

=  0,15790 

m- 

4 
■  49 

=  0,21053 

F'- 

_    5    _ 
■  49  " 

=  0,26316 

K  - 

6 
'  49  ~ 

=  0,31579 

p 

7 
'  49  - 

-  0,36842 

F  — 

8 
■  49  "" 

=  0,42105 

fn  — 

9 

"    4Q 

=  0,47368 

II*  =  c    = 


c    ■■ 

—  \  - 

=  1,00000 

c'  = 

48 
49 

=  0,94737 

//    : 

47 
49 

=  0.89474 

H'^ 

46 
49 

=  0,84210 

A«: 

45 
49 

=  0,78947 

A  -- 

44 
49 

=  0,73684 

A'-- 

43 
49 

=  0,68421 

G«  = 

42 
49 

=  0,63168 

G  -- 

44 
49 

=  0,57893 

G'-- 

42 
*   io      "  ■ 

-.  0,52632 
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Die  Abweichung  des  Quintenintervalis  von  der  Reinheit  betrögt 
hier  0,00601   oder  ^^  gr.  ganz.  Ton;  die  des  Intervalls  der  grossen 

Terz,  welche  abwärts  schwebt,  0,00614  oder  ^  gr.  ganz.  Ton.   Für 

die  kleine  Terz,  welche  aufwärts  schwebt,  ist  sie  =  0,00013  oder  j^^ 
gr.  ganz.  Ton;  fttr  die  abwärts  schwebende  grosse  Secunde  =  0,01203 
oder  j^  gr.  ganz.  Ton;   für  die  abwärts  schwebende  grosse  Septime 

=  0,01215  oder  j^  gr.  ganz.  Ton.  Hiemach  ist  in  diesem  System  die 
kleine  Terz  und  grosse  Sexte  so  gut  als  völlig  rein ,  Quinte  und  Quarte, 
grosse  Terz  und  kleine  Sexte  weichen  von  der  Reinheit  fast  unmerklich, 
grosse  Secunde  und  kleine  Septime,  kleine  Secunde  und  grossfe  Septime 
um  weniger  ab  als  die  kleine  Terz  und  grosse  Sexte  in  der  gewöhnlichen 
Temperatur,  also  um  eine  zulässige  Grösse.  Das  System  bietet  also  hin- 
sichtlich des  Grades  seiner  Reinheit  keinen  erheblichem  Anstoss  dar. 
Die  grössere  Stufe  seiner  Scala  (§  36)  2q  —  1  ist  =  ^ ,  die  kleinere 


^^,  —  ^ ,.^ 


3  —  5q  =  —,  die  letztere  also  =  y  der  ersteren ,  so  dass  die  Stufen- 
folge der  Durscala  istr. 

3,  3,  2,  3,  3,  3,  2, 
die  Bewegung  durch  die  Tonleiter  also  sich  dem  gleichmässigen  Fort- 
schritt mehr  nähert  als  in  der  Tonleiter  2,  2,  1,  2,  2,  2,  1  der  ge- 
wöhnlichen Temperatur ,  darum  aber  auch  träger ,  weniger  rhythmisch 
erscheint.  Kanu  nun  diese  Eigenschaft  des  Systems  bedenklich  scheinen, 
so  stehen  ihm  noch  zwei  andre  Ausstellungen  entgegen.  Erstens  näip- 
lich  ist  das  Intervall  der  zwei  nächst  benachbarten  Töne  C^  und  /)*,  D^ 
und  £*  U.S.W.  =^=  0,05263,  oder  3^  g.  g.  T.,  was  ohne  Zweifel 
ein  viel  zu  bedeutender  Unterschied  ist.  Sodann  aber  sind  die  Abwei- 
chungen, von  der  gewöhnlichen  Temperatur  für  mehrere  Töne  so  bedeu- 
tend, dass  beim  Zusammenspiel  von  Streich-  und  Tasteninstrumenten,  wenn 
die  ersteren  sich  nach  der  vorliegenden  Temperatur  richteten,  Missklänge 
unvermeidlich  wären.  Denn  diese  Abweichungen  sind  z.B.  fttr  C^=:-^, 

f(lrD»  =  ^,  für  F«  =  ^.  für  C^^^i,  g.  g.  T. 


3L  W.DioBiscH, 


|pi 


§46. 

fti«i«  ^^MUilieiuiitervall  q 


*^ 


« 

^  ».»0000 

9^ 

i 

^  0.03326 

^•^ 

z=  0.06452 

r 

t 
>• 

-  0.09677 

i* 

::=  0.42903 

» 

=  0,16129 

r* 

-0,19355 

r 

3« 

—  0,22581 

«♦ 

S 

=  0,25807 

*^ 

9 

—  0,29032 

K 

34   ■ 

—  0,32258 

r 

44   . 
*  84   ' 

—  0,35484 

&^    : 

_  4S  . 
""  84  " 

—  0,38710 

F      -- 

48 

'^  84  ■ 

—  0,41935 

6^ 

44 

""  84  " 

—  0,45161 

P    : 

^  45  . 

—  0,48387 

A^ 


1? 

84 


=  0,58065  führt  auf  fol- 


c 

c» 

H 

c** 

Ä* 

A* 

H"" 

m 

A 
cm 

A' 

G 

fm 


=  i 

80 

34 
M 

84 

J8 

84 

«7 

84 
«6 

84 
«5 

84 
U 

84 

^     23 

34 
M 

"~"  3* 

84 
20 

"  84 
49 

37 
48 

34 
'_  4^ 

84 
46 

34 


=  <, 00000 
=  0,«6774 
=  0,93548 
=  0,90323 
=  0,87097 
=  0,83871 
=  0,80645 
=  0,77419 
=  0,74193 
=  0,70968 
=  0,677.42 
=  0,64516 
=  0,61290 
=  0,58065 
=  0,54839 
=  0,51613 


K«  mag  hier  zuvörderst  eine  Bemerkung  ihre  Stelle  finden,  die  nicht 
M^kK  diosos  Tonsystem ,  sondern  auch  die  nachfolgenden  betrifll :  diese 
^l^l^'b.  Uass  es  nicht  als  ein  Tadel  eines  Tonsystems  gelten  kann,  wenn 
^^  ^Mf  Uoppelt  und  mehrfach  erhöhte  Haupttöne  und  somit  auf  Töne 
l\lliH%  die  in  der  Musik  nicht  vorkommen.  Denn  wenn  sich  von  diesen 
'|\m^ii  ihnen  eigenthumliche  Zahlwerthe  angeben .  lassen ,  so  sind  sie 
im'Kl  tAos  in  der  Einbildung  vorhandene  (sogenannte  papieme),  sondern 
wiiilioho,  reelle.  Dass  die  Musik  von  diesen  Tönen  keinen  Gebrauch 
mnohl«  rührt  nur  daher,  dass  sie  sich  auf  i  2  oder  höchstens  1 4  Tonarten 
lv<viK^lirttukt ,  die  übrigen  aber,  wegen  ihrer  geringen  Verschiedenheit 
von  jouon  bräuchlichen  und  der  Schwierigkeit  des  Spiels  in  ihnen  auf 
dott  Imjlrumcnten,  welche  eine  feinere  Unterscheidung  der  Töne  gewUh- 
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reo ,  unberücksichtigt  lässt.  Sie  leugnet  aber  nicht  und  kann  nicht  leug- 
nen ,  dass  in  der  Gonsequenz  ihres  Princips  doppelt  und  mehrfach  er- 
höhte und  erniedrigte  Töne  liegen,  denn  sie  kann  nicht  behaupten,  dass 
z.B.  Gw-dur,  der  auf  F^,  Dw-dur,  der  auf  F^  und  C^,  Des-moll,  der 
auf  fl**,  Ges-moll,  der  auf  Ä**  und  F**  führt,  unmögliche  Tonaften  sind. 
Diese  ungebraucht  liegen  bleibenden  Töne  werden  dem  System,  in  wel- 
chem sie  vorkommen,  auf  keine  Weise  zum  Hinderniss,  wofern  nur  die 
Bestimmung  der  in  Gebrauch  komYnenden  musikalisch  genügend  er- 
scheint.  Man  kann  sie ,  wo  es  nicht  auf  Vollständigkeit  der  Uebersicht 
ankommt ,  ganz  übergehen ,  zum  System  aber  gehören  sie ,  als  Glieder 
des  zum  Grunde  liegenden  Quintencirkels ,  wesentlich. 

Was  nun  (las  vorUegende  besondre  System  betriiBFl,  so  ist  die  Ab- 
weichung von  der  Reinheit:  für  die  Quinte  =0,00431  =  ^  st.  a.  T. 

für  die  aufwärts  schwebende  grosse  Terz  =  0,00065  =  ~-^  g.  g.  T. 

für  die  abwärts  schwebende  kleine  Terz  =0,00496  =  jf,  g.  g.  T. 

für  die  abwärts  schwebende  gp.  Secunde  =  .0,00864  =  ^^  g.  g.  T. 

Air  die  abwärts  schwebende  gr.  Septime  =  0,00366  =  j^  g.  g.  T. 
Es  ist  hier  also  die  gr.  Terz  und  kl.  Sexte  so  gut  als  völlig  rein,  die 
übrigen  scalenbildenden  Töne  aber  weichen  von  der  Reinheit  noch  we- 
niger ab  als  in  dem  System  des  vorigen  §'s.  Die  grössere  Stufe  der  Ton- 
leiter wird  hier  =  ^,  die  kleinere  =37!  also  =  y  der  grösseren. 
Hierdurch  wird  die  Stufenfolge  der  Durscala 

O,        O,        o,       O,       ö,        O,       0 

und  nähert  sich  somit  mehr  der  der  gewöhnlichen  Temperatur.  Die  In- 
tervalle zwischen  C*  und  JD*,  D^  und  F*  u.  s.  w.  beiragen  hier  ^  =  0,03226 

oder  g-j  g.  g.  T. ,  sind  also  bedeutend  kleiner  als  im  vorigen  System. 
Endlich  sind  auch  die  Abweichungen  von  der  gewöhnlichen  Temperatur 
geringer  als  dort;  denn  diese  betragen:  für  (ß  nur  -j,  für D*  noch  y,  für 

F*  noch  j^,  für  G*  noch  ^  g.  g.  T.  •  Dieses  Tonsystem  erscheint  also 
in  jeder  Hinsicht  vollkommener  als  das  im  vorigen  §  entwickelte. 


ft 


M.  W.  Dbobisch, 


§47. 
Das  temperirte  QuiDteninlervall  1/  rr^  ?5  ^  0,581 40  endlich  giebl 
folgendes  Tonsystem: 


C  =  0  =  0,00000 
fl"  =  ^  =  0,02326 
fl"  =  i=  0,04681 
C»  =  ij  =  0,06977 
'   fl*  =i  =  0,09302 

»•  =  £»  =  i  =  0,H628 
C"  =  i  =  0,(3953 
D  =i  =  0,16279 
£"  =  i  =  0,18606 
■  C»  =  F»  =  i  p=  0,20930 
fl»  =!?  =  0,23256 
E'  =ü  =  o,25581 
f  »  =  Jl  =  0,27907 
B"  =  |!  =  0,30233 
E  =  Sl  =  0,325f  8 
P   =J|  =  0,34884 

B"  =  C  =  Jl  =  0,37209 
£•  =i|  =  0,39535 
F  =J|  =  0,4'l860 
C"  =  II  =  0,44187 
£«  =  !!  =  0,46512 
F«  =  ?i  =  0,48837 


B>     : 

&      -. 

H    = 

A"   : 

A*  ■- 


=  1  =  1,00000 
=  Jl  =  0,97674 
=  Jl  =  0,95349 
=  n  =  0,93023 
=  "  =  0,90698 
=  Jl  =  0,88372 
=  ^  =  0,80047 
=  g  =  0,83721 
=  !|  =  0,81 396 


C"  =  c»  =!i  =  0,79070 
«"=  2  =  0,76744 
4  =11  =  0,74419 
C"  =  !i  =  0,72093 
fl»*  =  g  =  0,69767 
A'  =g  =  0,67442 
C  =!|  =  0,641 16 
F"  =  g  =  0,62791 
A"  =  S  =  0,60466 
C  =^=0,58140 
F"  =  f|  =  0,55813 
:  X"  =  2  =  0,53488 
C  =11  =  0,51163 


P«  = 


In  diesem  System  ist  die  Abweichmig  von  der  Reinlieit :  ftlr  die 
Quinte  =  0,00356  ^  j^  g.  g.  T. ;  ftir  die  aufwärts  schwebende  grosse 
Terz  =  0,00365  =  ^  g.  g.  T. ;  ftr  die  abwärts  schwebende  kleine 
Terz  =  0,00722  =  J^  g.  g.  T. ;  für  die  abwarU  schwebende  gr.  Se- 
cunde  =  0,0071 4  =  ji;  g.  g.  T.;  ftlr  die  aufwärts  schwebende  gr.Sep- 
tune  =  0,00009  =  ;^  g.  g.  T.  Quinte,  Quarte,  gr.  Terz  und  kl.  Sexte 
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weichen  also  hier  von  der  Reinheit  fast  gleich  und  halb  so  viel  ab ,  als ' 
kl.  Terz,  gr.  Sexte,  gr.  Secunde  und  kl.  Septime,  deren  Abweichun- 
gen ebenfalls  fast  gleich  sind.  Die  Grösse  aller  dieser  Abweichungen  ist 
so  gering ,  dass  sie  für  völlig  unmerklich  gelten  können ;  die  gr.  Septime 
aber  ist  so  gut  als  vollkommen  rein.  Die  grössere  Stufe  der  Tonleiter  ist 
in  diesem  System  =  jj ,  die  kleinere  =  -^ ,  also  =  y  der  grösseren. 
Demnach  ist  hier  die  Stufenfolge  der  Durscala : 

7,   7,    4,   7,   7,    7,    4, 
und  nähert  sich  also  der  der  gewöhnUchen  Temperatur  noch  mehr  als  in 
dem  System  des  vorigen  §'s.  Die  Intervalle  zwischen  C^  und  D*,  D^  und 
E^  u.  s.  w.  sind  hier  =  ^3-  =  0,02326  oder  ^^3  g.  g.  T.  Die  Abweichung 

von  der  gewöhnlichen  Temperatur  endlich  beträgt  für  0^  nur  noch  r^, 

Tür  D^  noch  ^,  für  F« . . .  ^ ,  fttr  G« . . .  ^^  g.  g.  T.  Nur  die  letztere  also 
ist  grösser  als  im  vorigen  System.  Mit  diesem  verglichen,  erscheint  dem- 
nach  das  System,  welches  auf  dem  Cirkel  von  43  Quinten  beruht,  in 
einzelnen  Tönen  zwar  weniger,  im  Ganzen  aber  gleichmässiger  rein, 
als  das  aus  dem  Cirkel  von  31  Quinten  hervorgehende,  insbesondere 
aber  in  Bezug  auf  die  grössere  Reinheit  der  Quinte  und  Quarte  und  das 
Verhaltniss  der  beiden  Tonstufen  vollkommener  als  dieses  letztere. 

§48. 
In  Folge  dieser  steigenden  Vollkommenheit  der  drei  ausgeitihrten 
Systeme '^)  erhebt  sich  nun  von  selbst  die  Frage,  ob  nicht  ein  Tonsystem 
möglich  ist,  welches  sich  in  Bezug  auf  die  scalenbildenden  Töne  und 
ihre  Intervalle  der  Reinheit  mehr  nähert  als  jedes  andere. 
Es  giebt  in  der  That  e^in  solches  System,  und  wir  können  es  ohne 
Schwierigkeit  nachweisen.  Da  nämlich  durch  die  grosse  Secunde,  grosse 
Terz, 'Quinte,  grosse  Septime  und  kleine  Terz  oder  grosse  Sexte  die 
übrigen  scalenbildenden  Töne  gegeben  sind,  so  wird  man  nach  der  M  e- 
thode  der  kleinsten  Quadrate  diejenigen  Intervall werthe  dieser 
Töne,  welche  die  grösstmögliche  Annäherung  der  Gesammtheit  dersel- 
ben an  die  reinen  Intervalle  darstellen ,  erhalten ,  wenn  man  das  Quin- 
tenintervali  q  so  bestimmt,  dass  die  Summe  der  Quadrate  der  Differenzen 
zwischen  den  allgemeinen,  von  q  abhängigen  Ausdrücken  der  temperirten 

*)  Zu  ihnen  könnte  als  viertes  auch  noch  das  aus  50  Quinten  gezählt  werden,  wel- 
ches  9  =  --  =»  0,58000  giebt,  demnach  zwischen  den  Systemen  aus  4  9  und  3  4  Quin- 
(cn  fast  genau  in  der  Mitte  liegt  und  darum  der  Aasführung  nicht  bedarf. 
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Intervalle  jener  fünf  Töne  mit  den  gleichnamigen  reinen  Intervallen  ein 
Minimum  wird.  Da  nun  das  temperirte  Intervall  der  grossen  Secunde 
=  Sg  —  1 ,  das  der  grossen  Terz  =  ig  —  2,  das  der  Quinte  =  q ,  das 
der  grossen  Sexte  =  3q  —  1 ,  das  der  grossen  Septime  =  Sg  —  2  war 
(§39),  so  fordert  die  angegebene  Bedingung,  weiin  wir  die  reinen 
Intervalle  der  genannten  Töne  der  Reihe  nach  durch  d,  e,  g,  a,  h  be- 
zeichnen, dass  die  Summe 
^d—2q  +  \]^  +  {e—iq+f)^  +  {g-q)^  +  {a-3q+if  +  {h—5q  +  2f 

ein  Minimum  sey.  Dieser  Forderung  wird  GnUge  geleistet,  wenn  wir 
den  Diiferentialquotienten  dieser  Summe  in  Bezug  auf  die  Veränderliche 
q  gleich  Null  setzen.  Hieraus  ergiebt  sich 

^ %B  +  %d+  ie  +  g  +  Ba+  hh 

9  — 55 

Setzt  man  nun  fUr  die  Intervalle  d,  e,  g,  a,  k  ihre  logarithmischen  Aus- 

logf     log*      logi     logj.     log*^  _ 

^^^^^  15^'  ISfF'  15^»  ISiT»  15^'  so  erhält  man  nach  emigen 
Reductionen 


woraus  sich  ergiebt 


~     55.1ogS   ' 

0,5810541, 


was  der  gesuchte  Werth  des  lemperirten  Quintenintervalls  ist.  Offenbar 
können  nun  die  den  beiden  in  den  ^  46  und  47  entwickelten  Tonsyste- 
men zum  Grunde  liegenden  Werthe  q  =z^  =  0,58065  und  5^  =  4^ 
=  0,58140  als  Annäherungen  an  den  so  eben  gefundenen  Werth  von  q 
angesehen  werden.  Die  schärfsten  Näherungswerthe  in  den  kleinstmög- 
lichen  Zahlen  aber  erhält  man  durch  Verwandlung  des  gefundenen  Werths 
von  q  in  den  Kettenbruch 

0,5810541  = 


<+< 


<  +  < 


2  +  4 


<+^ 


<+< 


2  +  4 


2+4 


3  +  4 


^  +  4 


5+J^ 
4 


aus  dem  wir ,  wenn  wir  uns  auf  diejenigen  Näherungswerthe  beschrän- 
ken ,  die  aus  ein-*  oder  z weizififrigen  Zahlen  bestehen ,  erhalten 
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1.    i.    A    ^    11    ü 


SO  dass  also  onter  diesen  Brüchea  ^  = 

der  gefuDdeöen  temperirten  Quinte  am  nächsten  kommt. 


0,58108  dem  genauen  Werthe 


§49. 
Aus  diesem  Werthe  von  q  ergiebt  sich  nun  ein  Tonsystem,  welches 
wir  als  das  der  möglich  reinsten  gleichschwebenden  Tempe- 
ratur werden  bezeichnen  dürfen.  Wir  begnagen  uns,  dasselbe  bis  zu 
den  doppelt  erhöhten  und  erniedrigten  Haupttönen  und  denjenigen  drei- 
fach erniedrigten ,  welche  einige  von  ihnen  zur  Octave  ergänzen,  darzu- 
'  stellen  und  den  scharfen  Bestimmungen  der  Intervalle  die  genäherten, 
durch  74stel  ausgedrückt,  in  Klammem  beizufügen. 


C 

D** 

ffm 

C» 
D* 

cm 
D 

Iß 

ßm 
E 

E* 
F 

QU, 


0,00000 
0,02735 
0,04003 
0,06738 
0,09473 
0,12208 
0,13476 
0,16211 
0,18946 
0,22949 
0,25684 
0,28419 
0,29687 
0,32422 
0,35157 
0,39160 
0,41895 
0,44630 
0,45897 
0,48632 


H*  = 
/)«*  = 

H  --= 
A^  = 
c"  = 
H*  = 
A»  = 

A    = 

J5P*  = 

A"  = 
G»  = 

G    = 

pm  — 


1,00000 
0.97265 
0,95997 
0,93262 
0.90527 
0,87792 
0,86524 
0,83789 
0,81054 
0,77051 
0,74316 
0,71581 
0,70313 
0,67578 
0,64843 
0,60840 
0,58105 
0,55370 
0,54103 
0,51368 
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Die  Abweichungen  von  der  Reinheit  sind  nun  hier:  für  die  Quinte 
=  0,00391  =  ^  g.  g.  T.;   fUr  die  grosse  Terz  =0,00229  =  ^^^ 

g.  g.  T.;.für  die  kleine  Terz  =  0,006i9  =  ^H  8-  8-  T.;  für  die  grosse 
Secunde  =  0,00782  =  ^  g.  g.  T. ;  ftlr  die  grosse  Septime  =  0,001 62 

=  ToTs  8-  8-  T.  —  Gegen  das  System  aus  43  Quinten  gehalten  ist  also 
hier  die  Reinheit  der  Quinte ,  grossen  Secunde  und  grossen  Septime 
etwas  geringer,  die  der  beiden  Terzen  jedoch  grösser.  Dass  aber  dieses 
System  in  der  Totalität  der  scalenbildenden  Töne  reiner  ist  als  jedes  der 
zuvor  dargestellten,  erhellt  deutlich,  wenn  man  die  Summe  der  Quadrate 
der  (theils  positiven,  theils  negativen)  Abweichungen,  welche  hier  auf 
ein  Minimum  gebracht  ist ,  sowohl  für  dieses  System  als  für  die  andern 
wirklich  berechnet.  Es  ergiebt  sich  dann : 

für  q  =a  0,58405      (jt)  die  Summe  der  Quadrate  der  Abweichungen  =<  0,0004225 

25 
„^  =  0,58U0  =  ^      „         „         „  „  „  „  =0,0004290 

„    ^  =  0,68065-=-      „        „         „  „  „  „  =0,0001315 

„    ^  =  0,67895  =  }i      „        „         „  „  „  „  =0,0003659 


7 


y» 


0,68333  =r^      „        „         „  „  „  „  =0,0004089 


42 


Diese  Uebersicht  weist  also  die  steigende  Reinheit  der  entwickelten 
Tonsysteme  von  dem  der  gewöhnlichen  Temperatur  aus  bis  zu  dem  der 
möglich  reinsten  nach.  Es  kann  an  der  letzteren  auch  nicht  für  einen 
gewichtigen  Tadel  gelten,  dass  die  Quinte  weniger  rein  ist  als  die  grosse 
Terz  und  grosse  Septime ;  denn  das  Ohr  empfindet  eine  Abweichung  um 
^  des  ganzen  Tons  fast  so  wenig  als  die  um  j^  und  ^,  —  Die  grös- 


43 


sere  Stufe  dieses  Systems  ist  sehr  nahe  =  74 1  die  kleinere  =  ^  dei* 

Octave ,  also  :=  j^  der  grösseren ,  daher  die  Stufenfolge  der  Durscala 

12,  12,  7,  12,  12,  12,  7, 
die  sich  der  der  gewöhnlichen  Temperatur  mehr  nähert  als  alle  vorigen. 
—  Die  Intervalle  zwischen  C^  und  D* ,  D^  und  £*  u.  s.  w.  sind  hier 
=  0,02735  =  ^  g.  g.  T.,  also  grösser  als  in  den  Systemen  aus  31  und 
.43  Quinten.  Die  Abweichung  von  der  gewöhnlichen  Temperatur  end- 
lich beträgt  für  (?...  j^g.  g.  T.,  für/)»...  3^g.  g.  T.,    fürF«...^ 

g.  g.  T.,  für  G^...  ö^,  ist  also  für  die  drei  ersten  von  diesen  Tönen 
etwas  grösser,  für  den  letzten  aber  geringer  als  im  System  Aus  43  Quinten. 
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§  50. 

Erfüllt  nun  dieses  letzte  unter  den  vier  dargelegten  Tonsystemen, 
welche  erhöhte  und  erniedrigte  Töne  unterscheiden,  die  musikalische 
Forderung  möglichst  reiner  Scalen  in  allen  Tonarten  so  vollständig,  als 
CS  der  Natur  der  Sache  nach  überhaupt  möglich  ist,  so  steht  doch  seiner 
Anwendbarkeit  in  der  Musik  ein  Bedenken  entgegen ,  das  zugleich  die 
drei  anderen  Temperaturen  derselben  Art  trifft ,  auf  das  aber,  obgleich 
diese  letztgenannten  nicht  neu  sind  ,^)  die  theoretischen  Schriften  über 
Musik,  so  weit  sie  uns  bekannt  wurden,  nicht  aufmerksam  machen.  In  allen 
diesen  Tonsystemen  nämlich  liegt,  eben  so  wie  in  der  oben  (§29 f.)  er- 
wähnten und  beurtheilten  akustischen  Tontabelle ,  O  tiefer  als  I)*,  D^ 
tiefer  als  £*,  F^  tiefer  als  G*  u.  s.  f.  Diese  Lage  wird  auch  in  den  Schrif- 
ten über  Compositionslehre,  sofern  sie  überhaupt  des  ganzen  Unterschie- 
des gedenken ,  als  die  richtige  anerkannt."^)  Gegen  diese  Angabe  hat 
Herbart  in  einer  Abhandlung  ,,über  die  Tonlehre*****)  folgenden 
Einwand  gemacht:  »Wir  stellen  —  sagt  er  —  in  Abrede,  was  die 
physikalischen  Schriften  von  der  sogenannten  enharmouischen  Tonfolge 
zu  sagen  pflegen.  Nach  ihnen  sollen  die  Töne  so  auf  einander  folgen  : 
r,  eis,  des,  d,  dis,  es,  e  u.  s.  w.,  anstatt  dass  sie  folgen  müssen:  c,  des, 
eis,  d,  es,  dis,  e  u.  s.  w.  Fortschreitungen  wie  diese 

d,    e*,    rf*,    e 

h     i      h     h 

f     f     f    e 

B   A    A    G^ 
sind  in  der  Musik  nicht  selten.   Nun  weiss  Jedermann ,  dass  die  falsche 
Quinte  es  im  Sext-Quinten-Accorde  sich  unterwärts  auflösen  muss ,  hiur 
gegen  dis  nach  Oben  zu  e  hinstrebt.    Wenn  also  ein  Violinspieler  oder 


*)  Es  hat  z.  B.  das  aus  43  Quinten  entstehende  schon  Sauveur  in  den  Mem.  de 
tAcad,  de  Paris,  4701,  angegeben  (vgl.  Opelt  über  die  Natur  der  Musik  S«  39);  das  aus 
31  Quinten  Galin  (s.  Delezenne  in  dem  RecetUl  des  travaux  de  la  societe  des  sciertces 
de  Lille,  \Stl,p.  20). 

♦*)  So  sagt  z.B.  G.  Weber  (Theorie  der  Tonsetzkunst  Bd.  I.  S.  35.  2. Aufl.):  die 
Taste  zwischen  C  und  D,  wenn  sie  als  Cis  vorkommt,  soll  eigentlich  nicht  ganz  so  hoch 
klingen,  wie  wenn  sie  als  Des  erscheint;  Fis  nicht  ganz  so  hoch  wie  Ges,  Es  nicht  so 
tief  wie  Z>w,  £»•  nicht  ganz  so  hoch  wie  F  u.  s.  w. 

*^)  Psychologische  Untersuchungen,  I,  S.  101  (Werke,  I,  S.  260).      . 


Mnftfir  n  fsfieii  ^ßder  »mfd,  fso  treibt  ibn  sein  Gefühl  nach  Unten  '?  soll 
wol  lufi»iien  Oben^ ;  «oU  €rr  non  e$  m  di$  %'erwandeln ,  so  bekommt  er 
nimm  ImpoJf  nach  Oben.  In  Folge  dieses  Impulses  muss  er  den  Ton  e$ 
niebt  erniedrigen  (denn  es  wird  ihm  verboten,  nach  Unten  ach  za  wen- 
den), sondern  ihn  erbtfien,  denn  nadi  Oben  hin  wird  er  getrieben  in 
demseltien  Augenblick,  wo  ihm  vorgeschrieben  ist,  dU  anstatt  a  zu 
di^bfn  und  zu  spielen.  Dagegen  fordert  jene  physikalische  Lehre  von 
ihm ,  er  solle  rttckwSrts  nach  Unten  gehen ,  in  demselben  Aogeoblick. 
wo  er  einen  Antrieb  aufwärts  bekommt«  o.  s.  w."^  In  der  That  kommt 
der  hier  bezeichnete  Fall  bei  Modulationen  durch  enharmonische  Ver- 
w(5cbselung  sehr  häufig  von  Wenn  auf  dem  Tasteninstrument  diese  Ver- 
wcchs(;lung  nur  eine  Vertauschung  des  Namens  eines  und  desselben 
wiederholten  Tons  ist,  so  gewinnt  sie  auf  dem  Streichinstrumeat  die 
Bedi^ulung  eines  vermittelnden  Uebergangs  zum  nächstfolgeDden  höhe- 
rim  oder  tieferen  Tone,  die  aber  nur  möglich  ist,  wenn  die  erniedrigten 
Idtut  tiefer  liegen  als  die  ihnen  nächsten  erhöhten.  Wir  sind  hierin  über- 

* 

dies  durch  die  Versicherung  tüchtiger  Musiker  bestätigt  worden ,  dass 
der  Violinist  nicht  blos  gelegentlich,  sondern  stets  Cis  höher  als  Des, 
Diu  höher  als  Eb  u.  s.  w.  greife.  Wir  können  daher  die  entgegengesetzte 
Ansicht  nur  aus  dem  Hespect  vor  der  angeführten  akustischen  Tabelle 
erklären ,  in  der  die  Dostimmungen* der  erhöhten  und  erniedrigten  Töne 
für  eben  so  sicher  gehalten  wprden,  wie  es  die  der  Haupttöne  sind. 
Viellei(;ht  scheute  man  sich  auch  vor  der  Folgerung,  dass  ja  dann  die 
UbennäsHJge  Primo  höher  liege  als  die  kleine  Secunde,  die  übermässige 
Socunde  höher  als  die  kleine 'Terz  u.  s.  w.;  wovor  man  jedoch  nicht 
zurückzuschrecken  braucht,  wenn  man  bedenkt,  dass  diese  Benennungen 
von  (Ion  reinen  Tönen  und  Intervallen  auf  die  temperirten  übergegangen 
sind  (vgl.  }j  39),  und  es  dahef  nicht  zu  verwundem  ist,  wenn  ihr  Wort- 
sinn  mit  ihrer  suchlichen  Bedeutung  nicht  mehr  ganz  zusammenstimmt, 
obgleich  ihr  Zusammenhang  mit*  den  (nun  temperirten)  Haupttönen  und 
deiX3n  Inlorvallon  unverändert  geblieben  ist. 


'^)  llarbarl,  »olhtft  schon  thooretlsch  und  praktisch  mit  der  Musik  vertraut ,  fand 
fUr  diDiKt  Ansicht  Bc^istimiuung  bei  einem  Manne  vom  Fach,  seinem  Freund  Griepen- 
Vt^t\  in  Braunschwoig.  Dieser  ist  es,  der  (a.  a.  0.  S.  4S0)  an  Herbart  schreibt:  Cis  ist 
höher  ^Is  «/f.« .  %ii$  höher  als  ts  u.  s.  w.  Es  gilt  dies  von  jedem  zuföllig  erhöhten  und 
luHtUig  ornimh igten  Tone,  wenn  beide  auf  dem  Ciavier  dieselbe  Taste  haben. 
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§61. 

Aus  der  Tabelle  a.  E.  von  §39  gebt  bervor,  dass  die  .Differenzen 
oder  Intervalle  D*.—  O»,  &  —  £»,  F*—E,  F—B»,  G*— f\  A*  —  G». 
iP  —  A*,  i^-r-H^  für  jede  Art  von  gleichgchwebeader  Tempftratur 
gleich,  nämlich,  wenn  q  das  Intervall  der  temperirten  Qninte,  ==7 — iiq 
sind.  Es  sind  daher  diese  Differenzen  positiv,  noll  oder  negativ,  je 
nachdem  q  kleiner,  gleich  oder  grOsjser  als  ~.  Die  gewöhnliche  Tem- 
peratur also ,  in  der  9  =  ^  und  (ß  and  D^,  D^  und  E^  u.  s.  w.  zusam- 
menfallen, scheidet  alle  übrigen  gleichschwebenden  Temperaturen  *  i  n 
zwei  Classen,  in  deren  einer  q<j^  undD*  höher  als  C*,  jB*  höher 

als  D^  liegt  u.  s.  w.,  indess  in  der  andern  9  >  ^  ist  und  D^  tiefer  als 
C*,  E^  tiefer  als  D^  liegt  u.  s.  f.  Die  in  den  vorgehenden  ^  angegebenen 
vier  Temperaturen  gehören  sämmtlich  in  die  erste  Classe.  Wir  haben 
uns  also  jetzt  nach  Temperaturen  der  zweiten  Classe  umzuthun ,  in  de- 
nen, wenn  die  Quinte  abwärts  schweben  soll,  q  >  0,58333  und  <  0,58496 
seyn  muss.  Dass '  hierbei  die  Intervalle  der  grossen  Secunde ,  Sg  —  1 , 
der  grosseh  Terz,  iq  —  2,  grossen  Sexte,  3q  —  1,  und  grossen  Sep- 
time 59  —  2  nothwendig  grösser  und,  was  hieraus  unmittelbar  folgt,  die 
der  kleinen  Secunde ,  kleinen  Terz ,  Quarte ,  kleinen  Sexte  und  kleinen 
Septime  kleiner  als  in  der  gewöhnlichen  Temperatur  werden  müssen, 
leuchtet  von  selbst  ein.  Es  folgt  daraus  aber ,  wie  sich  sogleich  zeigen 
*wird,  nicht,  dass  deshalb  alle  diese  Intervalle  sich  durch  die  Erhöhung 
der  Quinte  mehr  von  der  Reinheit  entfernen  müssten ,  als  es  in  der  ge- 
wöhnlichen Temperatur  geschieht.  Man  hat  sich  überhaupt  des  Yorur- 
theils  zu  entschlagen,  als  ob  diese  Temperatur  die  vollkommenste 
wäre,  da  sie  es  in  der  That  nur  für  die  Tasteninstrumente  ist,  die  auf 
zwölf  Töne  beschränkt  sind ,  im  Uebrigen  ihr  aber  nur  die  Bedeutung 
der  mittleren  gleichschwebenden  Temperatur  zwischen  den  angeführ- 
ten zwei  Classen  zukommt,  von  denen  die  zweite  näher  zu  untersuchende 
jedenfalls  noch  reinere  Quinten  und  Quarten  hat,  im  Uebrigen  aber  schon 
(§  49)  gezeigt  worden  ist,  dass  diese  mittlere  Temperatur  in  der  Go- 
sammtheit  ihrer  Bestimmungen  den  Temperaturen  der  ersten  Classe  an 
Reinheit  nachsteht. 


AUmmIL  d.  K.  S.  Gm.  4.  WiiseoMh.  IV. 


82. 


M.  W.  Drobisch, 


§52. 

Von  den  in  §  44  ausgezeichneten  Quintencirkeln  ist  eigentlich  nur 
einer  vorhanden,  der  eine  Temperatur  der  zweiten  Classe  giebt,  näm- 
lich der,  dessen  Quinte  =  ~.  Da  jedoch  der  Werth  9  =  ^  sich  in  der 
Reihe  der  schärfsten  Näherungswerthe  der  reinen  Quinte  befindet  und 
seine  Schwebung  aufwärts  sehr  klein  ist  (vgl.  §  43),  so  steht  er  so  dicht 
an  der  obem  Grenze  der  Classe ,  dass  er  wohl  mit  berücksichtigt  zu 
werden  verdient.   Dieser  Quintenwerth  giebt  nun  folgendes  Tonsystem : 
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=  0,87805 

A»   - 

-  86  _ 
44 

=  0,85366 

H"  = 

-  84  _ 

-  44  • 

=  0.82927 

c**  = 

_  83  _ 
"  44  "" 

=  0,80488 

gm- 

-  8*  - 
"  44  " 

=  0,78049 

A    = 

-  84  _ 

"  44  "" 

=  0,75610 

Ä**  = 

-  80  _ 
"  44  "" 

=  0,73171 

c»*  = 

_  29  _ 
"  44 

=  0,70732 

G«  = 

^  «8  - 
'  44 

=  0,68293 

A*  - 

_  *7  _ 
"  44  "" 

=  0.65854 

JP»  = 

_  «6  _ 
"  44  "" 

=  0,63425 

pm  — 

_  J6  _ 
"  44  ~ 

=  0,60976 

G    = 

*  44  "■ 

=  0,58537 

A**  = 

-  «8  _ 
■"  44  "" 

=  0,56098 

Üs 

44  ~ 

=  0,53659 

F«  - 

=  0,51220 
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Die  Abweichungen  von  der  Reinheit  sind  hier:  für  die  Quinte 
=  0,00041  =  ^;j^  g.T.  ^genauer  nach  §  43  nur  j^^ ;  für  die  grosse 

Ter2=0,01 953  =r=  i^  g.  T. ;  ftlr  die  kleine  Terz  =  0,01 91 3  =  i^  g.  T- 

für  die  grosse  Secunde  =  0,00080  =  j^  g.  T. ;  fttr  die  grosse  Septime 

=  0,01994  =  g-j  g.  T.    Quinte,  Quarte,  grosse  Secunde  und  kleine 
Septime  sind  also  so  gut  als  völlig  rein ;  dagegen  weichen  die  beiden . 
Terzen,  die  grosse  Septime  und  kleine  Secunde  beträchtlicher  von  der 
Reinheit  ab,  als  nach  den  gewöhnlichen  Ansichten  zulässig  scheint.  Re-  * 
währte  Theoretiker,  wie  Marpurg  u.  A.,  geben  nämlich  an,  dass  die 
grosse  Terz  um  nicht  mehr  als  höchstens  ^  der  kleinen  Diesis^  die  kleine 

Terz  um  nicht  mehr  als  ^  des  Drittheilstons  abwärts  schweben  dürfe. 
Es  ist  nicht  wahrscheinlich,  dass  diese  Vorschrift  auf  Versuchen  beruht; 
denn  es  hätte  dann  bemerklich  werden  müssen,  dass  beide  Restimmungen 
völlig  gleich  sind,  da  aus  den  Intervallgrössen  der  kleinen  Diesis 
=  0,03422  {§  18)  und  des  Drittheilstons  =  0,0521  4  (§  19)  sofort  sich 
ergiebt,  dass  j;^  der  ersteren  gleich  j^  der  zweiten,  nämlich  =  0,01629 

d.  i.  =  j^  g.  T.  ist.  Angenommen  jedoch  diese  Vorschrift  sey  in  ihrer 
ganzen  Restimmtheit  begründet,  so  bezieht  sie  sich ,  wie  die  bisherigen 
Untersuchungen  über  Temperatur  überhaupt,  vorzugsweise  auf  die 
Stimmung  der  Tasten-  und  eines  Theils  der  Riasinstrumente.  Wo  nun, 
wie  da,  erhöhte  und  erniedrigte  Töne  zusammenfallen,  ist  es  wohl  be- 
greiflich ,  dass  der  Zwischenraum  zwischen  der  aufwärts  schwebenden 
grossen  und  der  abwärts  schwebenden  kleinen  Terz  nicht  so  gross  seyn 
darf,  als  da,  wo  zwei  Mitteltöne  Platz  finden.  Wenn  femer  an  der  Kim- 
bergerschen  Temperatur  getadelt  worden  ist ,  dass  in  einigen  Tonarten 
die  grossen  Terzen  um  ein  syntonisches  Komma  =  ^  g.  T.  höher  sind 
als  die  reinen,  so  ist  auch  dies  ein  andres  Verhältniss  als  im  vorliegen- 
den Falle.  Denn  da  auf  einem  nach  dieser  Temperatur  gestimmten  In- 
strument (eine Stimmung,  die  vor  Scheibler's  Stimmmethode  gar  nicht 
genau  ausführbar  war)  das  Ohr  bei  jeder  Ausweichung  aus  einer  reineren 
Tonart  in  eine  unreinere  oder  umgekehrt  aus  dieser  in  jene  reinere 
Terzen  mit  unreineren  unmittelbar  zu  vergleichen  Gelegenheit  hat,  so 
muss  dann  ohnfehlbar  ein  weit  grellerer  Eindruck  entstehen ,  als  wo  in 
allen  Tonarten  alle  grossen  Terzen  und  ebenso  alle  übrigen  gleich-' 
namigen  Intervalle  gleichviel  sich  von  der  Reinheit  entfernen ;  daher  wird 
hier  selbst  eine  grössere  Abweichung  keine  auffallende  Wirkung  hervor- 

6* 
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bringen.  Es  ist  überhaupt  zu  beachten,  dass  unsre  moderne  Musik  uns 
nur  temperirte  Töne  und  Intervalle  hören  lässt  und  hieraus  ohne  Zweifel 
eine  gewisse  Gewöhnung  entsteht.  Diese 'schwächt  nun  zwar  nicht  oder 
verdirbt  gar  die  Empfänglichkeit  für  die  reinen  Consonanzen  und  Ac- 
corde;  dass  aber  der,  welcher  solche  Reinheit  hört,  wie  Scheibler*) 
sagt,  sein  »frohes  Erstaunen  über  diese  wohl thuende  Reinheit  ausspricht^ 
verräth  sehr  deutlich,  wie  wenig  vvir  sie  zu  hören  gewohnt  sind  und 
—  nach  der  Natur  unsrer  heutigen  Musik  —  sie  hören  können.  Es 
ist  daher  mindestens  eben  so  wichtig  die  grössten  Abweichungen 
des  vorliegenden  Systems  von  der.  gewöhnlichen  oder  mittleren 
Temperatur  zu  untersuchen   als  die  von  der  Reinheit.     Sie  sind 

folgende:  für  die  Quinte  =  0,00204  =  ^^  g.  T.;  für  die  grosse  Terz 

=  0,00813  =  j^g.  T.;  für  die  kleine  Terz  =  0,00610  =  j;J|g  g.  T.; 

für  die  grosse  Secunde  =  0,01 594  =  ^-^  g.  T. ;  für  die  grosse  Septime 

=  0, 01016  =  ^g-y.    Diese  Abweichungen  sind  also ,  mit  Ausnahme  der 

grossen  Secunde,  kleiner  als  die,  um  welche  die  gewöhnliche  Temperatur 
in  den  Terzen  von  der  Reinheit  sich  entfernt.  Für  C^  betrögt  der  Unter- 
schied 0,01 423  =  j^  g.  T. ,  für  D»  ist  er  =  0,01 829  =  ^^  g.  T., 
für  F«  =  0,01 220  =  7^5  g.  T.,  für  G»  =  0,01 626  =  ^  g.  T.  Diese 

Abweichungen  sind  also  grösser  als  die  vorigen.  Es  ist  aber  auch  be- 
kannt, dass  der  Violinist  beim  Zusammenspiel  mit  dem  Pianoforte  die 
erhöhten  und  erniedrigten  Töne  weniger  scharf  zu  nehmen  pflegt,  als 
er  sonst  gewohnt  ist ,  sondern  sich  der  Temperatur  des  Pianoforte  an- 
bequemt. —  Die  grössere  Stufe  dieses  Systems  ist  =  ^ ,  die  kleinere 

=  jj,  also  ==  y  der  grösseren ;  die  Durscala  hat  demnach  dieselbe  Form 

wie  in  dem  System  aus  43  Quinten  {§  47).  Die.  Grösse  der  Intervalle 
zwischen  D*  und  C*,  E^  und  Iß  u.  s.  w.  ist  hier  =  ^  der  Octave  oder 

Y  der  grossen  Secunde ,  was  zugleich  sehr  nahe  =  y  g.  T.  ist. 


§53. 

Was  endUch  die  temperirte  Quinte  betrifll,  deren  Intervall  9  =  ^ 
ist,  so  führt  sie  auf  folgendes  Tonsystem : 


*)  Ueber  mathematische  Stimmung,  Temperatur  und  Orgelstimmung,  S.  23. 
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cm 


C 
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D* 

C« 
Hm 

pai> 
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Iß 

cm 

QU 
P 
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Dm 
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0 

j_ 

6S 
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8* 

SS 
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88 

88 
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88 

7 

88 

88 
9_ 

88 
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88 
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U 

83 
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88 

12 
83 

18 

88 

19 

68 
SO 

S8 

?1 
83 

SS 

53 
SS 

88 
S4 

58 
SS 
83 
S6 
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0,00000 
0,01887 
0,03774 
0,03660 
0,07547 
0,09434 
0,11321 
0,13208 
0,15094 
0,16981 
0,18868 
0,20755 
0,22642 
0,24528 
0,26415 
0,28302 
0,30189 
0,32076 
0,33962 
0,35849 
0,37736 
0,39623 
0,41 509 
0,43496 
0,45283 
0,47170 
0,49057 
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fm  = 


E** 
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c 
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Am 

B 

c* 
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A» 

cm 
A 

fm 

G» 

A* 

flS» 

fm 

G 

A»* 
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1  z=  liOOOOO 
=  0,98H3 
=  0,9622a 
=  0,94340 
=  0,92403 
=  0,90566 
=  0,88679 
=  0,86792 
=  0.84906 
=  0,83019 
=  0,81132 
=  0,79245 
=  0,77358 
=  0,75472 
=  0,73585 
=  0,71698 
=  0,69811 
=  0,67924 
=  0,66038 
=  0.64151 
=  0,62264 
=  0,60377 
=  0,58491 
=  0,56504 
=  0,54717 
=  0,52830 
=  0,50943 


58' 
58 

11 

5^ 

50 

53 
49 

58 
48 

58 

47 

58 
46 

58 
45 

58 

44 

53 
48 

53 

4S 

58 

58 
40 
58 
89 

53 
88 

53 
87 

56 
86 

58 
35 

58 
34 

58 
88 

53 
3S 

53 

il 
53 

80 

58 
S9 

53 
S8 

58 
J7 

58 


Dieses  System  hat  wesentlich  denselben  Charakter  wie  das  vorige, 
nur  nähert  es  sich  mehr  sowohl  der  Reinheit  als  der  mittleren  Tempe- 
ratur. Die  Abweichungen  von  der  Reinheit  sind  nämlich :  für  die  jetzt 
abwärts  schwebende  Quinte  =  0,00006  =  ^  g.  T.;  für  die  grosse 
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Terz  =  0,01 769  =  -^  g.  T. ;  für  die  kleine  Terz  =  0,01 775  =  jj^  g.  T. ; 

für  die  grosse  Secunde  =  0,0001 1  =  ^^^^  g.  T. ;  für  die  grosse  Septime 

=  0,01764  =  —  g.  T.  Quinte,  Quarte,  grosse  Secunde  und  kleine 
Septime  sind  also  als  völlig  rein  zu  betrachten,  Terzen  und  Sexten,  sowie 
.  die  kleine  Secunde  und  grosse  Septime  weichen  um  etwas  weniger  als 
das  syntonische  Kommrab.  Die  Abweichungen '  Von  der  gewöhnlichen 
oder  mittleren  Temperatur  sind :  für  die  Quinte  =  0,001 57  =  ^^  g.  T. ; 

für  die  grosse  Terz  =  0,00629  =  ^  g.  T.;    für  die  kleine  Terz 

=  0.00472  =  ~  g.  T. ;  für  die  gr.  Secunde  =  ^  g.  T. ;  fur  die  grosse 

Septime  =  jTe  g-  T.,  also  sämmtlich  unmerklich  klein.   Für  C^  beträgt 

der  Unterschied  von  der  mittleren  Temperatur  0,01101  =  j^  g.  T.; 

für  D«  ...  0,01414  =  ;j^g.T.;    für  F<^  ...  0,00943  =  ^1  g.  T.;   für 

G^  ...  0,01 257  =  j^  g.  T. ;  der  Unterschied  ist  also  für  alle  diese  Töne 
sehr  gering  und  fast  unmerklich.  —  Sehr  kurz  lässt  sich  die  Lage  der 
einfach  erhöhten  uiid  erniedrigten  Töne  durch  die  Bemerkung  angeben, 
dass  die  erniedrigten  Töne  Z)*,  E\  P,  G*,  A\  fl*,  c*  fast 
genau  mit  ihren  Bestimmungen  nach  der  Kirnbergerschen 
Temperatur  zusammenfallen,  die  ihnen  (§  32)  nächstbe- 
nachbarten  erhöhten  aber  sämmtlich  um  y  g.  T.  (das  Komma 
der  Alten)  höher  liegen. 

Die  grössere  Stufe  dieses  Systems  ist  =  ^j,  die  kleinere  =  — ,  also 

=  y  der  grösseren ,  folglich  ziemlich  nahe  =  y.  Die  Stufenfolge  der 
Durscala  ist  also  hier 

y,       */,       0|       */,       •/,       \j  j       o, 

und  nähert  sich  demnach  der  Stufenfolge  -  der  mittleren  mehr  als  die 
aller  anderen  im  Vorigen  dargelegten  Temperaturen. 

Endlich  verdient  noch  bemerkt  zu  werden,  dass  dieses  Tonsystem 
(und  mit  weniger  Schärfe  auch  das  vorige  aus  41  Quinten)  in  der 
Tonfolge 

C,     D,     F\     F,     G,     ff**,     c*,     c 

mit  unmerkbaren  Abweichungen  die  reine  C-durscala, 
und  eben  so  in  der  Tonfolge 

c,    H'\     G«,     G,     F,     fl«,     fl,     C, 

die    absteigende    reine  G-mollscala    darstellt.      Es    besitzt 
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80 

85 

44  • 

5S 

64 

66 
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53' 

53' 

58' 

53' 

53' 
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aber  diese  genäherten  reinen  Scalen  auch  in  jeder  andern  Tonart.  Denn 
da,  um  bei  der  Darscala  stehen  zu  bleiben,  diese  durch  die  Intervalle 

'     53'     53'     58'     53'     53'     58'     ^ 

bezeichnet  ist ,  so  braucht  man  nur  diese  Werthe  zu  dem  Intervallwerth 
des  zum  Grundton  angenommenen  Tons  zu  addiren ,  um  die  IntervaHe 
zu  erhalten,  welche  die  für  diesen  Grundton  die  Durscala  bildenden 
Töne  mit  C  haben,  und  daraus  diese  selbst  nach  der  Tabelle  zu  finden. 
Sey  z.  B.  jB*  der  Grundton,  dessen  Intervall  =  i|,  so  sind  die  Töne  der 
f^-durscala  bestimmt  durch  die  Intervalle 

43 
53' 

denen  die  Töne 

£^   F,  A*^  A\  H\  d'\  e'\  e' 

entsprechen,  welche  also  die  nahe  reine  E'iS-durscala  darstellen. 

§54. 

Es  bleibt  jetzt  noch  zu  untersuchen  übrig,  ob  es  nicht  vielleicht 
noch  ein  andres  Tonsystero  giebt,  welches  bei  derselben  enharmonischen' 
Tonfolge  sich  der  Reinheit  und  der  mittleren  Temperatur  noch  mehr 
nähert.  Dass  die  in  §  43  gefundenen  Näherungswerthe  der  Quinte 
JJJ  =  0,5849673,  ?|J  =  0,5849624  u.s.  f.,  welche  auf  ^  =  0,5849057 

34 

folgen ,  die  Hauptintervalle  nicht  reiner  geben  können  als  9  =  ^^ ,  geht 
sofort  daraus  hervor ,  dass  sie  grösser  als  dieser  Werth  sind ,  also ,  in 
den  Ausdrücken  2q  —  1 ,  3}  —  1 ,  4}  —  2,  5^  —  2  der  Intervalle  der 
grossen  Secunde,  Sexte,  Terz  und  Septime  substituirt,  nothwendig  stär- 
ker abweichende  Werthe  geben  müssen.  Da  nun  in  dem  Vorigen  er- 
wiesen ist,  dass  es  keinen  Cirkel  von  weniger  als  53  Quinten  giebt,  der, 
bei  gleicher  enharmonischer  Tonfoige  wie  dieser,  sich  der  Reinheit 
mehr  näherte,  so  kann  nur  ein  Cirkel,  dessen  Quintenzahl  zwischen  53  und 
306  oder  306  und  665  u.  s.  f.  liegt,  grössere  Reinheit  gewähren,  die 
Grösse  seines  Quintenintervalls  aber  wird  zwischen  den  Grenzen  ^  und 
^  enthalten  seyn  müssen.  Solcher  Cirkel  giebt  es  nun  in  der  That  un- 
zählig viele,  aber  es  lässt  sich  zeigen,  dass  bei  merklicher  Zu- 
nahme der  Reinheit  des  Systems  die  Unterscheidbarkeit 
der  erhöhten  Töne  von  den  erniedrigten  in  stärkerem 
Masse  sich  vermindert.  Wir  können  nämlich  nach  der  Reinheit 
der  grossen  Terz  die  Reinheit  des  Systems  beurtheilen ,  da  ihr  Intervall  • 
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von  dem  Vierfachen  der  temperirten  Quinte  abhängt,  indess  in  der 
grossen  Sexte  nur  das  Dreifache ,  in  der  grossen  Secunde  nur  das  Dop- 
pelte ,  in  der  grossen  Septime  aber  zwar  das  Fünffache  der  temperirten 
Quinte  vorkommt,  diese  aber  eine  stärkere  Abweichung  verträgt  als  die 
grosse  Terz,  die  näclist  der  Quinte  am  reinsten  seyn  soll.  Aendert  sich 
nun  q  nm  ^q,  so  ist  die  Aenderung  des  Intervalls  der  grossen  Terz 
—  iJq.  Es  ist  aber  nach  der  Tabelle  a.  E.  des  §  39  das  Intervall 
zwischen  D*  und  C*,  jE*  und  fl*  u.  s.  w.  =  12}  —  7,  daher  ändert  sich 
dieses  gleichzeitig  mit  q  nm  —  i2^q;  also  ist  die  Abnahme  dieses 
Intervalls  dreimal  so  gross  s^ls  die  Annäherung  des  Intervalls  der 
grossen  Terz  an  das  der  mittleren  temperirten,  und  somit  die  Zunahme 
ihrer  Reinheit. 

Sey  die  Differenz  von  D*  und  C^  d.  i.  12}  —  7  gleich  —  der  grossen 

Secunde,  also  =  ^^~\  so  folgt  hieraus 

4  /7n-4\ 

Setzt  man  nun  successiv  n  ==  4,  5,  6 15,  so  erhält  man  folgende 

Tabelle,  in  der  u  die  Abweichung  des  Intervalls  der  grossen  Terz-  von 
der  Reinheit  bezeichnet,  und  12}  —  7  die  Differenz  C^  —  fl*  sowohl  in 
Theilen  der  temperirten  grossen  Secunde  als  des  reinen  ganzen  Tons 
angiebt. 
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Hieraus  erhellt  nun ,  in  Uebereinstimmun^  mit  dem  Vorigen ,  dass 
die  grosse  Terz  viel  langsamer  der  Reinheit  sich  nähert ,  als  der  Unter- 
schied  der  benachbarten  erhöhten  und  ermedrigten  Töne  sich  vermin- 
dert. Für  n  =  1 3  ist  dieser  schon  geringer  als  die  Abweichung  der 
gewöhnlichen  temperirten  kleinen  Terz  von  der  reinen ,  für  n  =  1 5 
geringer  als  die  Abweichung  der  gewöhnlichen  temperirten  grossen 
Terz.  Man  sieht  hieraus ,  dass  das  Tonsystem  von  S3  Quinten  mit  der 
möglichsten  Reinheit  der  grossen  Terz  noch  hinlängliche  Unterscheid- 
barkeit der  erhöhten  Haupttöne,  von  den  erniedrigten  verbindet,  dass 
aber ,  virenn  dieser  Unterschied  grösser  als  -^  8-  T.  genommen  wird, 
consequenter  Weise  auch  die  grosse  Terz  weniger  rein  seyn  muss. 

§55. 
Es  könnte  in  Zweifel  gezogen  werden ,  ob  so  kleine  Unterschiede 
wie  Y  des  ganzen  Tons  auf  der  Violine,  bei  der  Kürze  ihrer  Saiten, 
sich  mit  Sicherheit  greifen  lassen.  Dm  dies  zu  untersuchen,  sind  die 
Saitenlängen  zu  bestimmen,  die  den  vorkommenden  Tönen  entsprechen. 
Sey  die  Länge  einer  Violinsaite ,  vom  Steg  bis  zum  Sattel  genommen, 
^=  l]  die  Länge,  welche  ihr  zukommt,  wenn  sie  einen  Ton  angiebt,  der 
um  das  Intervall  x — x  höher  ist  als  der  Ton  der  ganzen  freischwingen- 
den Saite,  =  f ,  so  ist ,  da  sich  die  Saitenlängen  der  Töne  umgekehrt 

wie  ihre  Schwingungszahlen  verhalten, 

£ y  j_ 

daher       log  y  =  —  (x'  — j?)log  2  =  —  0,30103  .  [x'  —  x). 

Setzt  man  nun  filr  die  Temperatur  aus  53  Quinten  x — a?  =  ^,  wo  A 
die  ganze  positive  Zahl  ist,  die  in  53steln  denOctave  die  Grösse  des 
Intervalls  des  Tons  ausdrückt,  dessen  Saitenlänge  man  sucht,  so  wird 

log-f=:  — 0,0056798.  A. 

Ebenso  wird  für  die  Temperatur  aus  41  Quinten,  wenn  man  x — ^  =  ji 
setzt,  log  I  =  _  0,0073422 .  L 

Endlich  giebt  für  die  gewöhnliche  mittlere  Temperatur  x  —  ^  =  ^ä 

log  y  =  — 0,0250858. A. 

Da  auf  der  Violine  die  vier  Saiten ,  wenn  sie  frei  schwingen ,  die 
Töne  g,  d,  5,  e  angeben,  so  ist  das  Intervall  x  —  x\\x  Bezug  auf  diese 
als  Grundtöne  zu  nehmen,  also  fUr  g,  in  der  Temperatur  aus  53  Quinten 

zu  setzen,  x  =  ^\  für  d,  j?  =  ^';  für  «,  ^  =  jj;  für  I,  o?  =  jgj  für 
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X  aber  der  Intervallwerth  des  Tons,  dessen  Saitenlänge  bestimmt  wer- 
den soll  zu  setzen,  woraus  sich  dann  X  ergiebt.    Es  wird  also  z.  B.  für 


40      4  8      49     %t 


die  Töne  a,  e,  A,  /^  x  resp.  =  53'  Ss»  Si'  53  ^"  setzen  seyn,  woraus  für 
alle  vier  folgt  x  —  x  ==  ^,  also  A  =  9.  Hiemach  sind  nun  in  den  foi- 
genden  zwei  Tabellen  die  Zahlen  in  den  Columnen  log  p^,  log  p^,  log  ^, 
die ,  wie  man  von  selbst  sieht ,  sich  auf  die  drei  angeführten  Tempera- 
turen beziehen,  berechnet.  Addirt  man  zu  diesen  Zahlen  log  /,  nachdem 
/  durch  wirkliche  Messung  bestimmt  ist,  so  ergeben  sich  die  Logarithmen 
von  fj,,  f^,  /'j,,  d.  i.  die  Logarithmen  der  den  nebenstehenden  Tönen 
entsprechenden  Saitenlängen  und  hieraus  diese  selbst.  In  den  folgenden 
zwei  Tabellen  ist  /  ==  329  Millimeter  angenommen.*) 


e 

log  [^ 

logf^ 

/' 

5S 

l 

a 

q      d     a 

0,00000 

0,00000 

329' 

mmQQ 

329 

««00 

/Ittt     Tilltt      T^tttt 

m    »TTt          wm^^           mm 

d» 

0,00568 

0,00734 

324 

.    73 

323 

,    48 

w  7"  c** 

r 

0,01704 

0,01468 

316 

,    35 

318 

,    07 

a*    e*    V 

? 

—  0,02272 

0,02203 

312 

,   23 

312 

,    73 

^    d*    0^ 

^ 

—  0,02840 

0,02937 

308 

,    17 

307 

,    49 

Ä**  7*    B* 

p* 

—  0,04544 

—  0,04405 

296, 

,    32 

297 

1    27 

a     'e     h 

r 

—  0,05112 

0,05140 

292 

,    47 

292 

,    13 

fl''"      iMt^^     fP^ 

PItt 

0,05680 

—  0,06874 

288. 

,    67 

286 

,    72 

c**  f-  H" 

a»* 

0,06816 

—  0,06608 

281, 

,   22 

282, 

56 

h'    f     c 

P 

0,07384 

—  0,07342 

277. 

,    56 

277, 

,    64 

aß    ^    h^ 

fm 

0,07952 

0,08076 

273, 

,    95 

273, 

,    17 

c*    ^*    d* 

a* 

0,09656 

0,09545 

263, 

,    41 

264, 

,    09 

A     7*    c* 

9« 

0,10224 

0,10279 

259, 

,    99 

259 

,    66 

/rmr       fjmr       §17^^ 

/« 

0,1 0792 

0,10913 

256, 

61 

255 

,    90 

d"  5"  'i" 

Ä" 

•      0,11928 

0,11748 

249, 

,    99 

251, 

,    60 

c     ^     5 

a 

0,12496 

0,12482 

246, 

74 

246, 

,    82 

A'*    /''''   c*** 

^ 

0,13064 

—  0,13216 

243, 

52 

242, 

,    68 

^  Ä»*  7" 

F* 

0,14199 

0,13950 

237, 

25 

238, 

61 

3*    ö»    ? 

P 

0,14767 

—  6,14684 

234, 

16 

234, 

76 

C"      0*      u" 

0^ 

0,15335 

0,15419 

231, 

12 

230, 

68 

*)  Nach  einer  MiUheilung  von  Herrn  Dr.  med.  V.  Carus,  dessen  musikalische 
Erfahrung  mir,  wie  ich  hiermit  dankbar  anerkenne,  bei  der  vorliegenden  Arbeit  in 
mehreren  Punkten  förderUch  war. 
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g  d 

a*  i* 

A»*  i» 

a  e 

A»  f 


A 


1 


6 

^0%'f 

f« 

a 

0,00000 

329,""00 

Ä* 

? 

[   0,02509 

310, 

54 

7^ 

0,0ß0i7 

293, 

11 

9 

—  0,07526 

276, 

65 

ff 

a* 

0,10034 

261, 

13 

ä 
Ä* 

* 

0,12543 

246, 

47 

i* 

1   0,15052 

232, 

64 

t  1 


Hieraas  ist  nun  ersichtlich,  dass  auch  die  kleinsten  räumlichen  Un^ 
terschiede,  nämlich  die,  welche  ?*  und  d*  auf  der  jf-Saite,  ^  und  ä*  auf 
der  rf-Saite,  dfi  und  1*  auf  der  ö-Saite  und  W  und  Ä  *  auf  der  i-Saite 
entsprechen,  für  die  Temperatur  aus  53  Quinten  immer  noch  3  Milli- 
meter (^  Lpz.  ZoU),  für  die  Temperatur  aus  41  Quinten  4  Millimeter 
[\  Zoll)  betragen,  also  immer  noch  eine  merkliche  Verrückung  des 
Fingers  fordern;  dass  sich  aber  mit  gleicher,  ja  zum  Theil  mit  weit 
grösserer  Sicherheit  nicht  nur  alle  doppelt  erhöhten  und  erniedrigten 
Töne ,  sondern'  sogar  die  dreifachen  A'*,  ?*,  /^  auf  dem  Griffbret  von 
ihren  nächsten  Nachbarn  unterscheiden  lassen^  also  die  Angabe  eines 
Tonunterschieds  von  ^  g.  T.  keine  praktischen  Schwierigkeiten  hat.*) 


*)  In  den  vorstehenden  Tabellen  ist  auf  die  Verschiedenheit  der  Spannung, 
welche  die  Saite  erleidet,  je  nachdem  sie  näher  ihrer  Mitte,  wo  diese  Spannung  am 
kleinsten  ist,  oder  näher  am  Stege  niedergedrückt  wird ,  keine  Rücksicht  genommen. 
Wollte  man  jene  Tabellen  zu  Versuchen  benutzen,  so  müsste  ihnen,  zumal  für  die 
grösseren  Werthe  von  ^,  noch  eine  kleine  Correction  beigefügt  werden,  die  indess  auf 
die  Differenzen  der  Saitenlängen  benachbarter  Töne  keinen  Einfluss  babeü  wird. 
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§56. 

Ob  das  ToDsystem  aus  53  Quinten  dasjenige  ist,  dessen  sich  der 
Violinist  unbewusst  bedient ,  lässt  sich  natürlich  mit  voller  Gewissheit 
a  priori  nicht  bestimmen.  Auch  ist  kaum  anzunehmen,  dass  er  dieses 
oder  ein  ihm  nahe  liegendes  immer  in  aller  Schärfe  einhalten  werde, 
da  der  musikalische  Vortrag  bald  zur  Schärfung ,  bald  zur  Abstumpfung 
der  Intervalle  treibt.  Wie  aber  bei  der  Bestimmung  des  elliptischen 
Sphäroids  des  Erdkörpers  die  Aufgabe  ist,  die  Gestalt  der  idealen  Ober- 
fläche zu  bestimmen,  die  sich  zwischen  den  Höhen  der  Gebirge  und  den 
Tiefen  des  Meeres  mitten  hindurchzieht,  so  kann  es  sich  auch  hier,  bei 
Instrumenten ,  die  eines  so  freien  Ausdrucks  der  Empfindung  fähig  sind 
wie  die  Streichinstrumente,  um  nichts  Andres  handeln,  als  die  mittlere 
Höhe  der  Töne  zu  bestimmen,  welche  der  Spieler  durchschnittlich 
beobachten  mag.  Es  bedarf  übrigens  kaum  der  Bemerkung,  dass,  wenn 
sich  durch  Versuche  der  mittlere  Unterschied,  den  der  Violinist  oder 
Cellist  zwischen  C*  und  D*  u.  s.  w.  einhält  (das  —  in  §  54),  mit  zu- 
reichender Genauigkeit  festsetzen  lässt,  dadurch  die  temperirte  Quinte 
und  mit  dieser  die  Temperatur  der  Streichinstrumente  empirisch  gege- 
ben ist. 

In  dasjenige  Gebiet  aber,  das  der  blossen  mathematischen  Be- 
trachtung zugänglich  ist ,  fällt  noch  eine  Untersuchung ,  die  als  Gegen- 
stück zu  der  in  §  48  f.  geführten  angesehen  werden  kann.  Es  wurde 
nämlich  in  §  53  bemerkt,  dass  das  System  aus  53  Quii\ten  neben  der 
temperirten  auch  in  genäherten  Werthen  die  reine  Dur-  und  MoUscala 
enthalte.  Man  kann  sich  nun  die  Aufgabe  stellen:  die  Temperatur  zu 
.  finden,  in  welcher  die  Tonfolgen  C,  Z),  F,  F,  G,  H^\  c\  c  und  c,  H\ 
G^,  G,  F,  Iß,  D,  C  in  möglich  grösster  Reinheit  die  aufsteigende  C-dur- 
und  absteigende  G-mollscala  darstellen.  Mit  der  Lösung  dieser  Aufgabe 
möge  unsre  Untersuchung  geschlossen  werden. 

§57. 

Es  kommt  auch  hier,  wie  in  §  48,  nur  auf  die  Temperirung  von 

fünf  Tönen ,  nämlich  fl,  F\  G,  ff**,  c*  an,  da  C  und  c  fest  stehen  und  F 

durch  G,  ff*  durch  D,  G«  durch  F*,  Iß  durch  ff**  gegeben  ist.    Nun  ist, 

•  nach  §  39  a.  E.  ftir  jede  gleichschwebeude  Temperatur  das  Intervall 

von  D  =  2q  —  1,  das  von  F*=  5  —  8q,  das  von  G  =  q,  das  von 
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J?"  =  6 — 9q,  das  von  c*=  5 — Tq.  Da  nun  diese  Töne  der  Reihe 
nach  jetzt  die  grosse  Secunde,.  Terz ,  Quinte ,  Sexte  und  Septime  mög- 
lichst rein  darstellen  sollen,  so  muss,  wenn  wieder  d,  a,  g,  a,  A  die  reinen 
lotervaile  derselben  bezeichnen, 

{d-iq+iY  +  {e—5  +  SqY+{g-qY+{a—6  +  9qf  +  \h—5+1qf 

ein  Minimum ,  mithin  der  Differentialquotient  dieser  Summe  nach  q  null 
seyn.  Hieraus  folgt 

484  +  M  +  ar  —  8«  —  9a  —  7Ä 
^  499.log«  »  ' 

oder,  wenn  für  rf,  g,  u.  s.  w.  ihre  logarithmischen  Werthe  gesetzt 
werden, 

?  =  4rS?  =  0,5847652.*) 

Es  bedarf  hier  nicht  der  Umwandlung  dieses  Werths  in  einen  Ket- 
tenbruch, um  einen  ihm  nahe  gleichen  gemeinen  Bruch  zu  erhalten; 
denn  die  Tabelle  in  §  54  weist  nach,  dass  ein  solcher  in  grosser  Schärfe 
j^  ist.  Substituirt  man  den  genauen  Werth  in  der  obigen  Quadrat- 
snmme,  so  ergiebt  sich  die 

Summe  der  Quadrate  der  Abweichungen  =  0,0000002760,**) 

woraus  erhellt,  dass  die  Reinheit  der  durch  diese  Quinte  bestimmten 
und  durch  die  bezeichneten  Töne  des  Systems  aus  118  Quinten  gebil- 
deten Scalen  ungleich  grösser  ist  als  die,  welche  im  System  aus  74 
Quinten  die  gewöhnlichen  scalenbildenden  Töne  C,  D,  E  u.  s.  w.,  c,  h^, 
a^  u.  s.  w.  darstellen.  Dies,  so  wie  was  das  System  sonst  charakterisirt, 
wird  deutlicher  hervortreten,  wenn  wir  dasselbe  bis  zu  den  zweiten 
Erhöhungen  und  Erniedrigungen  uiid  deren  Ergänzungen  zur  Octave 
entwickeln. 

§58. 
Wir  erhalten  dann  nämlich^folgende  Tabelle : 


% 

*)  Mit  I  Ostelligen  Logarithmen  berechnet. 
^)  Pur  das  System  aas  53  Quinten  ist  diese  Summe  =»  0,0000038659. 
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C  =  0,00000 
H«  =0,0,1718 
£»»  =  0,05899 
D*  =0,07617 
C»  =0,09336 
ff«  =  0,11054 
£**  =  0,1 5235 
D  =0,16953 
C«»  =0,18671 
P*  =  0,22852 
£»  =0,24570 
m  =0,26289 
f*  =0,32188 
E  =  0,33906 
!>»»  =  0,35624 
G"  =  0,39805 
F  =0,41523 
E«  =0,43242 
A«*  =  0,47423 
G*    =0,49141 


c 

A«» 

ff 

c» 

A» 
ff» 

c»* 

(?» 

il 
ff» 

G» 

A* 

ffS» 

G 

A** 

£;«» 


1,00000 

0,98282 

0,94101 

0,92383 

0,90664 

0,88946 

0,84765 

0,83047 

0,81329 

0,77148 

0,75430 

0,73711 

0,67812 

0,66094 

0,64376 

0,60195 

0,58477 

0,56758 

0,52577 

0,50859 


,448, 

418 
98 

448 
96 

448 

ü 
448 

89 
448 

il 
448 

ü 
448 

'i. 
448 

7« 

448 
74 

4l8 
69 

448 
67 

448 
68 

448 
60 

448 


Die  Abweichungen    von    der  Reinheit    sind:    für    die    Quinte 


0-,00019 


4 


894,8 


g.  T. ;  für  die  grosse  Terz  =  0,01 71 3  =  ^^^  g.  T. ; 


9.9 


für  die  kleine  Terz  =:  0,01733  =  9^  g.  T.;   fttr  die  grosse  Secunde 

=  0,00039  =  j^  g.  T.;  für  die  grosse  Septime  =  0.00039  =  ^j^  g.  T. 
Die  Abweichungen  von  der  mittleren  Temperatur  dagegen  sind :  für  die 


Quinte  =  0,001 33  =  j^  g.  T.;  für  die  grosse  Terz 
g.  T.;  für  die  kleine  Terz  =  0,00430  = 


0,00573 


29,7 


=  jj-j  g.  T. ;   für  die  grosse  Se- 
cunde =  0,00286  =  5^g.  T.;  für  die  grosse  Septime  =  0,00286  =     ' 


59,4 


g.  T.;  sammtlich  unmerklich.   Für  G*^  betragt  die  Abweichung  von  der 


mittleren  Temperatur  0,01003 


46.9 


;  fürß»...  0,01289 


für  F»...  0,00859  =  ^g.T.;   für  G»...  0,01145 


44,9 


g.T.; 
g.T.  Auch 


43.2 
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diese  Abweichungen  sind .  also  fast  unmerkbar.  Sämmtliche  einfach  er- 
niedrigte Töne  aber  liegen  um  0,01 71 9  =  g^g.  T.  tiefer  als  ihre  nächst- 
benachbarten  erhöhten  und  fallen  mit  den  gleichnamigen  Tönen  der 
Kirnbergerschen  Temperatur  noch  genauer  zusammen,  als  die  Töne  des 
Systems  aus  53  Quinten,  das  wie  man  sieht,  in  jeder  Hinsicht  sich  dem 
vorliegenden  sehr  nahe  anschliesst.  Die  grössere  Stufe  des  letzteren  ist 
^,  die  kleinere  ^,  also  ^  der  grösseren.  Die  Stufenfolge  der  Durscala 
ist  also  hier 

20,   20,  H,   20,    20,    20,    H. 

Ohne  zu  behaupten,  dass  dieses  System  dasjenige  sey,  dem  sich 
die  Musik  der  Streichinstrumente  am  meisten  näherte ,  da  vielleicht  der 
Unterschied  zwischen  C^  und  D^  u.  s.  w.  zu  gering  ist ,  besitzt  es  doch 
unter  allen  Systemen,  die  diese  Töne  in  gehöriger  enharmonischer  Folge 
unterscheiden,  die  grösste  theoretische  Vollkommenheit,  indem  es 
in  allen  Tonarten  neben  den  temperirten  Scalen  auch  die  -reinen  in  der 
grösstmöglichen  Annäherung  darstellt. 
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I.  ANHANa. 

ÜBER  DIE  BESTMÖGLICHE  AKUSTISCHE  BESTIMMUNG  DER 

ERHÖHTEN  UND  ERNIEDRIGTEN  TÖNE. 


1 .  Es  ist  oben  (§  26  ff.)  ausführlich  gezeigt  worden ,  dass  es  un- 
möglich ist,  für  die  einfach  erhöhten  und  erniedrigten  Töne  solche  Be- 
stimmungen zu  finden/  durch  welche  sie^  in  Verbindung  mit  den 
akustisch  reinen  Haupttönen,  für  alle  Tonarten  reine  Scalen  geben.  Man 
kann  sich  aber  die  Aufgabe  stellen:  bei  festgehaltener  ReinlieH 
der  Haupttöne  ihre  einfachen  Erhöhungen  und  Ernie- 
drigungen so  zu  bestimmen,  dass  jede  Tonleiter,  wie  die 
reine,  eine  Stufenfolge  darstellt,  die  aus  drei  grossen 
ganzen,  zwei  kleinen  ganzen  und  zwei  halben  Tönen  be- 
steht, von  denen  die  letzteren  in  der  Durscala  die  3te 
und  7te,  in  der  (absteigenden)  MoUscala  die  2te  und  3te 
Stelle  einnehmen  müssen. 

Bei  der  Lösung  dieser  Aufgabe  können  wir ,  ohne  der  Schärfe  der 
Resultate  das  Mindeste  zu  entziehen ,  vorlaufig  zur  Abkürzung  des  Ver- 
fahrens, wie  sich  aus  §  18  und  §  53  ergiebt,  das  Intervall  des  grossen 
ganzen  Tons  mit  dem  Grundton  ^q  —  1  =  9 ,  das  des  kleinen  ganzen 
Tons  1  —  2}  +  <  =  8 ,  das  des  halben  Tons  i  — 7  9  —  t  =  5  setzen, 
wofern  das  Octavenintervall  =  53  angenommen  wird.  Alsdann  sind, 
wie  wir  sogleich  erläutern  werden ,  für  die  Tonarten  der  sieben  Haupte 
töne  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  nur  folgende  Stufenfolgen 
möglich. 
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I.  In  Dur. 

C  D         E         F         G         A         H         e 

9  8           5          9           8          9           5 

G  A         H         c           de          f*         g 

8*9  5           9           8           9           5 

D  E         F*        G         A         H         d»         d 

8  9  5           8           9           9           5 

A  H         (ß         d          e          f*         f         a 

9  •  .     9  -5           8           9           8           5 

E  F*        O»        A          H         c»          d*         e 

9  8           ö          99           8           5 

H     ■  tß         dl*         e          p         j*         cfi         h 

.98  5          ^           8           9           5 

F  G         A         H^        c          d          e           f 

9  8           5          9           9           8          5 

IL   In  Moll. 

A         H    .     c  d  e  f  g  a 

9  5  9  8  5  9  8 

E         F*        G         A  H         c  d  e 

.9.5  8  9  5  9  8 

'    H         c*         d  e  f*         9-         o  A 

9  5  8  9  5  8  9 

DE         F         G         A  IP        e  d 

8  5  9  8  5  9  9 

G         A         H*        c  d  c*         f  g 

8  5  9  9  5  8  9 

C         DE''        F         G         A"        Ff        c 

9  5  8  9  5.8  9 

.    F         G         A"        W        c  d»         e*         f 

9  5  8  9  5  9  8 

Um  die  Richtigkeit  dieser  Bestimmungen  einzusehen,  ist  nur  uöthig 
zu  bemerken,  dass,  da  die  Stellen  der  beiden'halben  Töne  ein  fUr  allemal 
^rt  sind,  es' nur  auf  die  Bestimmung  der  Stellen  der  drei  grossen  und  klei- 
nen glänzen  Töne  ankommt.  Diese  snid  aber  theils  durch  die  Intervalle  der 
reinen  Haupttöne  unmittelbar  gegeben,  theils  ergeben  sie  sich  suepessiv 

Abbaadl.  d.  K.  S.  Gm.  d. 'WiiMB*eb.  IV.  7 


jie  <tuleo  CA,  AH,llc,  cd. 

die  Stufe  F'*G  rauss 

.„^..«jMftw  Ton  fällt.    Da  nun  die 

ii,r  l^ma  fciben  soll  und  die  gege- 

^j^^  ÜUw  entbalteii,    so  muss  die 

,^  .^«.^  ^  seyji.  In  /f-moll  sind  die 

^it^ik  oMuttelbar  gegeben ,  die  Stu- 

,^^,sQi^ifeeStafe  e/*  ist,  wie  so  eben 

.mWMUss  daher,  da  die  übrigen- 

<^  vMMten ,  die  Stufe  7/c*  den  drillen 

p0^  A«r  diese  Weise  kann  man  sich 

der  Haupttone  die  Sturenfolgc 

vorstehendeo  tabellarischen  Ueber- 


I  ;,iilrn  ergeben  sich  nun  die  lolervalle 
"^  **■  ^  """mJ*  :»fc*ten  und  erniedrigten  Töne  mit  C. 
^^  ^^•^l^.^ekttrzlen  Werthe  9,  8,  5  ihre  wahren, 

f— I,  t,  1  — }  q,  i  — q+t,  q-^-t.  so  erhält 


-  <,  diher /*— C  —  (I  —  y— ■()=  «9  +  (—  1 ; 
, ,  ,  |(—  «.  daher  C»=  D  —  {t  —  q  —  t^=~3q  +  i  —  i; 
»--♦  —  *>  <'■*'«'  G'»=-Ä  —  (I  —9  — (}  =  !(; 
,,^^  —  t),  WierB«  — Ä—  (I  —  q  —  t)=q+it-~^■ 
%-    ^  —  1),  daher  ji«  =  0  —  (I  *-y  —  t)  =  3^  +  8(~  l. 

i,i«  — *)  —  *  +  <-«  («9—0  =  »- !<?; 

-  H   -  •)  —  (<  —  •?  +  ()>  daher  £*—j  —  (;    ' 
^—  I)  —  (I—  »3  +  (),  daher J)*—  I  —  9  —  fc 

[.  lu  bemerken,  dass  dieselben  Bestimmungen 
^Hi ,  wenn  man  die  andern  von  den  angeführten 
j.^  vurimmmen,  zum  Grunde  legt,  so  dass  hier  nicht, 
r«|^  \on  einander  verschiedene  Bestimmungen  erhalten 
^  H  lu  fc'-dur F*  =  E  +  %q  ~  i—  2q  +  t—  i,  -wie 
I  If  -^  c  —  (23  —  1)  =  2  —  2g,  wie  zuvor  u.  s.  f. 
.jMvJtH*  ^V(li8e  findet  man  nun  auch  die  Stufenfolgen  fUr 
j^^x-«  (üundtöae  die  eben  bestimmten  erhöhten  und  er- 


1^ 
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ICD  Töne  äind ,  und  aas  ihnen  die  Intervalle  von  E*  ood  B*,  G*, 
id  f^  mit  C.    Diese  Sturenfotgen  sind  Dfimlich: 


1,   In  Dur. 

/,■» 

C« 

A< 

B 

cf 

d« 

«• 

/» 

8 

9 

5 

9 

8 

9 

8 

C« 

fl« 

£» 

F« 

e» 

A« 

fl« 

«J" 

8 

9 

5 

8 

9 

9 

8 

1/' 

c 

d 

e' 

f 

9 

a 

»' 

9 

9 

6 

8 

9 

8 

5 

E' 

f 

G 

A* 

fl* 

c 

<j 

e' 

8 

9 

5 

8 

9 

9 

8 

A' 

«• 

c 

df 

e* 

r 

9 

o' 

8 

9 

5 

9 

8 

9 

8 

fl* 

£' 

F 

C 

A' 

fl' 

.  c 

d' 

9 

8 

5 

9 

8 

9 

8 

C 

A' 

H' 

»* 

<i' 

.' 

f 

9* 

9 

8 

5 

9 

9 

8 

5 

C 

fl' 

B' 

p 

C* 

A' 

fl' 

c* 

9 

9 

5 

8 

9 

8 

8 

II.   In  Moll. 

f« 

G» 

A 

H 

li» 

ij 

e 

r 

8 

ä 

9 

9 

8 

8 

9 

C« 

fl» 

E 

F«. 

e» 

A 

H 

e» 

8 

6 

9 

8 

5 

9 

9 

C 

A' 

U 

I« 

# 

e 

r 

S« 

9 

5 

e 

8 

S 

9 

8 

B» 

B> 

F* 

Cf 

A« 

ff 

c" 

# 

9 

5 

8 

9 

5 

9 

8 

X« 

m 

e» 

d« 

e" 

f 

9* 

o» 

9 

5 

8 

9 

S 

8 

9 

H' 

c 

d' 

e» 

/■ 

t' 

a' 

*' 

9 

6 

9 

8 

8 

9 

8 

B? 

F 

C 

A* 

fl' 

c' 

d' 

e' 

8 

9 

9 

8 

8 

9 

9 

A' 

«• 

c» 

rf" 

e' 

/■' 

s' 

o' 

8 

9 

9 

9 

S 

8 

* 

Aus  Fii-dai  ei^ebt  sich  nun  £•  =  F»  —  (I  —  j  —  <)  =.  3}  +  SSI  —  2 ; 
aus  C»-dur  ff»  =  c»  —  (1  —  }  —  ()  =  1}  +  2(  —  8;  ans  B-moU 
C'  =  fl'  —  {S}  —  ()  — (<—«}+()  =  *  —  «}  —  (;  «aS  Ä-moll 
!!»  =  «•  —  2  (2}  —  1)  =  3  —  3}  —  (;    endliok    au>   Üt-moll 

f*  =  A»  —  (2j  —  1)  —  ()  —  2j  +  ?  =  I  —  «f:   ■ 
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*  4.  Setzen  wir  nun  in  sämmtlichen  für  die  ei-faohten  und  erniedrigten 
Töne  gefundenen  Ausdrücken  die  Zahlenwerthe  von  q  und  t  ein  und  fügen 
die  zugehörigen  relativen  Schwingungszahlen  bei,  so  erhalten  wir,  wenn 
wir  noch ,  zur  YervoUständigang  der  Uebersicht,  die  bekannten  Bestim- 
mungen der  HaupttOne  wiederholen,  folgende  Tabelle,  in  der,  wie  früher, 
X  die  Grösse  des  Intervalls,  y  die  der  relativen  Schwingungszahl  bezeichnet. 


C 
C» 

D 

E 
F* 

E* 

F 

F* 

G* 

G 

G« 

A 

A» 
Ä* 
H 

c» 

c 


X 


0,00000 

0,07682 

0,09311 

0,16992 

0,22882 

0,26303 

0,32193 

0,35614 

0,39875 

0,41504 

0,49185 

0,50815 

0.58496 

0,64386 

0,67807 

0,73697 

0,81378 

0,83008 

0,90689 

0,92318 

0,98371 

1,00000 


1 

8».  5 


1 
US 


r  - 

428 

«* 

46 

8.5  ~ 

""  45 

8« 

9 

«•  - 

8 

8.5« 

75 

«•  - 

64 

8.8 

6 

6   ~ 

5 

5 

5 

8*  - 

4 

»• 

88 

1F  - 

85 

8*.  5« 

675 

8*  = 

518 

8* 

4 

8   "~ 

8 

8«.  5 

45 

8*  - 

"  82 

8» 


8^5 

8 

8 

5^ 

2* 

5 

-L 
8 

8«.  5' 


64 

45 
8 

8 
88 

46 

8 

5 

8 
385 


2' 

428 

8* 

46 

8« 

9 

8.5 

45 

2« 

8 

2« 

856 

iTs 

435 

8*.  5« 

2025 

2'* 

4024 

2  — 

2  — 

1,00000 
=  1,05461 
1,06667 
1,12500 
1,17188 
1,20000 
1,25000 
1,28000 
1,35742 
1 ,33333 
1,40625 
1,42222 
1,50000 
1,56250 
1,60000 
1,66667 
=  1,75781 
1,77778 
1,87500 
1,89630 
1,97991 
2,00000 


Hiemach  sind  nun  die  Intervalle  der  nächstbenachbarten  Töne 
/)*  —  C»,  F  —  jB«,  G»  _  F»,  fl»  —  A»,  c*  —  tf ,  c  —  //«  einander 
gleich  und  betragen  0,01 629  des  Octavenintervalls  oder^  g.  T.,  weniger 


ÜBER  MCSIKALISCHE  TONBESTIMMDNG  UND  TEMPERATUR. 


101 


als  das  syntonische  Komma.   Hierzu  gehört  die '  re).  Schwingungszahl 
^i^  =  U5J  =  1 ,01 1 35.  Ebenso  sind  die  Intervalle  E^  —  Iß,F*  —  E, 

A^  —  ß*  unter  sich  gleich  und  betragen  0,03421  O.i.,  nahe  i=  —  g.  T., 


r 


488 
425 


:  1,02400. 


die  kleine  Diesis,  mit  der  rel.  Schwingungszahl  ^  = 

5.  Bildet  man  nun  aus  den  in  der  vorstehenden  Tabelle  enthaV 
tenen  Werthen  für  alle  Tonarten  die  Scalen ,  so  geben  diese  für  die  In- 
tervalle der  ihnen  zugehörigen  Töne  mit  dem  Grundton  die  in  den  fol- 
genden beiden  Tabellen  enthaltenen  Bestimmungen,  die  sich  auf  das 
Octavenintervall  1 000  beziehen. 


Gnindton  [  gr.  Secunde  |    gr.  Terz 


I.  Dur. 

I     Quarte     | 


Quinte     |  gr.  Sexte  |  gr.  Septime 


c 

170 

322 

415 

585 

737 

907 

G 

152 

322 

415 

583 

737 

907 

D 

152 

322 

415 

567 

737 

907 

A 

170 

340 

433 

585 

735 

907 

E 

170  • 

322 

415 

585 

755 

907 

U 

170 

322 

415 

585 

737 

907 

F* 

152 

■  322 

415 

385 

737 

907 

(? 

152 

322 

415 

567 

737 

907 

P 

170 

322 

415 

585 

735 

907 

H" 

170 

340 

433 

585 

755 

907  . 

£* 

152 

322 

415 

567 

737 

907 

A" 

152 

322 

415 

585 

737 

907 

D* 

170 

322 

415 

585 

.  .737 

907 

G" 

170 

322 

415 

585 

755 

907 

c* 

170 

340 

433 

585 

755 

907 

Grundton    gr.  Secunde  |    Icl.  Terz 


II.  Moll. 

I     Quarte 


Quinte     I   kl.  Sexte   |  kl.  Septime 


A 
E 
11 

F» 
C« 

c« 

A» 

D 

G 

C 

F 

£* 
i* 


170 

263 

433 

58  5 

.678 

170 

263 

415 

585 

678 

170 

263 

415 

585 

678 

152 

245 

415 

585 

678 

132 

245 

415 

567 

660 

170 

263 

433 

583 

678 

170 

263 

415 

585 

.678  . 

170 

263 

415 

585  • 

678 

132 

245 

415 

567 

660 

152 

245 

415 

585 

678 

170 

263 

415 

585 

678 

170 

263 

415 

585 

678 

170 

263 

433  ' 

585 

678 

152 

245 

413 

567 

660 

152 

243 

413 

585 

678 

848 
848 
830 
830 
830 
848 
848 
830 
830 
830 
830 
848 
848 
830 
830 


4  02  M.  W.  Daobisch, 

6.  Wie  aus  diesen  Tabellen  hervorgeht,  geben  die  ihnen  zum  Grunde 
liegenden,  in  Nr.  i  angegebenen  Werthe  eine  ungleichschwebende 
oder  richtiger  eine  gemischte  Temperatur,  da  immer  mehrere  Ton- 
arten genau  dieselben  Intervallgrö§ßen  gemein  haben;  —  wenn  anders 
im  eigentlichen  Sinne  von  einer  Temperatur  die  Rede  seyn  kann ,  wo 
die  Haupttöne,  ftir  die  allein  sich  absolute  Werthbestimmungen  geben 
lassen,  vollkommen  rein  bleiben.  Das  Intervall  der  grossen  Septime  ist 
hier  das  einzige,  das  in  allen  Tonarten  vollkommen  rein  bleibt,  alle 
übrige  scalenbildende  Intervalle  sind,  je  nach  den  Tonarten ,  bald  rein, 
bald  genau  um  ein  syntonisches  Komma  zu  gross  oder  zu  klein.  Es  sind 
nämlich 

I.  die  Dnrtonarten  in 

C,  IT,  D*  völlig  rein, 

Ey  F,  G*  unrein  in  der  grossen  Sexte, 
G,  F*,  A*  unrein  in  der  grossen  Secunde, 

D,  C^,  P  unrein  in  der  grossen  Secunde  und  Quinte, 

A,  H*,  c*    unrein  in  der  grossen  Terz,  Quarte  und  grossen  Sexte ;  • 

n.  die  Molltonarten  in 
j?,  A^  C   völlig  rein, 

E,  Iß,  F   unrein  in  der  kleinen  Septime, 

G,  F^,  A^  unrein  in  der  grossen  Secunde  und  kleinen  Terz, 

A,   G^,  IP  unrein  in  der  Quarte  und  kleinen  Septime, 

C^,  D,  E^  unrein  in  der  grossen  Secunde,  kleinen  Terz,  Quinte  und 

■ 

kleinen  SextQ. 

Stellen  wir  diesen  Ergebnissen  die  in  §  30  aus  den  gewöhnlichen 
akustischen  Bestimmungen  der  erhöhten  und  erniedrigten  Töne  gezo- 
genen Resultate  gegenüber,  so  sind  nach  diesen    ' 

I.  die  Durtonarten  in 
C  völlig  rein, 

A^  unrein  in  der  grossen  Secunde, 
F  unrein  in  der  grossen  Sexte, 
A,  D^  unrein  in  der  Quarte, 

F,  G,  (^  unrein  in  der  grossen  Secunde  und  grossen  Septime, 
F^  unrein  in  der  Quarte  und  grossen  Septime, 

E^  unrein  in  der  grossen  Secunde  und  Quinte, 
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C*  unrein  in  der  gr.  Secunde,  gr.  Terz  und  gr.  Septime, 
ff*  unrein  in  der  grossen  Terz,  Quarte  und  grossen  Sexte, 

D,  H,  C*  unrein  in  der  gr.  Secunde,  gr.  Terz,  Quinte  und  gr.  Septime; 

II.  die  Molltonarten  in 
C  völlig  rein, 

F  unrein  in  der  kleinen  Septime, 
A  unrein  in  der  Quarte  und  kleinen  Septime, 

E,  C^,  A*  unrein  in  der  grossen  Secunde  und  kleinen  Septime, 
H,  G^,  E?  unrein  in  der  grossen  Secunde  und  Quinte, 

G  unrein  in  der  grossen  Secunde  und  kleinen  Terz, 

A^  unrein  in  der  gr.  Secunde,  Quinte  und  kl.  Septime,  *) 

F*  //*  unrein  in  der  Quarte,*  kl.  Sexte  und  kl.  Septime, 

Iß  unrein  in  der  gr.  ^Secunde,  Quarte,  kl.  Sexte  und  kl.  Septime, 

D  unrein  in  der  gr.  Secunde,  kl.  Terz,  Quinte  und  kl.  Sexte. 

OflFenbar  fallt  hier  die  Vergleichung  zum  Vortheil  der  in  Nr.  4  ge- 
gebenen Bestimmungen  aus.  Denn  nach  diesen  sind  in  Dur  3  Tonarten 
völlig  rein,  6  nur  in  Einem  Intervall  unrein,  3  in  zweien ,  3  in  dreien ; 
in  Moll  sind  3  Tonarten  völlig  rein,  3  nur  in  Einem  Intervall  unrein, 
6  in  zweien,  3  in  vieren.  Dagegen  ist  nach  den  gewöhnlichen  akusti- 
schen Bestimmungen  in  Dur  nur  Eine  Tonart  völlig  rein,  4  sind  unrein 
in  nur  Einem  Intervall,  5  in  zweien,  2  in  dreien,  3  in  vier  Intervallen; 
in  Moll  ist  Eine  Tonart  völlig  rein ,  Eine  unrein  in  nur  Einem  Intervall, 
8  in  zweien,  3  in  dreien  und  2  in  vier- Intervallen.  Ueberdies  aber  be- 
tragen bei  unsern  Wertben  die  Abweichungen  von  der  Reinheit  stets 
nur  ein  syntonisches  Komma  =  ^  g.  T.,  indess  sie  bei  den  herkömm- 
lichen Bestimmungen  bis  auf  ^  g.  T.  steigen. 

7.  Untersuchen  wir  endlich  noch  die  Formen,  welche  nach  den 
gegebenen  Bestimmungen  der  erhöhten  und  erniedrigten  Töne  den  ver- 
schiedenen Tonarten  in  Bezug  auf  die  Folge  ihrer  drei  Stufen  (die  wir 
hierbei  wieder  durch  die  Zahlen  9,8,5  darstellen  können)  zukommen, 
so  ergiebt  sich  aus  Nr.  i  und  3  unmittelbar  folgende  Zusammenstellung 
der  Stufenfolgen  : 


"*)  In  Bezug  aaf  Ce5-dur  und  Ais-xnoW  ist  die  naehirSgliehe  Bemerkung  S.  120  zu 
vergleichen. 
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1. 


€ 

H 

D* 

E 

F 

G» 

G 

F« 

A» 

D 

C« 

E* 

A 

H* 


H 

C 

£ 
F 
Iß 
G 

F« 

A» 

i) 

C* 

£* 

A   1 

G» 


I.  Dur. 


y,    o,    ö,    y,    v>,    ",    öj 


y,     o,     ö,     «7,     y,     O,     ö^ 


8.     9,.    5,     9,     8.     9.     6; 


O,         Hl         ö  y         0|««7,  «7,         Oj 


9,     9,     5,     8,     9,     8,     5. 


n.  Moll. 


9,     5,     8,     9.     5,     8,     9; 


9,     5,     8.     9.     5,     9,     8; 


o,      ö,      9,     9,      5,      o,      "j 


8,     ö,     9,     8,     5,     9,     9; 


•7,      5,      9,      o,      5,      9,      o. 


0) 


(2). 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


(10) 


Der  halbe  Ton  hat  in  allen  Arten  der  beiden  Tongeschlechter  seine 
zwei  unveränderlichen  Stellen ,  so  dass  sich  die  Tonarten  desselben  Ge- 
ßphlechts  nur  durch  die  Ordnung,  in  welcher  die  drei  grossen  und  zwe  i 


t         IM 

*        *    >    >   &    » 

3  S  »  »  S  » 

4  »  »  »  »  ^ 
9      »  *  ^  »  9 

6  9  9  d  »  9 

7  9  «.  9  *  5 

8  9  9  >  $  9 

9  9  9  8  9  8 
10  9  9  9  8  8 

Von-  diesen  koBuneo  in  den  1 0  angegebenen  Fonnen  der  30  Ton- 
arten nor  folgende  tot:  die  3te  in  i   und  9  .  die  3le  in   3'  und  ,$\ 
die  6te  in   1'  und  6  .  die  Tte  in  i   ond  7  .  die  9te  in  o  und  ,10\ 
Hieraas  eriieill  zugleich,  dass  die  Dur-Tonarten   I  ,  ;*  .   3\    4.  ,o  sich 
der  Reihe  nach  von  den  MolHonarten  '6%   7 .  ß  .  ^9\  JO'  nur  duit'h 
die  Stellung  der  halben  Töne  unterschdden.   Femer  ist  zu  bomorkon. 
dasa  die  Ordnung  der  ganzen  Töne  in  (3]  und  ^8)  die  umgekehrte  von 
der  in  (2)  und  jl^,  eben  so  die  Ordnung  derselben  in  ^5'  und  J(V  die 
umgekehrte  von  der  in  [i]  und  ^9^  ist,  die  Ordnung  der  ganzen  Töne  in 
(1)  und  (6)  aber  sich  durch  die  Umkehrung  nicht  ändert.   Alle  zur  An- 
wendung kommende  Stufenfolgen  haben  hinsichllicti  der  ganzen  Töne 
das  mit  einander  gemein,  dass  die  zwei  kleinen  in  keiner  derselben  un- 
mittelbar auf  einander  folgen.   Das  gemeinsame  der  ausgeschlossenen 
Stufenfolgen  besteht  aber  darin ,  dass  entweder  die  beiden  kleinen  oilor 
die  drei  grossen  sich  unmittelbar  an  einander  reihen.   Die  Ausschlies- 
sung dieser  Stufenfolgen  ist  übrigens  dadurch  beding! ,  dass  die  reine 
Scala  weder  drei  auf  einander  folgende  grosse ,  noch  zwei  auf  einander 
folgende  kleine  Töne  hat. 

8.  Das  Princip ,  aus  welchem  diese  Resultate  hervorgolien ,  ist  so 
einfach  und  rational,  dass  es  sich  in  theoretischer  Hinsicht  von  soiltNl 
empfiehlt-,  und  das  dadurch  erhaltene  System  von  Tonbostiininiiiif^en 
kann  als  das  vollkommenste  angesehen  werden,  das  aus  untcinperirlrn 
Haupttönen  möglich  ist.  Dass  die  völlige  Reinheit  von  K(>chs  TonarUMi  iiiil' 
Kosten  der  übrigen  erlangt  wird,  hegt  in  der  Natur  der  Sache  und  kann 
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nicht  zum  Tadel  gereichen.  Man  könnte  sieb  rielmehr  versucht  finden, 
in  dieser  Unreinheit  den  Schlüssel  zur  Eiiclärung  des  verschiedenen 
Charakters  der  Tonarten  zu  suchen,  die  sich  bei  gleichschwebcnder 
Temperatur  nicht  durch  ihren  Bau ,  sondern  nur  durch  die  höhere  oder 
tiefere  Lage  aller  Tonverhältnisse  unterscheiden,"^)  und  somit  das  System 
dieser  Tonbestimmungen  als  die  Norm  anzusehen,  der  sich  das  Spiel 
der  Streichinstrumente,  wenn  sie  nicht  mit  temperirten  Instrumenten 
zusammenwirken,  möglichst  anzunähern  habe  oder  vielleiclU  wirklich 
annähere.  Diese  Ansicht  würde  sogar  durch  das,  was  Delezeune, 
wie  im  Eingange  zur  vorstehenden  Abhandlung  bemerkt  wurde,   aus 

seinen  Versuchen  schliessen  zu  dürfen  glaubt,    wesentlich  unterstützt 

• 

werden.  Indess  steht  auch  hier  mindestens  der  Einwand  entgegen,  dass 
nach  den  Bestimmungen  von  Nr.  4  jeder  erhöhte  Ton  tiefer  liegt  als  der 
erniedrigte  des  nächsthöheren  Haupttons,  also  diese  Töne  nicht  diejenige 
Lage  haben ,  welche  bei  den  Modulationen  durch  enharmonische  Yer- 
wechselung  nach  §  50  nothwendig  scheint.  Entweder  also  werden  sie 
nach  Umständen  bald  in  dieser  bald  in  jener  Lage  gespielt,  und  dann 

• 

lässt  sich  über  ihre  Lage  etwas  Allgemeines  nicht  angeben,  oder  sie  ha- 
ben eine  feste  Lage ,  und  dann  gilt  auch  für  die  Streichinstrumente  eine 
gleichschwebetade  Temperatur.  Selbst  aber  wenn  ihre  Lage  veränder- 
lich wäre,  würden  die  in  §46  bis  49  dargestellten  Temperaturen  eine 
gleichmässigere  Reinheit  aller  Tonarten  bewirken,  als  es  die  vor- 
stehenden Bestimn\ungen  vermögen.  Theoretisch  genommen  wäre  zwar 
diese  Reinheit  nur  eine  genäherte ,  aber  für  das  Ohr  (vorzüglich  die  in 
§  49)  so  gut  als  vollkommen  und  jedenfalls  vollkommener  als  sie  der 
beste  Spieler  im  Fluge  des  Vortrags  mit  Sicherheit  hervorzubringen 
vermag. 

*)  Hierbei  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  die  Gleichsetzong  der  in  Nr.  3  und  3 
gefundenen  Ausdrücke  für  Iß  und  E^ ,  G^  und  A^ ,  ...  1*="^,  die  von  (ß  und  D^, 

4  7 

E^  und  F,  F*  und  G*  vl.s.  t  iq  =  Z  —  t  giebt,  woraus,  wenn  <  =  --,  ^  «=  --  folgt, 
die  [Zusanunenziehung  der  erhöhten  und  erniedrigten  Tone  also  auch  hier  auf  die 
mittlere  gleichschwebende  Temperatur  fuhrt. 
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II.  ANHANG. 

ÜBER  DIE  NEWTON'SCHE  ANALOGIE  ZWISCHEN  FARBEN-  UND 

TONVERHALTNISSEN. 


1.  Newton  glaubte  durch  Yersache  gefunden  zu  haben ,"*)  dass, 
wenn  man  die  Länge  des  Rechteckes,  welches  das  Farbenspectrum  nach 
Abrechnung  seiner  gerundeten  Enden  darstellt,  verdoppelt  und  die  Ab^ 
stände  der  äusseren  Grenze  des  Violett,  der  Grenzen  zwischen  Violett  und 
Indigo,  Indigo  und  Blau,  Blau  und  Grttn,  GrUn  und  Gelb,  Gelb  und  Orange, 
Orange  und  Roth ,  endlich  der  äusseren  Grenze  des  Roth  von  dem  End- 
punkt  der  jene  verdoppelte  Länge  darstellenden  Geraden  misst»  diese 
sich  verhalten  wie  die  Zahlen 

d.  i.  resp.  wie  die  Saitenlängen  der  Prime,  grossen  Secunde ,  kleinen 
Terz,  Quarte,  Quinte,  grossen  Sexte,  kleinen  Septime  und  Octave."*^) 
Da  sich  die  Saitenlängen  umgekehrt  wie  die  relativen  Schwingungszah» 
len  der  Töne  verhalten,  so.  kann  man  auch  sagen,  dass  jene  Abstände 
resp.  den  relativen  Schwingungszahlen  der  Octave,  kleinen  Septime, 
grossen  Sexte,  Quinte,  Quarte,  kleinen  Terz,  grossen  Secunde,  Prime, 
nämlich  den  Zahlen 

9l^A±±i.i.i| 
*»      91      8f      2'      8'      5'      8' 

proportional  sind. 


*)  OpUc.  Lib.  IL  P.  II.  Frop.  III.  Exper.  VII. 

**)  Man  findet  nicht  selten  die  Angabe,  Newton  habe  zwischen  den  DimwMJODen 
der  prismatischen  Farben  im  Spectnim  und  den  Tönen  der  diatonischen  Soala  eine 
Analogie  finden  wollen.  Dieser  Ausdruck  ist  nicht  genau ,  denn  die  obige  Folge  stellt 
weder  die  Dur-  noch  die  MoUscala  dar. 


-« 
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Gegen  diese  Analogie  zwischen  den  prismatischen  Farben  und  den 
bezeichneten  Tönen  (die  weder  die  Dur-  noch  die  Mollscala  vollständig 
geben ,  da  grosse  Terz ,  kleine  Sexte  und  grosse  Septime  fehlen)  ist  mit 
Grund  eingewendet  worden ,  dass  sie  schon  deshalb  nicht  als  allgemei- 
nes Naturgesetz  gelten  könne,  weil  die  verhältnissmässige  Grösse  der 
Theile  deis  prismatischen  Farbenbildes  von  dem  eigenthümlichen  Zer- 
streuungsvermögen  der  Substanz  des  angewendeten  Prisma's  abhängig 
sey,  die  Dimensionsverhältuisse  des  Spectrum  sich  daher  gar  nicht  im 
Allgemeinen  bestimmen  lassen.  Gleichwohl  wird  zugestanden,  dass 
mehrere  Anwendungen,  die  Newton  von  dieser  Analogie  macht  (indem 
er  z.  B.  daraus  eine  Regel  ableitet,  nach  welcher,  wenn  zwei  prisma- 
tische Farben  nach  Qualität  und  Quantität  gegeben  sind,  die  Qualität 
ihrer  Mischungsfarbe  bestimmt  werden  kann,"^)  desgleichen  sie  seiner 
Erklärung  der  farbigen  Ringe  zum  Grunde  legt,**))  mit  der  Erfahrung 
übereinstimmende  Resultate  geben.  Wie  gegründet  daher  auch  jener 
Einwand  ist,  so  scheint  doch  die  gedachte  Analogie  mehr  zu  seyn  als 
ein  blosses  Spiel  der  Phantasie,  die  den  nüchternen  Newton  wohl  eben 
so  selten  als  den  poetischen  Kepler  häufig  täuschte. 

2.  Gerade  diejenige  Theorie  Jes  Lichtes ,  welche  über  die  New- 
ton'sche  endlich  den  Sieg  davon  getragen  hat,  die  Undulationstheorie, 
bringt  Farben  und  Töne  in  eine  nähere  Beziehung  zu  einander,  indem 
sie  für  jene  ähnliche  Ursachen  nachweist  wie  filr  diese.  Man  kann  daher 
die  Bestimmungen  der  Undulationstheorie  über  die  Yibrationszahlen  der 
Lichtwellen ,  welche  den  sieben  prismatischen  Farben  entsprechen ,  be- 
nutzen, um  ganz  einfach  und  ohne  alle  vorgefasste  Meinung  zu  prüfen, 
ob  zwischen  denselben  ähnliche  Verhältnisse  statt  finden  wie  zwischen 
den  von  Newton  angegebenen  Tönen. 

Cauchy  giebt***)  folgende  Tafel  der  Yibrationszahlen  der  prisma- 
tischen Farben,  die  sich  auf  Fresnel's  Messungen  der  lichten  Streifen 
im  Farbenbilde  gründet,  und  in  der  die  Zahlen  Billionen  bezeichnen  und 
sich  auf  die  Sexagesimalsecunde  beziehen : 


*)  Lib.  L  Pars  IL  Prop.  VI. 
•^  Lib.  IL  Pars  L  Obs.  XIV.   Pars  IV.  Obs.  VIIL 
***)  Sur  la  dispersion  de  la  lumierey  Prag,  1836,  //.  198. 
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Grenzen  der  Hauptfarben 


äusserstes  Violett 


Violett  —  Indigo 
Indigo  —  Blau 


Blau  —  Grün 


Grün  —  Gelb 


Gelb  —  Orange 
Orange  —  Roth 


äusserstes  Roth 


764 


707 


676 


630 


583 


543 


520 


484 


Hauptfiirben 


Violett 

Indigo 

Blau 

Gran 

Gelb 

Orange 

Roth 


735 


691 


653 


607 


563 


532 


500 


Nach  Herschel's  Angabe  sind  diese  Vibrationszahlen,  in  dersel- 
ben Weise  angeordnet ,  folgende :  '*') 


Grenzen  der  Hauptfarben 

Hauptfarben 

äusserstes  Violett     • 

727 

Violett 

699 

Violett  —  Indigo 
Indigo  —  Blau 

672 
644 

Indigo 
Blau 

658 
622 

Blau  —  Grün 

600 

Grün 

577 

Grün  —  Gelb 

555 

Gelb 

535 

Gelb  —  Orange 
Orange  —  Roth 

5n 

495 

Orange 
Roth 

506 

477 

äusserstes  Roth 

458 

*)  Vom  Licht,  öbers.  von  E.  Schmidt,  Stuttgart,  1888.  S.  307.  Diese  Aogaben 
scheinen  auf  der  Abmessung  der  Halbmesser  der  Farbenringe  zu  beruhen  (vgL  Bran- 
des in  Gehler's  n.  phys.  Wörterbuch,  Bd.  6.  S.  3i8).  Cauchy  bemerict  a.  a.  0.  nur, 
dass  der  Herschelschen  Tafel  grössere  Bestimmungen  der  Länge  der  Lichtwellen  zum 
Grande  liegen. 
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3.  Bei  der  Prüfung  der  Newton' scheu  Analogie  kommt  es  nun  blos 
auf  die  Yergleichung  der  Yibrationszahlen  an,  die  den  Grenzen  der 
Haiq)t&rben  zukommen ,  da  sie  sich  nur  auf  die  zwischen  diesen  liegen- 
den Intervalle  bezieht.  Dass  nun  die  Vibrationszahl  764  (oder  727)  nicht 
das  Doppelte  von  481  (458),  die  Zahl  630  (600)  nicht  das  halbe  Drei- 
fache von  481  (458)  ist  u.  s.f.  und  also  in  diesem  Sinne  nicht  das 
ttusserste  Violett  die  Octave,  die  Uebergängsfarbe  vom  Blau  zum  Grün 
nicht  die  Quinte  des  äussersten  Roth  u.  s.  w.  genannt  werden  kann, 
leuchtet  von  selbst  ein.  Anders  stellt  sich  jedoch  die  Lage  der  Sache  aus 
folgendem  jtjesichtspunkte  dar.  Sehen  wir  die  Formel  y  =jo  2',  welche 
den  Zusammenhang  der  relativen  Schwingungszahl  y  eines  Tons  in  Be- 
zug auf  den  Grundton  mit  dem  Intervall  x  zwischen  beiden  Tönen  dar- 
stellt,  als  besondem  Fall  der  allgemeineren  fi  =  o'  an,  und  setzen  für 
die  Farben,  je  nachdem  wir  die  Fresnelsche  oder  Herschelsche  Tabelle 


764 


zum  Grunde  legen,  a  =  t^-.  oder  a 


787 
458' 


U 


im  zweiten 


u 


(Ht)*'    folglich  X 
(^;)',   folglich  X 


so  wird  im  ersten  Falle 

k)g« 


log  764  ^  log  484 


log 


log  727  —  log  458* 

Setzt  man  nun  in  der  ersten  von  diesen  beiden  Formeln  successiv 
481.11=764,  707,  676,  ....481,  in  der  zweiten  458. ii  =727,  672. 
644,  —  458,  so  ergeben  sich  fllr  x  die  in  der  folgenden  Tabelle  ent- 
haltenen Werthe 


481.« 

X 

458.» 

X 

764 

1,00000 

727 

• 

1,00000 

707 

0,83242 

672 

0,82974 

676 

0,73552 

644 

0,73764 

630 

0,58321 

600 

0,58447 

583 

0,41565 

555 

0,41575 

543 

0,26203 

517 

0,26225 

520 

0,16849 

495 

0,16824 

481 

0,00000 

458 

0,00000 

Vergleicht  man  diese  Werthe  von  x  mit  den  Intervallen  der  kleinen 
Septime  =  0,83006,  der  grossen  Sexte  =  0,73696,  der  Quinte 
=  0,58496,  der  Quarte  =  0,41504,  der  kleinen  Terz  =  0,26303, 
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der  grossen  Secunde  =  0,16992,  so  zeigt  sich  eine  Uebereinstinimung, 
die  zumal  bei  den  aus  der  Herschelschen  Tafel  abgeleiteten  Wertheo 
wahrhaft  überraschend,  aber  auch  bei  den  aus  der  Fresnelschen  TUfel 
folgenden  viel  zu  gross  ist,  als  dass  sie  für  zufällig  gehalten  werden 
könnte. 

4.  Wir  wollen  jedoch  untersuchen,  welche  Aenderungen  die  Vibra- 
tionszahlen beider  Tabellen  erleiden  mttssten,  wenn  die  ihnen  zugeho* 
rigen  Werthe  von  x  mit  den  genannten  musikalischen  Intervallen  voll- 
kommen übereinstimmen  sollten. 

Bezeichnen  wir  diese  Intervalle*,  in  umgekehrter  Ordnung  genom- 
men, durch 

•Tj,     ^2«     ^3,     ^^,     ^5,     ^0, 

so  dass  also  x^  das  der  grossen  Secunde ,  x^  das  der  kleinen  Terz  in  Be- 
zug auf  den  Grundton  zukommende  Intervall  ist  u.  s.  w. ,  wobei  das  In- 
tervall der  Octave  selbstverständlich  ==  1  angenommen  wird;  seyen 
ferner 

Vi    ^1,   Vj.   «'s,   V4»   h^   ^$r  ^7' 
die  diesen  Intervallen  resp.  einschliesslich  der  Prime  und  Octave  zu- 
kommenden Yibrationszahlen ;   seyen  endlich  die  gegebenen  Yibra- 
tionszahlen, nach  ihrer  Grösse  aufsteigend  geordnet, 

b,    fc,,    6,,    65,    6^,    fcjj,    63,    fcy, 

so  ist,  wenn  zur  Abkürzung  ^^  =  «  gesetzt  wird, 

v^=va^',  v^=va''*,  v^=v(f\  v^z^va**,  v^=va^,  v^=^va^',  Vj=:va.     (A) 

Nehmen  wir  nun  a  als  constant,  v  aber  als  variabel  an,  so  kann 
letzteres  so  bestimmt  werden ,  dass  die  Summe 
{b—vf  +  {b^—varf+{b^  —  v<ff+ +  {b^—va''*Y+{b^—väy 

ein  Mimmum  wird.  Setzen  wir  nämlich  den  Dißerentialquolienten  dieser 
Summe  nach  v  gleich  Null ,  so  wird 


'1  '4  .      .       JPm 


i  +  a      +a   '  + +  a      +a 

Da  nun  nach  Fresnel  6  =  481,  b^  =  520,  6,  =  543,  ....  6^  =  764, 

nach  Herschel  aber  6  =  458,  6^  =  495,  6^  =  51 7, fcy  =  627  ist, 

so  giebt  die  vorstehende  Formel  für  die  erstere  Zahlenreihe  v=  480,96, 
für  die  zweite  1;  =  457,97.  Hieraus  ergeben  sich  nun  weiter  nach  den 
Formeln  unter  (A)  die  folgenden  Werthe  von  Vj,  v^  u.  s.  w. ,  denen  wir 
ihre  Abweichungen  von  6^ ,  6^  u.  s.  w.  beifügen. 
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V 


480,96 
520,30 
543,20 
582,78 
630,45 
676,39 
706,16 
763,93 


fr- 


V 
V, 


0,04 
0,30 
0,20 
0,22 
0,45 
0,39 
0,84 
0,17 


»i 


V. 


V. 


V. 


V. 


V, 


457,97 
495,37 
517,16 
554.78 
600,09 
643,75 
672,06 
726,95 


b 
K 


—  V 

—  »j 

—  »j 

—  V. 


V. 


b.— 


V, 


0,03 
0,37 
0,16 
0,22 
0,09 
0,25 
0,05 
0,09 


•  • 


Mit  Ausnahqpie  von  i;^  in  der  ersten  dieser  beiden  Tafeln ,  das  von 
b^  fast  um  eine  ganze  Vibration  abweicht,  betragen  die  Differenzen 
aller  übrigen  Werlhe  höchJstens  etwas  über  ein  Drittel  einer  Vibration. 

5.  Die  Uebereinstimmung  der  nach  Fresnel's  Vibrationszahlen  be- 
rechneten Werlhe  wird  noch  grösser ,  wenn  man  bemerkt ,  dass  diese 
Zahlen  abgerundet  sind ,  sich  aber  aus  den  Fresnelschen  Bestimmungen 

• 

der  Wellenlängen  leicht  genauer  angeben  lassen.  Da  nämlich,  wenn  v 
die  Vibrationszahl,  (  die  Wellenlange,  Jl  die  Geschwindigkeit  des  Lichts 
bedeutet,  v'  =  y  ist ,  so  ergeben  sich  aus  den  in  MiUionteln  des  Meters 
ausgedrückten  Wellenlängen*')  l,  l^,  l^,  ...  Ij,  wenn  nach  Cauchy  logJ2 
=  8,4916103  angenommen  wirdj  folgende  genauere  Bestimmungen 
der  Yibrationszahlen : 


645 
596 
571 
532 
492 
459 
439 
406 


b 


^9 


480,8953 
.520,4320 
543,2180 
583,0404 
630,4420 
675,7680 
706,5546 
763,9840. 


*)  Bei  Cauchy  p.  197 
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Aus  diesen  Werthen  von  b,  6,,  6,  u.s.w.  erh8tt  man  nun  nach  (B) 
und  (A) : 

b    —V 

b,  —  V. 


V 


=  480,9065 
=  620,2597 
=  543,1735 
=  582,7707 
=  630,4599 
=  676,4170 
=  706,2048 
»,==764,0017 


Vi 

V. 


V, 


V. 


6 


'1  -1 

h  —  V» 


K 


Vi 
V. 


^  —  »5 
h  —  V« 

b,  —  Vj 


0,0112 
0,1723 
0,0445 
0,2697 
0,0179 
0,6490 
0.3498 
0,0177. 


Die  grösste  At)weichung  betragt  also  hier  (für  vj  noch  nicht  ein 
Drittel  einer  Vibration.  Berechnet  man  endlich  nach  der  Formel  f  =  5 
die  zu  den  vorstehenden  Werthen  von  v^,  »,,  »,  u.s.w.  zugehörigen 
Wellenlängen,  die  wir  durch  A,  Aj,  A,  u.s.w.  bezeichnen  wollen,  so 
erhalt  man  folgende  Zahlen  nebst  den  beigefügten  Abweichungen  von 
l,  /,,  /j  u.s.w. 

/  —  A  =   0,0150 


A  =  644,9850 
A,  =  596,0974 
A,=  571,0468 
A,  =  532,2462 
X^=  491,9862 
Aj  =  458,5595 
Ag=  439,2175 
A,  =  405,9906 


i, -A, 
's   h 

1,-1, 


—  0,0974 

—  0,0468 

—  0,2462 
0,0138 
0,4405 

—  0,2175 
0,0094. 


Die  grösste  Difierenz  der  Wellenlänge  eiTeicht  also  noch  nicht  ein 
halbes  Milliontel  eines  Millimeters.  Für  die  Herschelsche  Tafel ,  die 
ohnedies  kleinere  .Abweichungen  giebt,  müssen  wir  auf  die  genauere 
Berechnung  verzichten,  da  hier  der  Werth  von /2  nicht  scharf  angegeben 
ist.  Es  erhellt  aber  schon  völlig  genügend,  welche  geringe  Aenderungen 
in  den  Angaben  Fresnel's  sowohl  als  Herschels  erforderlich  sind ,  um 
sie  mit  den  nach  der  Newton' sehen  Analogie  berechneten  Zahlen  in  voll- 
kommene Uebereinstimraung  zu  bringen.  Wenn  daher  auch  diese  Analogie 
durch  die  Hinweisung  auf  die  Dimensionen  der  Theile  des  Spectrums 
nicht  hinlänglich  begründet  war,  so  erhält  sie  doch  durch  Vergleichung 
der  YibratioQsmengen  der  den  Farbengrenzen  zugehörigen  Strahlen  voll- 
ständige Bestätigung,  so  dass  wenn  diesen  Zahlen  selbst  nur  in  ihren 
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Verhältnissen  absolute  Gültigkeit  zukommt,  auch  Newton's  Analogie 
ohne  alle  Beschränkung  gilt.   Da  die  Zahl  n  =  |^  bei  Fresnel  und  Her- 

schel  dem  rationalen  Bruch  ^  nahe  kommt,  so  kann  flian  die  Newton'- 
sche  Analogie  jetzt  so  ausdrücken :  die  relativen  Yibrationszah- 
len  der  den  Grenzen  der  prismati$chen  Farben  zugehörigen 
Strahlen  in  Bezug  auf  die  Vibrationszahl  des  äussersten 
Roth  sind  Potenzen  von  ^,  welche  dieselben  Exponenten 
wie  diejenigen  Potenzen  von  2  haben,  welche  die  relativen 
Schwingungszahlen  der  reinen  Töne  D,  Es,  F,  G,  A,  D,  c  in 
Bezxig  auf  den  Grundton  C  ausdrücken*)  Diese  Exponenten 
können  daher  Farbenintervalle  genannt  werden. 

6.  Es  führt  jedoch  diese  Analogie  auf  eine  noch  viel  einfachere 
merkwürdige  Beziehung  zwischen  den  Vibrationen  der  farbigen  Strahlen 
und  den  Schwin^ngen  der  genannten  Töne.  Wenn  nämlich  für  die  Töne 
y  =  2*  und  für  die  Farben  u  =  o*  ist,  so  folgt  hieraus 

und  ferner ,  wenn  wir  zur  Abkürzung  j^  =  m  setzen , 

u  =  y". 

Nun  ist  aber  a  =  ^  =  ^ ,  wo  /  und  iy,  wie  zuvor,  die  Wellenlän- 
gen für  das  äusserste  Roth  und  Violett  bedeuten.  Da  nun  nach  Fresnel's 
Angabe  in  Millionteln  des  Millimeters  /  =  645,  l^  =  406,  nach  Her- 
schel  aber  in  Zehnmillionteln  des  englischen  Zolls  /  =  266,  /^  =  167 
ist,  so  wird  zufolge  der  ersteren  Zahlen  m=^^  =  ^^J,  zufolge 

der  letzteren  m  =  j^~  =  ö^göTöiöö*  ^^^^®  Werthe  sind,  der  erstere  ge- 
nauer  als  der  zweite ,  nahe  =  y ;  daher  näherungsweise  u  =  yi.  Setzt 
man  daher  für  y  die  relativen  Schwingungszahlen  der  grossen  Secunde, 
kleinen  Terz,  Quarte  u.  s.  w.,  so  folgt  für  die  absoluten  Vibrationszahlen 
Vj,  »j  u.  s.  w. 

..  =  6  {^>.    .,  =  6  (i)',    ..  =  6  (i)»,    ,.  =  *  (1)., 


*j  Oder  auch  der  Töne  £,  F,  G,  Ay  H,  c,  d  in  Bezug  auf  den  GrunSton  D.  Es  sey 
mir  verstauet  zu  bemerken,  dass  ich  auf  diese  Bestätigung  der  Newton'schen  Analogie 
durch  die  Verhältnisse  der  Vibrationszahlen  schon  i.  J.  4  845  bei  den  Vorstudien  zu 
der  oben  angeführten  Abhandlung  über  die  musikalischen  Intervalle  gekommen  bin. 
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Um  nun  zu  pr4ifen ,  wie  genau  diese  Ausdrücke  die  Vibrationszah- 
len darstellen,  setzen  wir  zuerst  nach  Fresnel  »  ==  6  =  480,8953, 
6j  z=  520,43,  b^  =  543,22  u.  s.w.  Hieraus  ergiebt  sich 


v^  = 

=  520,1« 

;    K 

—  »,  —       0,25 

»,= 

=  543,01 

;   h 

—  «,  —       0,21 

»j  = 

=  582,56 

;   65 

-  f,             0.44 

»4  = 

=r  630,16 

;   K 

—  v^-~        0,29 

»5  = 

=  676.00 : 

;   ^5 

-6,  — —  0,23 

v«  = 

=  705.73; 

;    fr.- 

— .»,             0,82 

»7  = 

=  763,36 ; 

;   b,- 

—  Vj—       0,62. 

f 

Setzen  wir  nach  Harsche! 

V 

f 

b  —  458,  6, — 

u.  s.  w. ,  so  kommt 

v^  = 

=  495,41 

;   K 

—  p, 0,41 

v,= 

=  517,15; 

.   b,- 

-«,  —  —  0,15 

v,= 

=  554,83 , 

i   h- 

-»,-       0,17 

v^  = 

=  600,15: 

;    K 

»,  — —  0,15 

«5  = 

=  643,82 ; 

h- 

-  »5             0,1,8 

»«  = 

=  672,13; 

K- 

-»,       —0,13 

Vj  = 

=  727,03 ; 

67- 

—  Vj 0,03. 

495,   L=  517 


'j 


7.  Obwohl  nun  hieraus  hervorgeht,  dass  die  aus  der  Relation 
u  =  yj  folgenden  Werthe  der  Vibrationszahlen  mit  den  gegebenen  nahe 
übereinstimmen ,  so  wollen  wir  doch  noch  untersuchen ,  welche  Aende- 
rungen  der  gegebenen  Vibrationszahlen  erforderlich  sind,  wenn  die  nach 
jener  Relation  berechneten  mit  ihnen  möglichst  nahe  zusammentreflfen 
sollen. 

Man  findet  leicht  auf  dieselbe  Weise,  welche  zu  der  Formel  (B) 
geführt  hat ,  dass  die  Quadratsumme  der  Unterschiede  der  berechneten 

Werthe  v,  Vj,  t;,, von  den  gegebenen  6,  6j,  6, ein  Minimum 

wird,  wenn 

6  +  6.(^)3  +  6,(i.)J  + +  6.(^)1  +  67  «5 


V 


*  +  (4)'+(|)H +(VT'+«*' 


(D) 


Setzen  wir  in  dieser  Formel  zuerst  die  genaueren  Fresnelschea 
Werthe  b=  480,8953,  6,  =  520,4320  u.s.  w.  ein,  so  erhalten  wir 
aus  ihr  und  den  Formeln  unter  (C) 

8* 
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V    = 

=  481,1 424. ; 

;     6  —  V 

—  0,2471 

v^  = 

=  520.4456 ; 

6,       », — 

0,0136 

v,= 

r  543.3269 ; 

b,       »,_ 

0,1089 

»s  = 

=  582,8624; 

h       »s  — 

0,1780 

»4  = 

=  630,4750; 

;     K  —  v^  — 

—  0,0330 

«,= 

=  676,3520 

;     6,       V,  _ 

0,5840 

»«- 

=  706,0878 ; 

;    6.      f.  — 

—  0,4668 

»7- 

=  763,7662 

;    bj  —  vj  — 

0,2178.    . 

Die  Ilerschelscheh  Wertha  6       458 ,  6} 

495  u.  s.  w.  geben 

V  = 

=  457,9525 , 

;     6        t>  — 

—  0.0475 

»1- 

=  495.3695 

;     6,  —  »,  = 

0,3695 

»,= 

=  517,1400 

;     6,  —  V, 

0,1400 

»8  = 

=  554,7700 

;    ^  —  »$  — 

0,2300 

v,= 

=  600,0875 

;     64  —  »4 

—  0,0875 

»5  = 

=  643,7536; 

1        ^8  »5  = 

0,2464 

»6  = 

=  672,0560; 

;    ^      »6  — 

—  0,0560 

V,= 

=  726,9545 . 

;     6-  —  »,  — 

0.0455. 

8.  Diese  Resultate  zeigen  nun,  dass  die  Gleichung  u  =  yl  in  voll- 
kommen befriedigender  Weise  sowohl  mit  den  Fresnelschen  als  mit  den 
Herschelschen  Bestimmungen  der  absoluten  Yibrationszahlen  der  den 
Farbengrenzen  zugehörigen  Strahlen  tibereinstimmt.  Beide  Werthreihen 
geben  a  ==  ^  =  1,587401  =  2^,  wie  es  seyn  muss.  Wir  können  da- 
her jetzt  folgenden  Satz  als  begründet  ansehen : 

Die  Gubi  der  relativen  Schwingungszahlen  der  Strah- 
len, welche  dem  äussersten  Roth,  den  Grenzen  von  Roth 
und  Orange,  Orange  und  Gelb,  Gelb  und  Grün,  Grün  und 
Blau,  Blau. und  Indigo,  Indigo  und  Violett,  endlich  dem 
ttussersten  Violett  zugehören,  sind  gleich  den  Quadraten 
der  relativen  Schwingungszahlen  der  reinen  Prime,  gros- 
sen Secunde,  kleinen  Terz,  Quarte,  Quinte,  grossen  Sexte, 
kleinen  Septime  und  Octave;  oder,  was  dasselbe,  sagt :  die  Cubi 
der  absoluten  Schwingungszahlen  der  bezeichneten  Far- 
benstrahlen sind  den  Quadraten  der  absoluten  Schwing- 
ungszahlen der  genannten  Töne  proportional. 

Da  die  Langen  der  Lichtwellen  den  Vibrationszahlen  und  eben  so 
die  Langen  der  Tonwellen  ihren  Schwingungszahlen  umgekehrt  propor- 
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tional  sind,  so  folgt  auch,  da^s  die  Cubi  der  Wellenlängen  der 
Farben  grenzen  den  Quadraten  der  Wellenlängen  der  vor- 
genannten Töne  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  der 
Saitenlängen  direct  proportional  seyn  müssen. 

Wenn  nun  Newton "^j  aus  seinen  Messungen  berechnet,  dass  die 
Dicken  der  Luftschichten  zwischen  den  die  Farbenringe  zeigenden  Glä- 
sern Air  die  acht  Grenzen  der  Farben  den  Cubikwurzeln  aus  den  Qua- 
draten der  Saitenlangen  der  Töne  C,  D,  Es,  F,  G,  A,  B,  c  proportional 
sind,  so  bedeutet  dies  nichts  Andres,  als  dass  sie  sich  direct  verhalten 
wie  die  Wellenlängen  der  diesen  Stellen  entsprechenden  Farbenstrahlen, 
was  vollkommen  der  Wahrheit  gemäss  ist.**) 

Wie  die  relativen  Schwingungszahlen  der  Töne  durch  die  Gleichung 
y  =  2"^,  so  werden  also  die  relativen  Söhwingungszahlen  der  Strahlen 
der  Farbengrenzen  durch  die  fast  eben  so  einfache  Gleichung 

dargestellt.  Da  nun  die  relativen  Schwingungszahlen  der  grossen  Se- 
cunde ,  kleinen  Terz ,  Quarte ,  Quinte ,  grossen  Sexte ,  kleinen  Septime, 
Octave  der  Reihe  nach  y»  y»  y»  y»  y.  y»  2  sind,  so  sind  die 
relativen  Schwingungszahlen  der  den  Farbengrenzen  zugehörigen  Strah- 
len der  Reihe  nach 

,  ©'.  {\f.  (^y.  (-0'-  (t)'.  (?)'.  *'• 

also  sämmtlich  irrational,  so  dass  also  hier  nicht  die  relativen  Schwing- 
ungszahlen selbst,  sondern  nur  ihre  dritten  Potenzen  in  rationalen  Ver- 
hältnissen stehen,  nämlich  in  den  quadratischen  Verhältnissen,  welche 
einfach  genommen  für  die  den  Farben  entsprechende  Tonfolge  gelten. 

9.    Da  die  Farben  eben  so  stetig  in  einander  übergehen  wie  die 

Töne,  so  gilt  die  Gleichung  u  =  2^'  auch  für  die  zwischen  den  Farben- 
grenzen liegenden  Farben  selbst.  Die  dritte  Potenz  der  relativen  Schwing- 
ungszahl  jeder  Farbe,  deren  Intervall  in  Bezug  auf  die  äussere  Grenze 
des  Roth  =  x,  ist  also  gleich  dem  Quadrat  der  relativen  Schwingungs- 
zahl desjenigen  Tons ,  der  um  dasselbe  Intervall  höher  hegt  als  der  an- 


♦)  OpL  Lih,  IL  Pars  L  Obs.  XIV. 

**)  Vgl.  Herschel,  vom  Licht,  §  644.  Es  lag  hier  ausserordentlich  nahe,  denSchluss 
zu  ziehen,  der  den  obigen  Satz  giebl;  es  scheint  fast,  als  habe  man  eben  keine  Ana- 
logie haben  woHen. 
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genommene  Grundton.  Dieselbe  Formel  drückt  aber  auch  aus,  dass 
die  relative  Schwingungszahl  einer  Farbe,  deren  Intervall 
in  Bezug  auf  die  äussere  Grenze  des  Roth  =x,  gleich  ist 
der  relativen  Schwingungszahl  des  Tons,  der  mit  dem 
Grandton  das  Intervall  yor  bildet.. Daher  ist  die  relative  Schwing- 
ungszahl der  äussern  Grenze  des  Violett  gleich  der  relativen  Schwing- 
imgszahl  des  Tons ,  dessen  Intervall  mit  dem  Grundton  =  y  des  Oeta- 
venintervalls  ist,  was  genau  der  gewöhnlichen  gleichschwebend 
temperirten  kleinen  Sexte  entspricht. 

Diejenigen  Farben,  welche  Fresnel  als  »Hauptfarben«,  Herschel 
als  »mittlere«  Farben  aufführt,  haben,  wie  man  leicht  bemerkt,  Vibra- 
tionszahlen ,  welche  die  arithmetischen  Mittel  zwischen  denen  der  sie 
einscbliessenden  Grenzfarben  sind,  die  hier  sehr  nahe  mit  den  geome- 
trischen Mitteln  zusammenfallen.  Gehen  wir  nun  von  dem  so  be- 
stimmten Roth  aus  und  nennen  seine  Vibrationszahl  6,  so  ist  die  Vibra- 
tionszabl  einer  Farbe,  deren  Intervall  mit  diesem  Roth  =x,  welche 
c^'  heissen  mag,  bestimmt  durch  die  Gleichung  v  =  6.2*'.  Geben  wir 
nun  X  successiv  die  der  grossen  Secunde ,  kleinen  Terz ,  Quarte,  Quinte, 
grossen  Sexte  und  kleinen  Septime  entsprechenden  Intervallwerthe  und 
bezeichnen  die  zugehörigen  Werthe  von  v  durch  v\,  t;^,  . . . .  n^,  so  er- 
geben sich,  mit  Hinzoftlgung  des  t\kx  =  0  gehörigen  Werthes  v  =  b, 
je  nachdem  wir  mit  Fresnel  6  =  500  oder  mit  Herschel  6=  477  setzen, 
folgende  Werthreihen: 


v\ 


V 


I 


» 


V. 


500 

540,84 

564,62 

605,72 

655,03 

702,86 

733,76 


6 

V. 
V 
V 


I 

1 

i 

) 

/■ 

8 

i 

4 

i 

5 


477 

515,96 

538,65 

577,84 

625,05 

670,53 

700,01 


Vergleicht  man  diese  Werthe  mit  denen  der  in  Nr.  2  aufgeführten 
»Hauptfarben«,  so  sieht  man,  dass  v,,  v,,  v^  und  Vg  mit  ihnen  nahe  zu- 
sammentreffen ,  v'f  und  v'^  aber  höhere  Vibralionszahlen  haben  als  resp. 
das  mittlere  Orange  und  Indigo.  Man  kann  also  sagen ,  dass  das  mittlere 
Gelb,  Grün,  Blau  und  Violett  mit  dem  mittleren  Roth  Intervalle  bilden. 


.i 
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welche  resp.  denen  der  kleinen  Terz,  Quarte,  Quinte  und  kleinen  Sep- 
time entsprechen,  dass  aber  das  Orange,  welches  mit  jenem  Roth  eine 
grosse  Secunde  und  das  Indigo^  was  mit  ihm  eine  grosse  Sexte  bildet, 
vom  Roth  aus  genommen,  etwas  über  die  Mitte  zwischen  den  benach- 
barten Farbengrenzen  hinaus  liegt.  Diese  Resultate  andern  sich  nicht 
wesentlich ,  wenn  man  statt  der  angewandten  Zahlen  diejenigen  setzt, 
welche  sich  als  Mittel  aus  den  in  Nr.  7  berechneten  Werthen  von  v,  v^, 
Vj  u.  s.  w.  ergeben. 

10.  Bezeichnen  wir  diese  berechneten  Mittelfarben  der  Reihe 
nach  durch  ihre  Anfangsbuchslaben  Ä,  0,  G,  jf,  J?,  /,  y,  die  zwischen 
ihnen  liegenden  Intervalle  durch  die  Differenzen  0  —  Ä,  G — Ä,  g  —  R 
u.  s.  w. ,  so  ist  also ,  wenn  wir  die  Werthe  dieser  Intervalle  nach  §  1 8 
der  vorstehenden  Abhandlung  beisetzen, 

0  —  Ä  =  0,1 6992  =    29  —  1    =  grosse  Secunde, 
G~R=z  0,26303  =       q  —  t    =  kleine  Terz, 

^  —  Ä  =  0,41 504  =       \  —  q    =  Quarte, 
B  —  R  =  0,58496  =  q         =  Quinte, 

1  —  R  =  0,73697  =  1  —q  +  t  =  grosse  Sexte, 

V  ~  R  =  0,83008  =    2  —  2(/    =  (kleinere)  kleine  Septime. 

Hieraus  folgt  weiter  durch  Subtraction  des  ersten  Glieds  von  allen  fol- 
genden : 

G~  0  =  0,0931 1  =i—q  —  t  =  kleine  Secunde, 
g  —  0  =  0,24512  =    2  —  3?    =  alterirte  kleine  Terz, 
ß— 0  =  0,41504=      i  —  q      =  Quarte, 
1-^0  =  0,56705  =  2  —  39  +  <  =  alterirte  Quinte, 
y  —  0  =  0, 660 16=    3  —  4y    =  alterirte  kleine  Sexte. 

Durch  dasselbe  Verfahren  ergiebt  sich  aus  dieser  Reihe  weiter: 

g  —  G=:  0,1 5201  =  1  —  2y  +  ^  =  kleiner  ganzer  Ton, 

Ä  —  G  =  0,321 93  =  t         =  grosse  Terz, 

l  —  G=^  0,47394  =  ^—^  +  %t  =  kleinere  übermäss. Quarte, 

V  —  G=  0,56705  =  i  —  3q  +  t  =  alterirte  Quinte. 

Hieraus  folgt  ferner  auf  dieselbe  Weise : 

B  —  g=:  0,1 6992  =    2?  —  1    =  grosse  Secunde, 
/  —  j  =  0,321 93  =  t         =  grosse  Terz, 

V  —  g  =  0,41504  =     i  —  q     =  Quarte; 


% 
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woraus  endlich  sich  noch  ergiebt: 

/  —  B  =  0,i  5201  =  i  —  2q  +  t  =  kleiner  ganzer  Ton, 
V—B  =  0,2451 2  =     2  —  39     =  alterirte  kleine  Terz, 

und 

V  —  /  =  0,0931  i  =i  —  q  —  t  =  kleine  Secunde. 

Sämmtliche  hier  vorkommende  alterirte  Intervalle  sind  um  ein  syn- 
tonisches  Komma  kleiner  als  die  reinen. 


Nachträgliche  Bemerkung. 

In  den  §§  26 ,  27  und  S9  sind  zwei  Tonarten  übergangen,  die,  wenn  es  sich 
um  YoIlstUndigkeit  handelt,  gleiche  Berücksichtigung  verdienen  wie  die  übrigen  seltner 
in  Gebrauch  kommenden.  Es  sind  dies  Ces-dur  und  ^is-moll,  welche  die  gleiche  Vor- 
zeichnung haben  wie  resp.  ^^^-moll  und  C»-dur.  In  §  26  fanden  sich  nun  für  A^  die 
drei  verschiedenen  Werthe  796,  8f  4,  832.  Hieraus  erhält  man  drei  verschiedene  Sca- 
len tür  Ais-moW ,  von  denen  jedoch  nur  die  letzte  als  neue  Bestimmungen  6^=  95 
und  Ä*  =  <002  giebl.  —  In  §  27  giebl  Nr.  6  ...  c*  =  905,  woraus  eine  Scala  für 
Ce«-dur  folgt,  in  der  die  Werthe  f*  =  320,  ^4^  =  642  neu  sind,  welche  sich  jedoch 
auch  m  Nr.  n  und  4  2  finden.  —  In  §  29  endlich  erhalten  durch  Berücksichtigung  der 
genannten  Tonarten  die  beiden  Tabellen  S.  47  folgende  Zusätze: 

I.  Dur:      Grundton,  gr.  Secunde,  gr.  Terz,  Quarte,  Quinte,  gr.  Sexte,  gr.  Septime. 

c*,  452,  322,        445,        585,  737,  889. 

II.  Moll:     Grundton,  gr,  Secunde,  kl.  Terz,  Quarte,  Quinte,  kl.  Sexte >   kl.  Septime. 

i4«,  445,  263,        445,        560,  678,  848. 

Es  hat  also  nach  der  gewöhnlichen  akustischen  Tabelle  die  Scala  von  Ces-dur  dieselbe 
Form  wie  die  von  G-dur  und  weicht  demnach  in  der  gr.  Secunde  und  gr.  Septime  um 
ein  syntonisches  Komma  von  der  Reinheit  ab ;  i4ts-moll  dagegen  weicht  nur  in  der 
kl.  Septime  um  das  syntonische  Komma  ab ,  in  der  gr.  Secunde  und  Quinte  aber  um 

0,025  Octave  =  ^  g.  T. 
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BEITRÄGE 


ZUR 


KEMTNISS  DER  GEFÄSSKRYPTOGAMEN 


VON 


WILHELM  HOFMEISTER. 


L 


AMumdL  d.  K.  S.  Ges.  d.  Wiiienicb.  IV. 


I. 


DIE  ENTWICKELUNGSGESCHICHTE  DER  ISOETES  LACUSTRIS. 


£s  knüpft  sich  an  die  höheren  Kryptogamen  im  Allgemeinen  ein 
hervorragendes  botanisches  Interesse.  Sie  bilden  das  Mittelglied  zwi- 
schen den  beiden  grossen  Abtheilungen  des  Gewächsreichs ,  den  ge- 
schlechtslosen Kryptogamen  und  den  Phauerogamen.  Im  Vorgänge  bei 
der  Befruchtung  ähneln  sie  vor  allen  anderen  Pflanzen  den  Thieren  durch 
die  Hervorbringung  von  Samenfäden,  denen  der  Thiere  ähnlich  gestaltet, 
welche  durch  ihre  Berührung  eine  präexistirende  Zelle  zu  weiterer  Ent- 
Wickelung  anregen;  befruchten.  Die  Einfachheit  und  Uebersichtlichkeit 
des  Verlaufs  ihrer  Gefässbündel ,  die  Grösse  der  Zellen  ihrer  in  Zellen- 
vermehrung begriffenen  Theile,  vereint  mit  der  bunten  Mannichfaltigkeit 
im  Baue  ihrer  Vegetationsorgane  ,  eignet  sie  vorzugsweise  zur  Bearbei- 
tung der  schwierigen  Aufgabe :  die  Einzelnheiten  der  Entwickelung  zu- 
sammengesetzter Pflanzen  theile  zu  ergründen,  deren  Wachsthumsvorgänge 
auf  die  Vermehrung  der  einzelnen  Zelle  zurückzuführen.  Ihre  Unter- 
suchung wird  das  geeignetste  Vorstudium  sein  zu  der  noch  mühsameren 
Erforschung  der  Lebenserscheinungen  der  Pflanzen  mit  kleineren  Ele- 
mentarorganen,  mit  zahlreicheren  und  verwickelter  verlaufenden  Ge- 
fassbündeln. 

Eine  besondere  Wichtigkeit  aber  hat  für  die  botanische  Morpholo- 
gie die  Entwickclungsgeschichte  der  Isoeten.  Sie  sind  die  einzige  be- 
kannte Gattung  mit  ausnahmslos  unverzweigter  Hauptachse.  Sie  stehen, 
so  weit  die  Beobachtungen  reichen,  im  ganzen  Pflanzenreiche  vereinzelt 
durch  das  völlige  Unterbleiben  einer  nachträglichen  Zellenvermehrung 
in  den  Gliedern  des  Stammes.  Bei  anderen  Stengeln  mit  noch  so  un- 
entwickelten Internodien  erfolgt  nach  Anlegung  des  jüngsten  Sten- 
gelglieds, im  zweitjüngsten,  wohl  auch  noch  in  den  nächstbenachbarten 
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Interaodien  eine  wenn  auch  wenig  lebhafte  Vermehrung  der  Zellen  in 
der  Längsrichtung.  Bei  Isoetes  endet  mit  Anlegung  eines  Stammglieds 
dessen  Längenwachsthum  absolut.  l)ie  Entwickelüng  von  Adventivwur- 
zeln, anscheinend  in  niedersteigender  Folge,  die  Form  der  Holzmasse, 
vor  allem  aber  das  Dasein  eines  das  Holz  umschliessenden ,  die  ganze 
Lebensdauer  der  Pflanze  hindurch  thätigen  Mantels  von  Gambium  stellen  die 
Isoeten  in  scharfen  Gegensatz  zu  den  in  Bezug  auf  die  Fortpflanzungser- 
scheinungen ihnen  nächst  Verwandten.  Die  Vorgänge  bei  der  geschlecht- 
lichen Befruchtung  zeigt  Isoetes  mit  einer  Leichtigkeit  und  Klarheit,  wie 
keine  andere  der  diöcischen  GefUsskryptogamen.  — 

Seit  Hugo  von  Mohl  die  eigenthümlichen  "Wachsthumserschei- 
nungen  der  Isoäten  nachwies*^)  —  die  Entwickelüng  der  Adventivwur- 
zeln in  anscheinend  absteigender  Ordnung  zu  beiden  Seiten  einer ,  die 
untere  Fläche  des  abgeplatteten,  kuchenförmigen  Stammes  durchziehen- 
den Furche;  die  seltsame  Gestalt  des  Holzkörpers,  die  jährliche  Er- 
neuerung der  Kinde  durch  die  Lebensthätigkeit  iBiner  das  Holz  umge- 
benden Cambiumschicht  —  seit  jener  Zeit  ist  beinahe  unausgesetzt  die 
besondere  Aufmerksamkeit  der  Botaniker  der  interessanten  Gattung  zu- 
gewendet gewesen.  Alexander  Braun^  deutete  hin  auf  denZusam- 
menhang  der  y«  oder  Ys  Stellung  der  Wedel  junger  Pflanzen  mit  der 
zwei  -  oder  dreilappigen  Form  des  Stammes ;  er  entdeckte  die  wahre 
Natur  der,  von  frühem  Beobachtern^  für  zuföllige  seitliche  Verästelung 
genommene  regelmässige  Zweigabelung  der  Wurzeln.  JDie  auffallende 
Anordnung  derselben  am  Staniime  suchte  er  durch  die  Annahme  zu  er- 
klären, dass  ,,die  Wurzeln  bei  Isoetes,  anstatt  wie  gewöhnlich  nach 
aussen  aus  dem  Gef^sscylinder  hervorzubrechen,  im  Gegentheil  nach 
innen  sich  wendend  durchdringen.*'  —  Mettenius  gab^)  ziemlich 
gleichzeitig  eine  sehr  genaue  Beschreibung  des  Baues  der  reifen  Spore, 
und  sprach  die  Vermuthung  aus,  dass  die  Keimung  von  Isoetes  mit  der 
von  Selaginella  übereinstimmen  möge,  über  welche  letztere  er  zugleich/^) 
die  ersten  richtigen  auf  mikroskopische  Einzelnheiten  sich  beziehenden 


4)  Ueber  den  Bau  des  Stammes  von  Isoetes  lacustris  (Linnaea,  Jahrg.  4  8iO;  ver- 
mischte Schriften  botanischen  Inhalts,  S.  itt). 

2)  Weitere  Bemerkungen  über  Isoetes,  Flora  4  847,  S.  3S. 

3)  Bisch  off,  kryptogame  Gewächse,  Nürnberg  1828,  S.  4  0. 
4]  Ueber  Azolla,  Linnaea  4  847,  S.  269  ff. 

6)  a.  a.  0.  Anmerkung  zur  Seite  270. 
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Angaben;  veröffentlichte.  Ein  Jahr  darauflieferte  Karl  Müller  eine 
-Geschichte  de^£einlung  von  IsoStes  lacustris  J)  Er  beschreibt  die  grosse 
Spore  (deren  er  nur  in  ziemlich  vorgerücktem  Stadium  der  Entwicke- 
lung  vor  sich  hatte)  als  ein  vom  Exosporium  umschlossenes  zelliges 
Säckchen,  in  dessen  Hohlräume  das  Rudiment  des  Embryo  als  frei- 
schwimmende Zelle  auftritt ,  die  allmälig  zum  Zellenkörper  sich  umwanr 
delt.  Die  wesentlichsten  Irrthümer  dieser  Darstellung  berichtigte  Met- 
ten ins  sofort.^  Derselbe  that neuerdings ^  die  Gleichartigkeit  der  Kei- 

m  _ 

mang  von  Isoätes  mit  dei*  anderer  Gefässkryptogamen  schlagend  dar 
'  durch  die  EntdeK^kung  der  Bildung  von  Samenfäden  in  den  kleinen  Spo- 
.   ren ,  und  die  Schilderung  auf  dem  Prothallium ,  welches  in  den  grossen 
Sporen  sich  entwickelt ,  entstehender  Archegonien. 

Die  im  Nachstehenden  mitgetheilten  Untersuchungen  werden  die 
durch  Mettenius  und  Müller  aufgefundenen  Thatsachen  vervollstttn- 
digen  und  mit  den  von  M  o  h  1  geschilderten  verknüpfen.  Das  reiche  Ma- 
terial derselben  verdanke  ich  der  Güte  von  Mettenius/)  Alexander 
Bra*un.und  Gustav  Reichenbach.^ 

Die  grossen  Sporen  der  Isoätes  lacustris,  bei  ihrer  Entstehung  von 
Gestalt  emes  Tetraeders  mit  cpnvexer  Grundfläche ,  erlangen  gegen  die 
Reife  hin  durch  allmälige  Wölbung  auch  ihrer  übrigen  Flächen  nahezu 
Kugelform.  Die  zarte  primäre  Zellhaut  wird  von  einem  dicken  Exospo- 
rium umkleidet,  welches  auf  Durchschnitten  drei  Hauptschichten  zeigt: 
eine  innerste ,  glasartige ,  von  brauner  Farbe ,  massiger  Dicke ,  "welcher 
kürzere  und  längere  gegen  die  Pole  der  Spore  convergirende  Leisten 
aufgesetzt  sind..  Drei  längere  und  stärkere  solcher  Leisten ,  den  Berüh- 
rungskanten  der  Spore  mit  ihren  drei  Schwestersporen  entsprechend, 
vereiuigen  sich  auf  ihrem  Scheitel  unter  Winkeln  von  1 20®.  Sie  reichen 
bis  zum  Aequator  der  Zelle  und  schneiden  hier  eine  die  Spore  umgür- 
tende, etwas  niedrigere  Ringleiste.  Auf  diese  innerste  Schicht  des  Exo- 
sporium folgt  eiüe  dünnere  von  kömiger  Beschaffenheit  und  gelblicher 


.• 


\)  Berliner  botanische  ZeHong,  4848,  Sp.  897  ff. 

S)  Sp.  688  desselben  Jahrganges  der  botanischen  Zeitung. 

3)  Beiträge  zur  Botanik,  i.  Heft.  Heidelberg  4  850. 

4)  IsojStes  lacustris  lebend  in  allen  Altersstufen  aus  dem  Feldsee  im  Schwarzwalde, 
demselben  Standorte,  welcher  auch  Bischoff,  Mohl,  Braui^  und  Mettenius  den 
Stoff  Ihrer  Untersuchungen  lieferte. 

5)  Die  Arten  der  Mediterranflora  in  getrockneten  Exemplaren. 
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Färbung.  Ihr  ist  die  dicke,  äusserste  Hülle  aus  glasheller,  gallertartiger 
Masse  aufgelagert.  Sie  überzieht,  gleich  der  vorigen,  alle  leistenförmi- 
gen  Hervorragungen  der  innersten ,  glasigen  Schicht  des  Exosporium ; 
über  den  vier  Hauptleisten  ist  sie  besonders  stark  entwickelt  (T.  II  f.  1). 

Der  Stoff  des  Exosporium  verhält  sich  gegen  Reagentien  gleich  der 
Exine  der  Pollenkörner.  Schwefelsäure  giebt  den  inneren  Schichten 
röthliche  Farbe;  Kochen  in  Kalilauge  greift  sie  an.  Die  Gallertschicht 
wird  von  Mineralsäuren  und  ätzenden  Alkalien  rasch  zerstört.  Kohlen- 
saurer Kalk,  den  Schlei  den  nach  dem  Aussehen  trockener  Sporen  im 
ExospoHum  vermuthet,*)  ist  in  demselben  nicht  vorhanden,  wie  bereits 
Röper  angegeben.^  —  Der  Inhalt  der  reifen  Spore  verhält  sich  optisch 
und  chemisch  wie  ein  Gemenge  von  Oel  und  Eiweiss.  Eine  Spore ,  auf 
dünnem  Papier  zerdrückt ,  hinterlässt  einen  bleibend  durchscheinenden 
Flecken. 

Wenige  Wochen  nach  Freiwerden  der  Spore  aus  dem  durch  Ver- 
wesung seiner  Wand  sich  öfitaenden  Sporangium  beginnt  ihr  Innenraum 
sich  mit  Zellgewebe  zu  füllen.  Durchschnitte  geben  keinen  Aufschluss 
über  die  Art  dieser  Zellenbildung;  bei  Verletzungen  der  noch  nicht 
vollständig  von  geschlossenem  Parenchym  erfüllten  Spore  wird  ihr  In- 
halt zu  gestaltlosem  Breie.  Aber  schon  halbstündiges  Liegen  in  gesät- 
tigter Glycerinlösung  macht  das  Exosporium  hinreichend  durchscheinend, 
um  der  Innenwand  der  Spore  angelagerte,  abgeplattet -sphärische  An- 
häufungen einer  körnigen  Substanz  erkennen  zu  lassen  (T.  II  f.  1).  Es 
kann  keinem  Zweifel  unterliegen,  dass  diese  bei  Druck  auf  die  Spore 
zusammenfliessenden  Massen  körnigen  Schleim's  eben  gebildete  Prim- 
ordialzellen  (nackte  Primordialschläuche)  sind;  dass  somit  die  Bildung 
des  die  Spore  füllenden  Zellgewebes,  des  Prothallium,  durch  freie 
Zellbildung  erfolgt;  übereinstimmend  mit  der  Entstehung  des  Endo- 
sperms  der  Mehrzahl  der  Phanerogamen,  insbesondere  mit  der  Entwicke- 
lung  des  Eiweisskörpers  der  Coniferen.  Die  Bildung  von  starren  Zell- 
häuten scheint  erst  zu  der  Zeit  zu  beginnen,  da  der  gesammte  Inhalt 
der  Sporenzelle  in  Tochterzellen  sich  umgewandelt  hat. 

Wahrscheinlich  beginnt  diese  Zellbildung  in  der  Scheitelvvölbung 
des  Sporenraumes.   Zu  der  Zeit,  da  der  Widerstand  des  die  Spore  ge- 


i)  Gruiidzüge,  2.  Aufl.  Bund  IF.  S.  84. 

t)  luv  Flor9  Mecklenburfjs.  Band  I.  S.  125. 
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schlössen  ftolleDden  I^renchyms  die  Darstellnng  von  LKngsdurcbscbnilr- 
ten  eriaubt,  sind  die  Zellen  des  Scheitels  des  Prothallinm  weit  kleiner 
und  zahlreicher,  als  die  seines  Grundes.  Dies  lässt  schliessen,  dass  dort 
schon  vor  geraumer  Zeit  eine  Vermehrung  der  Zellen  begonnen  hat, 
welche  hier  weit  später  erst  und  mit  weit  minderer  Lebhaftigkeit  ein- 
treten wird.  —  Der  Inhalt  der  Zellen  des  Prothallium  unterscheidet  sich 
nicht  von  dem  der  reifen  Spore;  Zellenkerne  sind  in  der  dicken,  trtlben 
Flüssigkeit  nicht  wahrzunehmen.^) 

Während  der  Anlegung  des  Prothallium  verändert  sich  nicht  un- 
beträchtlich die  primäre  Zellhaut  der  Spore ;  besonders  in  ihrem  oberen 
Theile.  Sie  nimmt  an  Dicke  zu ;  auf  Durchschnitten  lässt  sie  eine  Zu- 
sammensetzung aus  mehreren  Schichten  erkennen.  Unschwer  lässt  sie 
sich  vom  Prothallium  abstreifen.  ^  Von  der  Fläche  gesehen ,  erscheint 
die  früher  gleichartige  jetzt  fein  gekömelt  —  alles  Erscheinungen ,  die 
in  (iberraschender  Gleichartigkeit  auch  am  Embryosack  der  Nadelhölzer 
sich  finden. 

Das  kugelförmige  Prothallium,  durch  Vermehrung  und  Dehnung 
seiner  Zellen  etwas  an  Masse  zunehmend ,  sprengt  die  obere  Hälfte  des 
EKOsporium  in  drei  Lappen,  indem  jede  der  drei  auf  dem  Scheitel  der 
Spore  zusammentreiTenden  Leisten  in  zwei  Längshälften  sich  trennt. 
Ein  kleiner  Theil  des  Scheitels  des  Prothallium  ^ —  drei  unter  Winkeln 
von  420^  zusammenstossende  sehr  spitze  Dreiecke  —  wird  dadurch 
frei  gelegt. 

Aus  der  Vermehrung  einzelner  Zellen  der  Oberfläche  dieser  blos 
gewordenen  Stellen  gehen  Archegonien  hervor ,  deren  erstes  ausnahms- 
los genau  auf  dem  Scheitel  des  Prothallimn  entsteht  (T.  II  f.  2).  Bleibt 
dieses  erste  unbefruchtet,  so  bilden  sich  noch' mehrere  in  von  ihm  ab- 
steigender Ordnung ;  über  acht  zählte  ich  in  keinem  Falle. 

Die  Mutterzelle  eines  Archegonium  theilt  sich  durch  eine  der  freien 
Aussenfläche  parallele  Wand ;  die  gleiche  Theilung  wiederholt  sich  in . 
der  äusseren  der  beiden  neugebildeten  Zellen.   Senkrechte  Längswände 


I)  Die  Undurchsichtigkeit  des  milchigen  Zellinbalts  ist  so  gross,  dass  sie  selbst 
bei  sehr  düDDea  Durcbschnilten  die  Erkennung  der  ZellengrSnzen  hindert,  solange 
das  PrSparat  in  reinem  Wasser  liegt.  Zusatz  concentrirter  Glycerinlösung  erzeugt 
schneller  eine  weit  vollstSndigere  Durchscheinenbeit  als  das  von  Mettenius  (Bei- 
ti^ge  zur  Botanik ,  Heft  1,8.  II)  empfohlene  Cblorcalcium. 

S)  Yergl.  Mettenius,  berliner  botan.  Ztg.  Jahrg.  1848,  Sp.  690. 
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theilen  darauf  die  obern  beiden  Zellen  in  je  zwei  Längshälflen  (T.  II 
f.  3  bei  a) ,  in  deren  jeder  sofort  eine  zur  letztentstandenen  rechtwink- 
lige Längswand  auftritt.  Die  unterste  Zelle  des  Archegonium  nimmt  an 
Grösse  etwas  zu;  sie  wird  zu  dessen  Centralzelle.  Von  den  sie  über- 
ragenden zwei  Doppelpaaren  viermal  kleinerer  Zellen  pflegt  das  untere 
sich  durch  Querwände  noch  einmal  zu  theilen  (T.  II  f.  3  bei  a}) ;  Aus- 
nahmen sind  selten. 

Während  dieser  Vorgänge  blättert  der  vom  Exosporium  unbedeckte 
Theil  der  primären  Membran  der  Sporenzelle  sich  allmälig  ab ,  vorher 
aufquellend.*)  Durch  Auseinanderweichen  der  vier  Längsreihen  von 
Zellen ,  welche  die  Centralzelle  des  Archegonium  decken ,  bildet  sich 
jetzt  ein  auf  diese  zuführender  offener  Gang  (T.  II  f.  5).  Noch  vor  des- 
sen Auftreten  entstand  in  ihr  eine  sphärische,  die  Mutterzelle  beinahe 
ausfüllende,  freie  Tochterzelle  (T.  II  f.  4 — 6).  Sie  ist  die  Anfangszelle 
der  neuen  Generation,  das  Keimbläschen,  befähigt  nach  Befruch- 
tung durch  die  in  den  kleinen  Sporen  erzeugten  Samenfäden  zu  einer 
neuen  wedel-  und  sporentragenden  Pflanze  der  Isoetes  sich  auszubilden. 

Zur  Umwandlung  in  ein  Prothallium  und  zur  Hervorbringung  von 
Archegonien  gelangen  alle  reifen  Makrosporen  der  Isoetes  lacustris. 
Eine  Weiterentwickelung,  die  Bildung  von  Embryonen  beblätterter 
Pflanzen  erfolgt  aber  nur  in  solchen,  die  zusammen  mit  Mikrosporen 
ausgesäet  wurden ,  analog  der  gleichen  Erscheinung  bei  den  Selaginel- 
len  und  den  Rhizöcarpeen.  —  Von  Mikrosporen  streng  getrennt  gehal- 
tene Prothallien  leben  lange,  bei  meinen  Versuchen  von  Anfang  Septem- 
ber bis  Mitte  März.  Einzelne  derselben  brachten  selbst  dann  noch  neue, 
normal  gebaute,  anscheinend  des  Befruchtetwerdens  fähige  Archego- 
nien hervor. 

Die  kleinen  Sporen  der  Isoäles  lacustris  haben  bei  der  Reife  die 
Gestalt  von  Kugelquadranten;  in  seltenen  Fällen  sind  sie  tetraedrischer 
Form.  Die  scharfen  Kanten  und  Ecken  der  Spore  werden  von  der  Exine 
gebildet ;  die  der  inneren  Sporenhaut  sind  stumpf  zugerundet.  Am  obe- 
ren wie  am  unteren  Ende  der  Spore  entwickelt  sich  das  Exosporium 


i )  Ein  besonders  überzeugendes  Beispiel  derartiger  Häutung  ganzer  Zellgowebs- 
massen  durch  Abwerfen  der  primären  Uaut  und  der  Verdickungsschichtcn  der  Ober- 
hautzellen gicbt  die  Wachsthumsgeschichte  der  Adventivwurzeln  einiger  Gräser,  ins- 
besondere der  Aoena  sativa. 
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zu  einer  warzigen  Spitze  (T.  II  f.  8, 9);  den  Berührungskanten  der  Spore 
mit  den  drei  Schwestersporen  entlang  zu  einer  weit  vorgezogenen, 
schneidigen  Falte  (T.  II  f.  7).  Die  Aussenfläche  der  Exine  ist  aufs  feinste 
gekOrnelt ,  fast  glatt ,  ihre  Farbe  ein  lichtes  Gelbgrau. 

Der  Inhalt  der  Völlig  entwickelten  kleinen  Spore  ist  feinkörniges 
Protoplasma,  in  dem  viele  kleinere  Oeltropfen  enthalten  sind.  Bei  durch- 
fallendem Lichte  erscheint  das  Gemenge  der  sehr  verschieden  licht- 
brechenden Flussigkeften  fast  undurchsichtig.  Im  Mittelpunkt  der  Spore 
schwebt  ein  kugeliger  Zellenkern  von  schal*fen  Umrissen,  mit  durch- 
sichtiger Inhaltsflüssigkeit  (T.  II  f.  7). 

Etwa  vier  Wochen,  nachdem  die  Mikif)sporen  durch  Verwittern 
der  Wand  der  Sporangien  frei  wurden,  theilt  sich  der  Primordialschlauch 
der  Zelle  in  zwei  bis  vier  Portionen ,  welche  zu  Tochterzellen  sich  indi- 
vidualisiren  (T.  II  f.  8).  Bisweilen  erfüllen  die  Theilhalften  des  Primor- 
dialschlauchs  die  Mutterzelle  vollständig ;  die  von  ihnen  ausgesonderten 
Zell  wände  erscheinen  dann,  soweit  sie  den  Berithrungsflächen  zweier 
Primordialschlauch-Hälften  entsprechen,  als  der  Innenwand  der  Spo- 
renzelle angesetzte  Scheidewände  (T.  II  f.  9).M  Häufiger  aber  ist  die 
Theilung  des  Primordialschlauchs  mit  einer  Zusammenziehung  dessel- 
ben auf  kleineren  Raum  verbunden ;  ^  die  Tochterzellchen ,  von  abge- 
plattet ellipsoidischer  Form ,  liegen  frei  im  Innenraume  der  Spore.  In 
der  Inhaltsflüssigkeit  der  Tochterzellen  zeigen  sich  jetzt  zahlreiche  sehr 
kleine  Amylumkörperchen. 

Jedes  dieser  Zellchen  erzeugt  in  seinem  Inneren  eines  bis  zwei 
linsenförmige  Bläschen,  in  deren  jedem  ein  in  rechtsläufiger  Spirale 
aufgerollter  Faden  aus  mit  Jod  skh  bräunender  Substanz  entsteht  (T.  II 
f  11).  Sein  eines  Ende  ist  massig  verdickt,  das  andere  in  eine  faden- 
förmige Spitze  ausgezogen.  Hat  er  seine  volle  Ausbildung  erreicht,  so 
werden  die  Spore  und  ihre  Tochterzellchen  durch  Anschwellen  des  In- 
halts gesprengt;   die   linsenförmigen  Mutterbläschen   der  Samenfäden 


1)  In  solcher  Weise  getheilte  Sporen  gleichen  vollkommen  den  ellipsoidischen 
Zellkörperchen ,  welche  aus  den  Mikrosporen  führenden  Sporangien  der  Salvinia  natans 
im  Frühjahre  hervorbrechen ,  und  in  deren  Fächern  die  MuUerbläschen  der  Samenfä- 
den entstehen  (S.  109  meiner  Schrift  ,, Vergleichende  Untersuchungen  der  Entwicke- 
lung  höherer  Kryptogamen"  u.  s.  w.  Leipzig  1851). 

2)  Analog  dem  Vorgänge  bei  der  Sporenbiiduug  von  Leber-  und  Laubmoosen 
(Pellia  und  Phascum;  a.  a.  0.  S.  20,  73). 
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kommea  frei  in  den  nach  Aussen  geöffneten  Raum  der  Spore  zu  liegen. 
Bald  zerreisst  auch  die  (mit  Jod  sich  bläuende)  Membran  des  Bläschetis 
selbst;  das  eine  Ende  des  Samenfadens  tritt  aus  dem  Risse  hervor  und 
beginnt  sofort  eine  lebhaft  schwingende ,  das  Mutterbläschen  in  rasche 
Drehung  setzende  Bewegung  (T.  II  f.  12).  Endlich  entringt  sich  der 
Faden  dem  Bläschen  vöUig ;  seine  spiraligen  Windungen  entfernen  sich 
etwas  von  einander.  In  fortwährender  Drehung  um  die  Achse  seiner 
Spirale  schlüpft  er  aus  der  geborstenen  Spore  und^ewegt  sich  im  Was- 
ser umher,  mit  dem  dicken  Ende  voraus,  das  dünnere  nachschleifend 
(T.  II  f.  13 — 15).*)  Seine  Bewegungen  sind  wenig  schneller,  als  die 
der  SpermatozoYden  der  Moose.  ^ 

Wird  der  Samenfaden  durch  Jod  getödtet ,  so  lässt  sich ,  bei  gün- 
stiger  Beleuchtung,  eine  geringe  Zahl  seinen  vorderen  zwei  Windungen 
ansitzender  äusserst  feiner  Wimpern  erkennen  (T.  II  f.  16,  17).  Zusatz 
färbender  Stoffe  zum  Wasser,  in  welchem  Samenfäden  sich  bewegen, 
zeigt ,  dass  während  des  Lebens  dieser  jene  Wimpern  lebhaft  schwin- 
gen. —  Die  Dauer  der  Bewegung  der  Sperma tozolfden  von  Isoetes  über- 
stieg bei  meinen  Beobachtungen  in  keinem  Falle  drei  Stunden. 

Ende  August  ausgesäete  Mikrosporen  entliessen  die  ersten  Samen- 
fäden Mitte  September ;  die  Erzeugung  von  SpermatozoYden  dauerte  bis 
in  den  Januar.  Dag  Wasser  der  Gefässe,  in  welche  ich  grosse  und  kleine 


i)  Der  Forscher,  dem  die  Lehre  von  den  selbstbewegrichen  Fortpflanzungsorga- 
Den  der  Rryptogamen  die  neuesten  Bereicherungen  verdankt,  T  hur  et,  steht  im  Wi- 
derspruche mit  andern,  diesen  Gegenstand  behandelnden  Botanikern,  insbesondere 
mit  mir,  indem  er  für  erwiesen  annimmt,  dass  das  hintere  Ende  der  Samenftideo  der 
Charen ,  Moose  und  Gefässkryptogamen  verdicR  sei  und  stumpf  ende.  Das  Dasein  ei- 
nes  lang  fadenn)rmigen  Schwanzes  stellt  er  in  Abrede  {Aunales  des  sc.  natur,  Serie  FIJ. 
Tome  XVI).  Es  ist  misslich,  einem  so  trefflichen  Beobachter,  wie  Thuret,  zu  wider- 
sprechen. Ich  habe  geglaubt,  auf  Erscheinungen  der  Art  das  meiste  Gewicht  legen  zu 
müssen ,  wie  ich  f.  i  i  der  T.  I  abbilde :  das  hintere  Ende  des  Samenfadens  ist  an  ei- 
nem kleinen  Gegenstande ,  dem  eigenen  MuUerbläschen  z.  B.  kleben  geblieben ,  und 
dieser  wird  bisweilen  auf  linienweiter  Entfernung  vom  Samenfaden  nachgeschleppt. 
Aehnliches  sah  ich  bei  Pellia,  bei  FarrnkrSutem  und  Equiseten.  Thuret  erwähnt  aus- 
drücklich der  undeutlichen  Umrisse  und  der  schleimigen  Beschaffenheit  des  keuligen 
Hinterendes  der  SpermatozoVden.  Bestände  dasselbe  aus  so  weichem,  halbdüssigen 
Schleime,  dass  er  bei  Anhaften  irgendwo  in  lange  Fäden  sich  ausziehet,  so  würde  der 
Widerspruch  Thuret's  und  meiner  Angaben  sich  befriedigend  erklären. 

i)  Mettenius,  der  Entdecker  der  Spermatozoiden  von  Isoetes,  weist  hin  auf  die 
Trägheit  ihrer  Bewegungen  in  Vergleich  mit  den  reissend  schnellen  derer  der  Farrn. 


Bbitkagb  zur  Eenntkiss  dbr  GbfAsseryptogaiibn.  f  3f 

Sporen  ausgesHet ,  wimmelte  von  Samenftklen  an  einigen  Tagen  Mitte 
Oktobers.  Der  dünnflüssige  Schleim,  welcher  den  Mündongdcanal  reifer 
Archegonien  ansfüllt,  umschloss  zu  dieser  Zeit  öfters  Oidliche  Körper 
fester  schleimigen  StoflPes,  welche  füglich  die  Reste  bewegungslos  ge- 
wordener Spermatozoiden  sein  konnten. 

Die  erste  Erscheinung,  welche  den  Beginn  der  Entwickelnng  eines 
Embryo  in  einem  Archegonium  anzeigt ,  ist  die  Theilung  des  befruchte- 
ten Keimbläschens  durch  eine  gegen  die-  Längsachse  des  Archegonium 
etwas  geneigte  transversale  Scheidewand  (T.  11  f.  18 — ^20).  Wahrend 
der  Bildung  dieser  dehnt  sich  das  Keimbläschen ,  oft  nicht  unbeträcht- 
lich ,  in  zur  Längsachse  des  Archegonium  rechtwinkliger  Richtung.  Von 
den  beiden  Theilhälften  des  befruchteten  Keimbläschens  wird  —  vWe 
bei  fast  jeder  vegetativen  Zellvermehrun^ ,  nach  Verschwinden'  des  pri- 
mären Kernes  der  Zelle  und  Auftreten  zweier  neuer  (T.  11  f.  20)  —  zu- 
nächst die  untere  (T.  III  f.  2) ,  darauf  auch  die  obere  getheilt  durch  eine 
die  erst  entstandene  unter  rechtem  Winkel  schneidende  Wand  (T.  II  f. 
81).  —  Die  aus  nur  zwei  bis  vier  Zellen  bestehende  Anlage  zum 
Embryo  der  neuen  Generation  hat  die  Form  eines  liegenden  Eyes ;  in 
Richtung  ihrer  Längsachse  betrachtet  (T.  II  f.  1 8,  1 9)  erschemt  sie  nicht 
grösser,  als  das  unbefruchtete  Keimbläschen.  Aber  sie  hat  bereits  be- 
gonnen durch  ihre  Längsdehnung  zerstörend  einzugreifen  in  das  Ge- 
webe des  Prothallium. 

Wie  in  zahlreichen  ähnlichen' Fällen —  bei  Entwickelung  der  noch 
im  Prothallium  verborgenen  Keimpflanze  der  Farm,  beim  Eindringen 
des  unteren  Endes  der  Moosfrucht  in  die  sich  bildende  Vaginula ,  bei 
dem  Verdrängen  des  Endosperms  durch  den  heranwachsenden  Embryo 
vieler  Phanerogamen  —  zeigen  die  dem  rudimentären  Embryo  nächst 
benachbarten  Zellen  des  Prothallium  eine  ziemlich  lebhafte  Vermehrung» 
bevor  sie  aufgelockert,  von  der  sich  entwickelnden  Keimpflanze 
verdrängt  und  endlich  aufgelöst  werden.  Der  Embryo  erscheint  auf 
seinen  ersten  Entwickelungsstufen  von  einem  Gewebe  sehr  enger 
Zellen  umschlossen  (T.  II  f.  21).  Schon  während  der  ersten  Theilun- 
gen  des  befruchteten  Keimbläschens  sterben  die  Mündungszellen  sei- 
nes Archegoniiun  ab;  ihre  lohaltsflUssigkeit  wird  wasserklar,  ihre  Wan- 
dungen nehmen  die  tiefbraune  Farbe  an,  welche  todten  Zellmem- 
branen von  Gefösskryptogamen  so  allgemein  zukommt.  Aehnliche 
Veränderungen  gehen  bisweilen  in  -  den  Zellen  der  Oberfläche  des  Pro- 
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ihallium  vor  sich,  die  der  Archegonienmündung  angränzen  (T.  II  f.  21  ; 
T.  JII  f.  1—7). 

In  den  seltensten  Fällen  wird  mehr  als  ein  Archegonium  desselben 
Prothallium  befruchtet.  Die  übrigen  verkümmern ;  der  Inhalt  ihrer  Cen- 
tralzellen  verschrumpft  zu  einem  unregelmässig  gestalteten  Ballen  dun- 
kelbrauner  Substanz;  alle  Zellenmembranen  des  Archegonium  bräunen 
sich;  eine  Färbung,  welche  dann  und  wann  auch  auf  die  Häute  an- 
gränzender  ZeHen  des  Prothallium* übergeht  (T.  II  f.  21). 

Das  vierzellige  Rudiment  des  Embryo  wächst  gegen  den  Mittel- 
punkt des  kugeligen  Prothallium  hin  durch  wiederholte  Theilung  seiner 
dem  Ausführungsgange  des  Archegonium  abgewendeten  Zellen.  Gleich- 
zeitig beginnt  eine  lebhafte  Vermehrung  der  eiqen  seitlichen  Zelle, 
welche  das  spitzere  Ende  der  eyförmigen  Embryoanlage  einnimmt.  Sie 
theilt  sich  durch  eine  verticale  zur  horizontalen  Achse  des  Embryo 
spitzwinklige  Wand.  Die  äussere  der  neu  entstandenen  Zellen  wird 
durch  eine  der  letztgebildeten  Wand  rechtwinklig  angesetzte  senkrechte 
Scheidewand  sofort  aufs  Neue  getheilt.  In  der  jeweiligen  Scheitelzelle 
des  auf  solche  Weise  hervortretenden  Auswuchses  des  Embryo  wie- 
derholt  sich  längere  Zeit  hindurch  die  Theilung  durch  wechselnd  nach 
zwei  Richtungen  geneigte  Wände  (T.  III  f.  4,  5,  8),  Diese  bis  zu  einem 
gewissen,  Punkte  istetig  sich  verlängernde  seitliche  Sprossung  der  rudi- 
mentären jungen  Pflanze  ist  der  erste  Wedel.  *) 


I )  Der  Ausdruck  „W  edel"  ist  nicht  wohl  zu  entbehren  für  die  das  Laub  darstellen- 
den seitlichen  Sprossungen ,  gemeinhin  beschrUnkter  LSngsentwickelung,  der  Haupt- 
achse der  grossen  Mehrzahl  der  Gefösskryptogamen.  Eine  wissenschaftliche  Bedeutung 
kann  dem  Worte  gegeben  werden  durch  seine  ausschliessliche  Anwendung  auf  Zweige 
begrSnzten  Wachsthums  uiid  blattUhnlicher  Bildung.  In  diesem  Sinne  mögen  die  Sten- 
gel der  Marchantieen  und  Riccieen,  die  blatUosen  Halme  vieler  Juncus- Arten,  die  blatt- 
artigen Zweige  von  Ruscus  u.  A  mit  Fug  und  Recht  Wedel  genannt  werden.  —  Die 
Farrnwedel  für  Blätter  zu  erklären,  dawider  spricht,  wie  ich  anderen  Orts  (S.  88  mei- 
ner  Schrift  „Vergleichende  Untersuchungen  höherer  Kryptogamen"  u.  s.  w.  Leipzig 
1854)  erörtert,  das  Vorkommen  von  Sprcubl3ttern  auf  den  Wedeln  aller  Farrn  im  eng- 
sten Sinne ;  die  Entwickelung  des  fruchttragenden  Wedels  der  Ophioglosscn  und  Bo- 
trychien  aus  dem  sterilen ;  vor  Allem  aber  die  Entstehung  neuer  JahrgUnge  von  We- 
deln der  Ophioglosseen  als  Adventivsprossen  (Vergleichende  Untersuchungen  T.  XVI 
f.  28) ,  aus  der  Vermehrung  von  Zellen  des  untern  Endes  des  Gef^ssbündels  des  nächst 
älteren  Wedelpaares  ,  analog  der  Bildung  neuer  Jahresschossen  des  Tamus  elephantipes 
(Mo hl,  Vermischte  Schriften  S.  4  86 ;  —  will  man  die  Entstehung  von  Advenlivspros- 
sen  an  bestimmt  vorgezeichneten  Stellen  im  Innern  des  Gewebes  zum  Vergleichungs- 
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Die  aus  der  Theilung  der  (primären)  Scheitelzelle  des  Wedels  her- 
vorgehenden Zellen  zweiten  Grades  werden  durch  radiale  Längswände 
getheilt.  Jede  der  tertiären  Zellen  theilt  sich,  durch  den  Sehnender 
gewölbten  freien  Aussenflächen  parallele  Wandungen,  in  eine  innere 
und  eine  äussere  Zelle.  In  der  letzteren  tritt  eine  zur  nächst  vorher  ent- 
standenen rechtwinklige ,  in  Bezug  .auf  die  Längsachse  des  Wedels  ra« 
diale  Wand  auf ;  acht  peripherische  Zellen  umschliessen  nahe  unter  der 
fortwachsenden  Wedelspitze  vier  axile.  Die  ursprunglich  von  oben  und 
unten  abgeplattete  Gestalt  des  Wedels  (T.  III  f.  3,  10,  H)  wandelt  sich 
durch  diese  Zellenvermehrung  allmälig  in  die  konische  um  (T.  III  f.  13). 
Durch  wiederholte  Theilung  der  Zellen  seines  Umfanges  mittelst  radialer 
Längswände,  wechselnd  mit  solchen  den  Tangenten  der  freien  Aussen- 


punkte  nehmen ,  so  ist  auch  die  normale  Verzweigung  der  Equisetaceen  als  ähnlicher ' 
Fall  anzuführen:  [Vergleichende  Untersuchungen  S.  94]).  Noch  deuUicher  für  die 
Zweignatur  der  Wedel  redet  vielleicht  die  Entwickelungsgeschichte  der  bei  Ophioglos- 
sum  hSufig  erscheinenden  Wurzelbrut.  Aus  der  Vermehrung  einer  Cambialzelle  des 
Gefössbündels ,  welche^  die  LSngsachse  der  weit  kriechenden  Adventivwurzel  durch- 
zieht, geht  ein  rudimentärer  Wedel  hervor,  dessen  Vorderseite  ein  zweiter  Wedel 
entspriessl ,  noch  während  der  erste  im  Parenchym  der  Wurzelrinde  verborgen  ist.  — 
Es  kann  kein  Grund  wider  die  Zweignatur  der  Wedel  sein ,  dass  sie  nachweislich  nicht 
in  den  Achseln  von  Blättern  (Spreuschuppen)  der  Hauptachse  entstehen.  Die  aus  den 
Wachsthumserscheinungen  der  Phanerogamen  abgeleiteten  morphologischen  Regeln  — 
Regeln ,  die  zudem  nicht  ohne  weilgreifende  Ausnahmen  sind  (ich  erinnere  an  das 
Verhäitniss  des  Pedunculus  der  Asclepiadeen  zu  dem  mit  ihm  auf  gleicher  Höbe  ent- 
springenden Blattpaarc)  —  können  nicht  ohne  Weiteres  auf  die  Kryplogamen  ange- 
wendet werden.  Aechte  Dichotomie,  Gabelung  der  Endknospe  oberhalb  der  jüngsten 
Blätter  ist  eine  sehr  vielen  Kryptogamen,  namentlich  den  Selaginellen  und  den  Lyco- 
podien ,  normal  zukommende  Lebenserscheinung. 

Minder  klar,  als  die  Zweignatur  der  Wedel  der  PoFypodiaceen ,  ist  die  Wedelna- 
tur des  pfriemlicben  Laubes  der  Isoeteen.  Es  steht  ihr  entgegen  die  (von  Karl  Mül- 
ler bereits  hervorgehobene:  Berliner  botan.  Zeitg. ,  Jahrg.  iSiS  Sp.  335)  Aehnlich- 
keit  des  Lebensproccs^es  des  Nebenblattes  der  Selaginellen  mit  dem  Spreublatte  (der 
Schuppe)  der  Iso<ileen.^  Die  Art  der  Entwickelung  beider  Organe  ist  indess  insofern 
eine  etwas  verschiedene ,  als  das  Spreublatt  der  Isoeten  aus  Vemlehrung  einer  einzi- 
gen Zelle ,  das  Nebenblatt  der  Selaginellen  aus  Vermehrung  einer  Zellreihe  hervorgeht. 
—  Dass  ich  Organe ,  die  so  viel  Gleichartiges  zeigen ,  wie  die  Blätter  von  Selaginella 
und  die  Wedel  von  IsoiJtes,  in  dem  einen  Falle  Blätter,  im  anderen  Zweige  nenne, 
beruht  einestheils  auf  der  Uebereinslimmung  des  ersten  Wedels  des  Isoetes-Embryo 
in  Entwickelung  und  zum  Theil  auch  in  Stellung  mit  dem  ersten  Wedel  der  Farm; 
andemtheils  darauf,  dass  bei  Isoetes  dem  Wedel  die  Fruchtbildung  zugetheilt  ist,  die 
bei  Selaginella  ausschliesslich  dem  Stengel  obliegt ;  an  der  die  Blätter  entschieden  kei- 
ueu  Theü  haben. 
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wände  parallelen  wächst  der  Wedel  ferner  in  die  Dicke.  Hat  er  eine 
gewisse  Stufe  der  Entwickelung  erreicht ,  so  wird  sein  Längpnwachs- 
thum  sehr  beschleunigt  durch  den  Eintritt  einer  Quertheilung  seiner 
meisten  Zellen.  Diese  Vermehrung  hebt  an  nahe  unter  der  Spitze  des 
Wedels  und  schreitet  von  da  vor  einerseits  gegen  die  Basis ,  andrerseits 
gegen  den  Scheitel ,  insofern  sie  in  die  nach  ihrem  Beginn  gebildeten 
Zellen  der  Wedelspitze  sich  fortsetzt.  Die  Zellen  des  Umfangs  theilen 
sich  zuerst;  von  ihnen  rückt  die  Vermehrung  gegen  die  Längsachse, 
ohne  die  vier  dieser  angrenzenden  Zellreihen  zu  erreichen.  Diese  blei- 
ben doppelt  so  lang,  als  die  Zellen  der  peripherischen  Schichten;  sie 
sind  bestimmt,  durch  wiederholte  Längstheilungen  später  zum  Gefäss- 
bttndel  sich  umzubilden  (T.  HI  f.  1 3). 

Der  er^te  Wedel  spreizt  entweder  rechtwinklig  von  der  Längsachse 
des  Archegonium  und  des  Embryo  (T.  HI  f.  5,  13);  oder  er  strebt  auf- 
wärts ,  oft  in  so  spitzem  Winkel ,  dass  sein  Scheitel  in  die  obere  Wöl- 
bung der  Centralzelle  des  Archegonium  sich  drängt  (T.  III  f.  3,  6,  8). 
Dieser  Fall  ist  der  häufigste;  sehr  selten  dagegen  richtet  der  Wedel  sich 
abwärts ,  gegen  das  Centrum  des  Prothallium  (T.  IH  f.  7). 

Schon  zu  der  Zeit ,  da  der  Wedel  in  Richtung  seiner  Längsachse 
nur  vier  bis  sechs  Zellen  zählt ,  beginnt  die  freie  Aussenwand  der  einen 
Zelle  sich  blasig  zu  wölben,  welche  die  Mitte  des  Grundes  der  oberen, 
dem  Scheitel  des  Prothallium  zugewendeten  Wedelfläche  einnimmt  (T. 
III. f.  10).  Die  Ausstülpung  schwillt  zu  einem  an  der  Ober-  und  Unter- 
seite abgeplatteten  EUipsoXd  an ,  und  wird  durch  eine  Scheidewand 
vom  ursprünglichen  Räume  der  Mutterzelle  getrennt  (T.  III  f.  11).  Die 
rundliche,  einem  kolbigen  Haare  nicht  unähnliche  Zelle,  welche  der 
Basis  der  Vorderseite  des  Wedels  nun  ansitzt,  ist  die  Anfangszelle  des 
einzigen  Spreublattes  (Schuppe  der  Autoren) ,  welches  er  hervorbringt. 
Ihre  ersten  Theilungen  ähneln  völlig  denen  der  Zelle  ersten  Grades  ei- 
ner Brutknospe  von  Marchantia  oder  Lunularia.  *)  Die  Zelle  wird  zwei 
bis  dreimal  durch  Querwände  getheilt ,  welche ,  zur  künftigen  Längs- 
linie des  Spreublatts  rechtwinklig ,  auf  dessen  Flächen  senkrecht  stehen 
(T,  III  f.  12).  Demnächst  theilt  sich  die  Scheitelzelle,  nach  ihr  auch 
die  tieferen  Zellen  durch  eine  zur  vorher  gebildeten  Querwandrechtwink- 
lige Längswand.   Die  Theilhälflen  vermehren  sich,  nach  dem  Auftreten 
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neuer  Querwttade  ia  jeder  der  beiden  oberen  (T.  VIII  f.  7),  durch  die 
Entstehung  den  freien  Aussenrändern  des  Spreublatts  paralleler  Wände, 
denen  in  den  äusseren  der  neugebildeten  Zellen  zum  Aussenrand  recht- 
winklige Scheidewände  folgen.  Das  Organ,  jetzt  stumpf-spatelfönnig 
(T.  X  f.  4,  6),  föbrt  fort,  die  Zahl  seiner  Zellen  durch  Theilung  derer 
seines  Umfangs  mittelst  ziemlich  regelmässig  wechselnd  längs  und 
quer  gestellter  Wände  zu  vermehren.  Diese  Thätigkeit  der  Zellen  endet 
weit  früher  an  der  Spitze  des  Blattes,  als  an  seiner  Basis.  Hier  findet 
eine  (intercalare)  Vermehrung  der  Zellen  vorwiegend  in  die  Länge  statt, 
noch  geraume  Zeit,  nachdem  die  Theilungsßihigkeit  der  Zellen  der  Blatt- 
spitze aufhörte. 

Alle  diese  Theilungswände  stehen  senkrecht  auf  den  Flächen  des 
Spreublattes.  Schon  früh  aber  treten  auch  den  Flächen  der  Schuppe 
parallele  Wandungen  in  den  Zellen  ihrer  Mitte  auf  (T.  III  f.  13;  T.  IV 
f.  1).  Von  hier  rückt  diese  Theilung  vor  gegen  die  in  inteiicaler  Längs- 
und Breitenvermehrung  begriffenen  Zellen  des  Blattgrundes.  In  den  der 
Basis  nächsten  wiederholt  sie  sich  bisweilen,  so  dass  hier  das  erste 
Spreublatt  aus  drei,  im  Uebrigen  aus  zwei  Zellschichten  besteht,  mit 
Ausnahme  des  Randes  und  der  Spitze,  die  stets  eine  einfache  Zelifläche 
darstellen.  Einzelne  Zellen  des  Randes  wachsen  zu  ziemlich  langen 
spitzen  Papillen  aus. 

In  allen  Hauptpunkten  stimmt  die  Entwickelung  der  Schuppe  von 
Isoetes  überein  mit  der  der  Spreublätter  der  Farrnkräuter.  Nicht  allein 
ist  die  Regel  der  frühesten  Vermehrung  der  einzigen  Anfangszelle  bei 
beiden  wesentlich  die  Gleiche  —  sie  beruht  bei  beiden  auf  dem  Wech- 
sel unter  einander  rechtwinkliger  Längs  -  und  Quertheilungen ;  —  son- 
dern beide  haben  mit  einander  auch  gemein  den  späteren  Eintritt  inter- 
calarer  Zellenvermehrung  des  Grundes,  die  Art  der  Vermehrung  der 
Zellschichten  der  Mitte,  endlich  die  dem  Organe,  dessen  Anhängsel 
sie  sind ,  rasch  vorauseilende  Entwickelung  und  den  zeitigen  Tod. 

Unmittelbar  nach  der  Anlegung  des  Spreublattes  beginnt  am  Grunde 
des  Wedels  die  Bildung  einer  die  Schuppe  und  einige  Zellen  unter  ihr 
umfassenden  Scheide.  Zunächst  durch  Wölbung  nach  aussen  der  freien 
Aussenwände  eines  jene  Theile  umgebenden  Kranzes  von  Zellen  (T.  III 
f.  10,  11)  bildet  sich  eine  gegen  die  Vorderfläche  des  Wedels  geöffnete 
hufeisenförmige  wulstige  Erhebung  (T.  III  f.  12),  welche  bei  Eintritt 
der  intercalaren  Zellehvermehrung  der  Wedelbasis  durch  je  in  den 
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Scheitelzellen  sich  wiederholende  Theilung  mittelst  wagrechter  Wände 
zur  ziemlich  hohen  Ringscheide  emporwächst  (T.  III  f.  13;  T.  IV  f.  1). 

An  der  Ursprungsstelle  des  Spreublattes  wachst  der  Wedel  nicht 
m  die  Dicke;  dicht  über  dem  Grunde  erscheint  seine  Vorderseite  schräg 
einwärts  gebogen  (T.  in  f.  12,  13;  T.  IV  f.  1).  In  seinem  untersten 
Theile  wird  das  ihn  durchziehende  Gef^ssbündel  excentrisch ,  der  Vor- 
derfläche nahe  gerückt. 

Die  primäre  Achse  der  Keimpflanze ,  welche  beim  Auftreten  des 
ersten  Wedels  aus  nur  wenigen  Zellen  bestand ,  hat  während  der  Ent- 
faltung jenes  und  der  Bildung  seines  Spreublatts  an  Länge ,  wie  an  Um- 
fang erheblich  zugenommen,  mehr  noch  durch  Dehnung,  als  durch 
Vermehrung  ihrer  Zellen.  Sie  stellt  jetzt  eine  halbkugelige,  gegen  den 
Mittelpunkt  des  Prothallium  gerichtete  beträchtliche  Hervorragung  des 
Embryo  dar,  deren  einer  Seitenfläche  der  Wedel  ansitzt  (T.  III  f.  1, 
2,  4,  12,  13). 

Auch  an  ihrer  entgegengesetzten  Seitenfläche  hat  jetzt  ein  Zellver- 
mehrungsprozess  begonnen:  die  Anlegung  der  ersten  Wurzel,  einer 
Adventivwurzel,  gleich  allen  Wurzeln  der  Geftisskryptogamen.  Ihre 
Entwickelung  hebt  an  mit  der  Vermehrung  einer  Zelle  des  inneren  Ge- 
webes des  Embryo :  —  der  durch  eine  Zellschicht  von  der  Oberfläche 
der  Keimpflanze  getrennten  Zelle ,  welche  der  Anfangszelle  des  ersten 
Wedels  gegenüber  hegt  (rc.  der  f.  12  der  T.III).  Diese  Zelle  theilt  sich  in 
dauernd  wiederholter  Folge  durch  einander  gegenständige  Querwände, 
bildet  wechselnd  über  und  unter  der  primSren  Zelle  liegende  Zellen 
zweiten  Grades.  Die  unteren  entstehen  durch  das  Auftreten  einer  nach 
unten  schwach  convexen  Wand ;  sie  haben  bei  der  Bildung  die  Form 
von  Menisken.  Ihre  Vermehrung  erfolgt  nach  nur  zwei  Richtungen ;  alle 
in  ihnen  sich  bildenden  Scheidewände  stehen  senkrecht  auf  der  ge- 
wölbten oberen  und  unteren  Fläche  der  Zelle ,  deren  gesammte  Nach- 
kommenschaft je  eine  der  in  einander  geschachtelten  kappenförmigen 
Zellschichten  darstellt ,  welche  die  äusserste  Spitze  der  Wurzel  umhül- 
len und  während  des  Wachsthums  derselben  allmälig  von  aussen  her 
sich  abblättern  (T.  III  f.  13;  T.  IV  f.  1,  2).  —  Bevor  nach  Bildung  einer 
unteren  secundären  Zelle  die  Zelle  ersten  Grades  durch  eine  der  letzt- 
entstandenen Scheidewand  gegenständige  sich  theilt ,  treten  in  ihr  auf 
dreimal  hinter  einander  der  Längsachse  der  Wurzel  parallele  Wände, 
deren  eine  der  Aussenseile  der  Wurzel  (der  dem  Vegetationspunkte  der 
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Keimpflanze  abgewendeten)  zugekehrt  ist.   Die  beiden  anderen  Theil-  * 
wände  sind  rechtwinklig  zu  dieser.  So  bilden  sich  drei  seitliche  Zellen 

# 

zweiten  Grades ,  welchen  die  Entstehung  einer  nlinder  hohen  oberen, 
durch  Theilung  der  primären  Zelle  mittelst  einer  Querwand  nachfolgt 
(T.  XIII  f.  1 — 4).  Ich  werde  die  ersteren  drei  die  äusseren,  die  zweite 
die  innere  der  oberen  secundären  Zellen  nennen.  Beide  Arten  von  obe- 
ren Zellen  zweiten  Grades,  die  seitlichen  wie  die  ihnen- nachfolgenden, 
vermehren  sich  nach  allen  drei  Richtungen.  Ihre  Theilungen  wiederho- 
len sich  öfter  und  dauern  länger  an ,  als  die  der  unteren  secundären 
Zelle ,  welche  4er  nämlichen  Theilungsperiode  der  primären  angehört. 

Die  Bildung  seitlicher  Zellen  zweiten  Grades  zieht  eine  sehr  be- 
trächtliche einseitige  Verdickung  der  Wurzel  nach  sich.  An  ihrer,  der 
künftigen  Ursprungsstelle  der  zweiten  Wurzel  abgewendeten  Seite  nimmt 
ihr  Durchmesser  weit  schneller  zu ,  als  an  der  entgegengesetzten.  In 
Folge  davon  erscheint  jede  neue  kappenförmige  Hüllschicht  der  Wur- 
zelspitze schiefer  angesetzt  als  die  vorhergehende ;  reicht  an  der  dem 
Yegetationspunkte  der  Pflanze  zugewendeten  Seite  der  Wurzel  höher 
hinauf,  als  an  der  entgegengesetzten. 

Jede  neu  entstandene  innere  der  oberen  Zellen  zweiten  Grades 
wird  zuerst  durch  eine  zur  Achse  der  Wurzel  einwärts  geneigte  Wand 
in  ungleiche  Längshälften  getheilt,  deren  innere,  nach  dem  Yegetations- 
punkte der  Keimpflanze  hinliegende ,  die  kleinere  ist.  Beide  vermehren 
sich  sofort  nach  allen  drei  Richtungen.  Von  ihren  Theilhälften  bleiben 
die  beiden  der  Längsachse  der  Wurzel  angränzenden  innersten ,  einan- 
der zugewendeten  Zellen  in  der  Theilung  durch  (zur  Längsachse  der 
Wurzel  rechtwinklige)  Querwände  hinter  allen  übrigen  um  einen  Schritt 
zurück.  Daftlr  werden  sie  getheilt,  jede  zweimal,  durch  unter  sich 
rechtwinklige  Längswände.  So  tritt  in  der  Wurzel  ein  excentrischer, 
der  Innenseite  näherer  Strang  von  sechszehn  Längsreihen  gestreckter 
Zellen  auf,  die  Anlage  zum  GefUssbündel  (T.  IV  f.  2).  Die  Zellen  der 
Aussenfläche  des  (im  Gegensätze  zur  nach  und  nach  abblätternden  Wur- 
zelhaube) bleibenden  Theils  der  Wurzel  theilen  sich  einmal  öfter  durch 
radiale  Längs-  und  durch  Querwände,  als  die  des  Innern ;  die  Oberhaut 
der  Wurzel  besteht  aus  tafelförmigen  Zellen,  viermal  kleiner  als  die  von 
Innen  ihnen  angränzenden.  Diese  Theilungen  der  Aussenfläche-Zellen 
erfolgen  noch  innerhalb  der  von  den  vergänglichen  kappenförmigen 
Hüllschichten  der  Wurzelspitze  geschützten  Region ;  an  der  Aussenseite 
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der  Wurzel ,   wo  diese  Hüllen  minder  weit  hinauf  reichen ,  früher  (der 
Wurzelspitze  näher)  als  an  der  inneren  (T.  IV  f.  2 ;  T.  XIII  f.  2). 

# 

An  der  kaum  borstendicken  ersten  Wurzel  des  Keimpflänzchens 
fallen  einige  dieser  Verhältnisse,  in  Folge  der  untergeordneten  Ent- 
wickelung  des  zur  Bildung  der  Wurzelrinde  bestimmten  Gewebes ,  nur 
wenig  in  die  Augen.  Sie  zu  erläutern  musste  ich  vorgreifend  den  Eni- 
wickelungsgang  der  starken  Wurzeln  mehrjähriger  Individuen  be- 
sprechen. 

Die  eine  Zelle  unterhalb  der  Insertionsstelle  des  Spreublattes  des 
ersten  Wedels,  welphe  dessen  scheidig  werdender  Grund  umfasste,  ist 
derVegetationspunkt  der  (secundären)  Hauptachse  der  Pflanze;  auf  diese 
eine  Zelle  ist  zu  dieser  Zeit  die  Endknospe  des  Embryo  beschränkt. 
Bei  Entfaltung  der  Knospe  theilt  sich  die  Zelle  durch  wechselnd  nach 
entgegengesetzter  Richtung  geneigte  Scheidewände.  Die  Linien ,  in 
denen  diese  Wände  einander  schneiden ,  sind  rechtwinklig  zur  Vorder- 
fläche des  ersten  Wedels. 

Bis  zur  höchsten  Ausbildung  der  Pflanze  vermittelt  die  dauernd 
wiederholte  gleiche  Theilung  der  Scheitelzelle  des  Stammes  dessen  fer- 
neres Wachsthum.  Die  Richtung  der  in  ihr  auftretenden  Scheidewände 
bleibt  dabei  beständig  die  nämliche:  rechtwinklig  zur  grossen  Achse 
des  ellipsojfdischen  Querdurchschnütes  des  Stammes,  parallel  der  Furche 
der  Unterseite  desselben. 

Die  Vermehrungsweise  der  so  entstehenden  Zellen  zweiten  Grades 
gleicht  im  Allgemeinen  der  oben  geschilderten  derer  des  ersten  We- 
dels. —  Nach  der  Bildung  der  zweiten  secundären  Zelle  entsteht,  an 
der  dem  ersten  Wedel  abgewendeten  Seite  des  Endes  der  Hauptachse, 
der  zweite  Wedel  aus  Vermehrung  der  jüngsten  Zelle  zweiten  Grades 
der  Stammknospe.  Die  Art  seiner  Entwickelung  entspricht  völlig  der 
des  ersten  (T.lll  f..  12,  13;  T.  IV  f.  1).  Seine  Anlegung  folgt  unmit- 
telbar dem  Sichtbarwerden  der  ersten  Wurzel;  mit  seiner  Entfaltung 
hält  das.  Empor  wachsen  der  ihn  umhüllenden  Scheide  des  ersten  We* 
dels  ziemlich  lange  Schritt.  Hat  der  zweite  Wedel  eine  Höhe  von  drei 
bis  vier  Zellen  erreicht,  dann  beginnt  plötzlich  an  der  Spitze  des  ersten, 
der  in  Folge  der  Vermehrung  seiner  Zellen  in  Richtung  der  Länge  bis 
ziemlich  an  die  Peripherie  des  Prothallium  von-ückte  (T.  III  f.  1 3),  eine 
bedeutende  Längsstreckung  der  Zellen,  in  denen  jetzt  Chlorophyll  auftritt. 
Der  Wedel  durchbricht  das  Prothallium ,  erscheint  als  grünes  Spitzchen 
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ausserhalb  desselben,  und  verlängert  sich  rasch  (binnen  48  bis  96 
Stunden  gewöhnlich  um  mehr  als  1  Zoll) ,  indem  die  Längsdehnung  der 
Zellen  von  der  Wedelspitze  gegen  die  noch  jetzt  in  Zellenvermehrung 
begriffene  Wedelbasis  vorschreitet.  —  Bei  meinen  Aussaatversuchen 
durchbrachen  die  ersten  Wedel  keimender  Sporen  die  Prothallien  Ende 
September ,  6  Wochen  nach  der  Aussaat.  Von  da  ab  erschienen ,  fort- 
während  einzeln,  durchbrechende  Wedel  bis  Mitte  Januar,  wo  ihre 
2^hl  plötzlich  bedeutend  abnahm.  Von  Anfang  Februar  bis  gegen 
Ende  März  wurden  keine  neuen  Keimpflänzchen  sichtbar ;  mit  dem  Ein- 
tritte des  Frühlings  aber  kamen  sofort  deren  wieder  zum  Vorschein,  bis 
Mitte  April  immer  zahlreicher  werdend.  Noch  Mitte  Mai  enthielten  fast 
alle  untersuchten,  vom  Epispori um  umschlossenen  Prothallien,  die  von 
der  Aussaat  Mitte  August  des  vorhergehenden  Jahres  herrührten,  Em- 
bryonen verschiedener  Entwickelungsstufen.  So  bei  der  Zimmercultur; 
es  ist' wahrscheinlich ,  dass  im  Freien  die  im  Herbst  das  Prothalhum 
durchbrechenden  Embryonen  während  des  Winters  zu  Grunde  gehen ; 
dass  nur  die  im  Frühjahr  aufgehenden  Keimpflänzchen  zu  weiterer  Ent- 
wickelung  gelangen. 

Bald  nach  dem  ersten  Wedel  durchbricht  auch  die  erste  Wurzel 
das  Prothallium.  Sie  krümmt  sich  abwärts,  dringt  in  den  Schlamm,  so 
dass  der  Wedel  senkrecht  aufstrebt.  Das  Prothallium  sitzt  dem  Embryo 
jetzt  seitlich  an.  Die  dünne  Zellgewebsmasse  seines  Scheitels  umfasst 
ringförmig  den  Theil  des  Keimpflänzchens  zwischen  der  Wurzel  und  der 
Vorderfläche  des  Wedels.  Das  grosszellige  stumpfe  Ende  der  primären 
Achse  der  jungen  Pflanze  ragt  in  den  Haupttheil  des  Prothallium,  dessen 
Zelleninhalt,  wie  auch  der  der  Zellen  der  ersten  Achse  der  Pflanze, 
von  jetzt  ab  allmälig  in  wasserklare  Flüssigkeit  sich  umwandelt. 

Nach  dem  Durchbruch  von  Wedel  und  Wurzel  tritt, ein  etwa  ein- 
monatlicher Stillstand  in  der  Weiterentwickelung  des  Keimpflänzchens 
ein.  In  dem  ersten  Wedel  und  der  ersten  Wurzel  dauert  Dehnung  und 
auch  Vermehrung  der  Zellen  fort;  im  ersteren  durch  intercalare  Ver- 
mehrung der  Zellen  der  Wedelbasis ,  in  letzterer  durch  das  Wachstbum 
der  Spitze.  Aber  nur  sehr  langsam  und  allmälig  geht  die  Anlegung  neuer 
Wedel  und  Wurzeln  vor  sich.     * 

Erst  nach  dem  Hervorbrechen  aus  dejn  Prothallium  erfolgt  die 
schon  oben  (S.  134, 137)  erwähnte  zweimalige  Längstheilung  des  Stran- 
ges gestreckter  Zellen,  welcher  im  Innern  von  Wedel  und  Wurzel  sich 
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dififerenzirte.  Die  Theilungen  scheinen  in  der  ganzen  Länge  beider  un- 
ter der  Endknospe  sich  vereinigenden  Zellstränge  gleichzeitig  zu  erfol- 
gen (T.  IV  f.  2).  Auch  noch  nach  Anlegung  des  Gefössbündels  dauert, ' 
wenn  auch  in  minderem  Maasse,  die  Theilung  durch  Querwände  der 
Basalzellen  des  Wedels,  an  der  auch  die  Zellen  des  zum  Gefässbündel 
werdenden  Stranges  ab  und  zu  Theil  nehmen.  Völlig  ausgenommen  da- 
von ist  eine  unpaare  Längsreihe  von  Zellen ,  welche  in  der  Mitte  der 
Vorderseite  des  Gefässbtindels  durch  nachträgliche  Längstheilung  einer 
Reihe  von  Cambialzellen  auftritt.  In  diesen  unpaaren  Zellen,  deren 
Länge  bei  dem  völligen  Unterbleiben  jeder  Quertheilung  die  aller  Nach- 
barinnen weit  übertrifft,  treten  bald  Verdickungsschichten  auf,  Ringfa- 
sera,  stellenweis  in  Spiralfasem  tibergehend  (T.  IV  f.  4).  Das  fort- 
dauernde Längenwachsthum  des  mngebenden  Gewebes  dehnt  das  junge 
Gefäss  bis  zur  Verzerrung ,  entfernt  die  einzelnen  Ringfasern  weit  von 
einander  (T.  V  f.  1). 

In  ähnlicher  Welse  erscheinen  an  der  Innenseite  der  Gefössbündel- 
anlage  der  Wurzel  eine  Reihe  lang  gestreckter  Spiral-  und  Ringfasern- 
zellen, gleich  den  Gefässzellen  des  Wedels  von  prosenchymalischer 
Form.  Da  wo  die  Vorläufer^)  der  Geftissbündel  von  Wedel  und  Wurzel 
unterhalb  des  Rudiments  des  zweiten  Wedels  sich  vereinigen,  im  ersten 
Knoten  der  Pflanze ,  nehmen  mehr  als  eine  der  Längsreihen  der  Cam- 
bialzellen prosenchymatische  Form  au ;  in  ihnen  allen  bilden  sich  Ver- 
dickungsschichten (T.  IV  f.  4;  T.  V  f.  1,  2).  Diese  Zellen,  das  erste 
Rudiment  des  Holzes ,  von  kurzspindelförmiger  Form  (auf  die  ihnen  be- 
nachbarten erstreckte  sich  nicht  die  intercalare  Quertheilung),  ähneln 
in  ihrer  Gestalt  bereits  ziemlich  den  Zellen,  aus  welchen  die  Haupt- 
masse de3  Holzkörpers  der  erwachsenen  Pflanze  bestehen  wird. 

Von  den  Zellen  des  Gewebes ,  welches  dem  Gefässbündel  des 
Wedels  wie  dem  der  Wurzel  angränzt,  treten  frühe  schon  viele  an  ihren 
Kanten  aus  dem  Zusammenhange ;  in  den  Intercellularräumen  wird  Luft 
ausgeschieden.  Bald  vertrocknet  das  lufterfüllte  Gewebe ,  verschwindet 
endlich  völlig;  es  bilden  sich  weite  Luftlücken;  —  wie  bekannt,  im 
Wedel  vier  der  Achse  parallele  cylindrische  Hohlräume ,  welche  durch 
stehenbleibende  Zellflächen  in  eine  Rei^e  von  Fächern  getheilt  werden ; 


i)  Pröcurseurs  Mir  bei. 
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IQ  der  Wurzel  eine  grosse  Luftlücke  vor  und  neben  dem  excentrischen 
Geftissbündel.   ,  '  . 

Währehd  der  Grund  des  zweiten  Wedels  die  Endknospe  zu  um- 
scheiden  beginnt,  bildet. diese,  ihm  gegenüber,  vor  dem  ersten,  den 
dritten  Wedel  (T.  V  f.  1).  Gleichzeitig  hebt  die  Bildung  der  zweiten 
Wurzel  an.  Sie  entsteht  unter  dem  zweiten  Wedel ,  der  ersten  Wurzel 
.gegenüber,  dicht  neben  dem  ersten  Knoten,  aus  der  Vermehrung  einer, 
dem  zum  Gefössbündel  werdenden  Zellstrange  benachbarten  Zelle; 
völlig  in  der  nämlichen  Weise  wie  die  erste  Wurzel ,  mit  der  sie  einen 
nach  unten  geöffneten  Winkel  von  beiläufig  30^  bildet.  Eine  durch  die 
Längsachse  des  ersten  und  zweiten  Wedels  wie  der  ersten  Wurzel  ge- 
legte  Ebene  halbirt  in  der  Regel  auch  sie  (T.  VI) ;  kleine  seitliche  Ab7 
weichungen  der  Richtung  sind  indess  nicht  selten  (T.  Vf.  2).  In  ihrer 
Längsentwickelung  dehnt  die  Wurzel  die  äusserste  Zellschicht  des  ru- 
dimentären Stämmchens  des  Keimpflänzchens  beträchtlich  aus ,  bevor 
sie  dieselbe  durchbricht  (T.  VI). 

Die  Anlage  zur  dritten  Wurzel  wird ,  analog  der  ersten  und  zwei- 
ten, erst  dann  sichtbar,  wenn  der  dritte  Wedel  schon  einen  gewissen 
Grad  der  Längsentwickelung  erreicht  hat.  Sie  entspringt,  wie  die 
zweite,  aus  der  Vermehrung  einer,  dem  unteren  Ende  des  Gefössbün- 
del-Vorläufers  des  dritten  Wedels  und  dem  rudimentären  Heizkörper 
des  .Keimpflänzchens  angränzenden  Zelle ,  somit  dicht  links  über  der 
Ursprungsstelle  der  ersten  Wurzel.  In  ihrer  Entwicklung  wendet  sie 
sofort  sich  etwas  seitwärts ;  sie  bahnt  ihren  Weg  durch  das  Rindengewebe 
des  Stammes  der  Keimpflanze  in  von  der  der  ersten  Wurzel  um  etwa 
30^  seitlich  divergirender  Richtung. 

Auch  der  vierte  und  die  nächstfolgenden  Wedel ,  mindestens  bis 
zum  achten ,  ordnen  sich  nach  V;b-  *)  Die  Anlegung  jedes  neuen  Wedels 
erfolgt  geraume  Zeit  vor  Aufhören  des  Wachsthums  (der  Zellenvermeh- 
rung des  Grundes)  des  nächstvorhergehenden.  Der  unterste  Theil  des 
Rückens,  der  Wedel  geht  ein  in  die  Bildung  der  Rinde  des  Stammes, 
gleich  der  Basis  der  Blattunterseite  der  Equiseten,  Lycopdiaceen  und 
Phanerogamen.  Die  y^  Stellung  der  Wedel  bedingt  eine  überwiegende 
Zunahme  der  Masse  des  Rindengewebes  an  zwei  einander  gegeuüber- 


4)  Wie  Alex.  Braun  bereits  1847  nachwies  (Flora  S.  135)  und  als  nächste  Ur- 
sache der  zweitheiligen  Form  des  Stammes  der  IsoStes  andeutete. 
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liegenden,  den  Rückenflächen  der  Wedel  entsprechenden  Stellen  des 
Stammumfanges.  Hier  entwickelt  sich  die  Rinde  zu  zwei  fleischigen, 
vom  Holzkörper  des  Stammes  schräg  abwärts  spreizenden,  an  der  Basis 
(in  Folge  der  Erstarkung  jedes  neu  entstehenden  Wedels)  breiteren  Fort- 
sätzen, die  durch  eine  flache,  zur  grossen  Horizontalachse  des  Stam- 
mes rechtwinklige  Einkerbung  von  einander  getrennt  sind:  die  erste 
Anlage  der  characteristischen  Furche  der  Unterseite  des  Stammes. 

Mit  der  Entfaltung  jedes  jüngeren  Wedels,  mit  dem  Wachsthum 
in  die  Dicke  seiner  Basis  geht  in  gleichem  Schritt  die  Zellenvermehrung 
in  Umfang  und  Durchmesser  des  älteren  Theils  des  Stammendes ,  wie 
des  von  ihm  getragenen ,  den  jungen  Wedel  umscheidenden  Grundes 
seines  Yorgängers.  Die  lebhafte  Zunahme  der  Zellenzahl  um  das  obere 
Ende  der  Längsachse  rückt  die  früher  entstandenen  Theile  des  Stamm- 
Umfanges  immer  weiter  nach  aussen.  Sie  vermögen  diesem  Drängen 
längere  Zeit  zu  folgen  durch  Dehnung  ihrer  Zellen,  vorwiegend  in  Rich- 
tung der  Tangenten.  In  der  durch  die  kleine  horizontale  Achse  des 
Stammes  gelegten  Ebene  aber  unterbleibt  diese  Dehnung  fast  völlig. 
Schon  frühe  reisst  hier  das  Rindenparenchym  von^  aussen  (seitlich  und 
von  unten)  her  ein;  die  Furche  der  Stammunterseite  wird  dadurch  sehr 
vertieft.  , 

Kurz  nach  der  Anlegung  jedes  neuen  Wedels  entsteht  seitlich  un- 
ter ihm  eine  neue  Wurzel;  die  vierte  neben  der  zweiten;  der  dritten 
schief  gegenüber.  Die  Anfangszelle  der  fünften  Wurzel  liegt  neben  der 
ersten ,  gerade  gegenüber  der  dritten.  Die  sechste  entspringt  neben  der 
zweiten,  schief  gegenüber  der  fünften.  Die  Ursprungsstellen  der  Wur- 
zeln des  ersten  Jahres^)  fallen  somit  sämmtlich  in  eine  durch  die  Ein- 
kerbung der  Unterseite  und  die  Endknospe  des  Stammes  gelegte  Ebene. 
Die  Wurzeln  entwickeln  sich  in  aufsteigender  Ordnung ;  jede  neu  auf- 
tretende Wurzel  entspringt  etwas  höher  und  der  Längsachse  des  Stam- 
mes ferner,  als  die  zweitvorhergehende,  ihre  nächste  Nachbarin  nach 
unten.  Die  Anfangspunkte  der  Wurzeln  der  ersten  Vegetationsperiode 
bilden  zusammen  einen  nach  unten  schwach  convexen.  Bogen  (T.  VIII 
f.  2).  —  Wie  die  di'itte,  sind  auch  die  folgenden  Wurzeln  in  ihrer  Ent- 
wickelung  genöthigt,  um  den  Geftissbündeln  ihrer  Vorgängerinnen  aus- 
zuweichen, während  des  Durchbruchs  durch  die  Rinde  von  jenen  ab- 


I)  Vifie  auch  die  aller  folgenden  Vegetationsperioden. 
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wärts  gegen  die  immer  schärfer  hervortretende  Furche  des  Stammes 
sich  zu  beugen.  Divergirte  die  dritte  Wurzel  rechts  von  der  Längsachse 
des  elliptischen  Stammquerschnitts ,  so  wird  die  vierte  nach  links  von 
ihr  ablenken ;  die  fünfte  gleichfalls  links ;  die  sechste  rechts  und  so  fort. 
Jede  neue  Wurzel  convergirt  in  spitzerem  Winkel  zur  kleinen  Horizon- 
talachse des  Stammes ,  die  letzten  des  ersten  Jahres  der  Pflanze  sind  ihr 
und  der  Furche  der  Stammunterseite  ziemlich  parallel  (T.  VIII  f.  3^*). 

Die  Wurzeln ,  während  des  Durchbruchs  durch  die  Rinde  scharf 
nach  unten  sich  krümmend ,  treten  auf  der  unteren  Fläche  des  Stammes 
in  zwei  der  Einkerbung  desselben  ziemlich  parallelen  Reihen  hervor. 
Die  Durchbruchstellen  lassen  sich  betrachten  als  eine  langgezogene 
Ellipse  geordnet.  ^)  Die  dem  Centrum  des  Stammes  zunächst  hervortre- 
tenden tiefsten  Wurzeln  sind  die  ältesten ,  die  an  den  breiten  Seitenrän- 
dem  hervorsprossenden  höchsten  die  jüngsten.  Die  Gefässbündel  der 
dritten  und  der  folgenden  Wurzeln ,  excentrisch  gleich  denen  der  ersten 
und  zweiten ,  sind  der  der  Stammfurche  zugewendeten  Seite  der  Wur- 
zel angerückt ;  die  Excentricität  bezieht  sich  nicht  auf  die  Längsachse 
des  Stammes,  sondern  auf  die  durch  diese  und  die  Stammkerbe  gelegte 
Ebene ,  in  welche  die  Ursprungsstellen  der  Wurzeln  fallen. 

Das  Gewebe  der  Region  des  Stammes ,  in  welcher  die  dicht  an 
einander  gedrängten  horizontalen  Anfangsstellen  der  zu  Wedeln  ab- 
gehenden Gefässbündel  zusammentreffen,  bildet  sich  zum  aufwärts- 
wachsenden Theil  des  verhältnissmässig   schwachen  Holzkörpers  um, 

m 

welcher  ohne  ein  Mark  einzuschliessen   die  Längsachse  des  Stammes 
einnimmt. 

In  der  Keimpflanze,  so  lange  die  V;b  Stellung  der  Wedel  dauert, 
ist  diese  obere  Uälfl^e  des  Holzkörpers  von  zweischneidiger  Gestalt. 
Ihre  meist  spindelförmigen  Zellen  —  Netz-  und  Spiralfaserzellen  ge- 
mischt mit  wenigen  zartwandigen  —  haben  ziemlich  die  gleiche  Rich- 
tung ;  sie  sind  parallel  dem  grösseren  Querdurchmesser  des  Holzkörpers 
(T.  VII  f.  2,  3 ;  T.  IX  f.  1  *^) ;  ein  Längsschnitt  durch  die  Stammfurche 
durchschneidet  quer  sämmtliche  Holzzellen  (T.  VIII  f.  1,  2).  Mit  dem 
Uebergange  der  Anordnung  der  Wedel  durch  die  %  in  die  ^/5,  •/g, 
*/i8,  %i  Stellung  wird  der  obere  Theil  des  Holzkörpers*  drehrund, 
Richtung  und  Form  seiner  Zellen  sehr  mannigfaltig,  dem  ersten  Blicke 


4)  Mohl,  vermischte  Schriften  S.  127. 
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anscbeinend  regellos ;  besonders  dadurch ,  dass  jetzt  noch  viele  andere, 
•als  die  ursprünglichen  Gefössbttndelzellen  in  die  Uolzbilduüg  eingehen. 
Es  .werden  auch  solche  Zellen  zu  Spiralfaiserzellen ,  die  zwischen- den 
convergirenden  Anfangsstücken  der  Gefössbüüdel  liegen;  eben  dadurch 
schliesst  die  Holzmasse  zur  Cylinderfonn  sich  ab. 

Die  dicht  an  einander  gedrängten  Anfangsstellen  der  Wurzeln  stel- 
len die  untere  Hälfte  der  Holzmasse  dar:  eine  nach  oben  cbücave,  bo- 
genförmige  Aneinanderreihung  von  Spiralfaserzellen,  rechtwinklig  zur 
grösseren  Horizontal-Achse  der  im  ersten  Jahre  zweischneidigen  oberen 

Holzmasse. 

..  .    .»  .       • 

-  Am'Schhisse  der  erjstän  Vegetationsperiode  der-fieimpfldnze  fUUen 
sich  die  Zellen  der  Rinde  mit  Amylumkömem ,  untermischt  mit  einigen 
wenigen  Oeltröpfchen.  Die  dep  Holzkörper  zunächst  umschliessenden 
Zellen  abet  bleiben  vermehrungsfähig.  Sie  theilten  sich  schon  einige  Zeit 
vor  Eintritt  der  ersten  Winterruhe  ein-  bis  dreimal  durch  der  Längs- 
achse des  Holzkörpers  parallele  Wände.  So  bildete  sich  ein  den  Holz- 
körper seitlich  und  von  unten  vollständig  umschliessender  Mantel  von 
Cambium ,  der  nach  oben  übergeht  in  das  entwickelungsfähige  Zellge- 
webe der  Endknospe. 

Mit  dem  Wiedererwachen  der  Vegetation  im  zweiten  Frühjahre 
beginnt  eine  lebhafte  Vermehrung  der  Zellen  dieser  Cambialschicht. 
Die  Zunahme  an  Masse  hält  gleichen  Schritt  mit  dem  Wachsthum  in  die 
Dicke  des  aus  Entfaltung  der  Endknospe  hervorgehenden  neuen  Stamm- 
theils.  Am  Bedeutendsten  ist  die  Vermehrung  der  Cambialzellen  an  den 
Seiten  des  Holzkörpers ;  schwächer  in  der ,  den  unteren  halbmondför- 
jnig^.n  Theil  des  Holzkörpers  umhüllenden  Hälfte  des  CambtUm. 

Die  Entwickelung  des  Cambium  drängte  das  mit  .assimilirten  Stof- 
fen geftUlte  Rindenge  webe  nach  aussen.  Die  sie  durchziehenden  Gefass- 
bllndel  wurden  (jlabei  sehr  bedeutend  in  die  Länge  gedehnt,  doch  nicht 
sofort  bis  zur  Zerstörung.  Augenscheinlich  dauert  noch  die  Lebensthä- 
tigkeit  der  Gefössbündelzellen ;  sie  folgen  durch  eigene  Dehnung  ihrer 
Wände  der  Ortsveränderung  des  sie  umgebenden  'Gewebes.  Nur  die 
Verdicküngsschichten  der  GefUsse  \vurden  während  dieser  Vorgänge 
wesentlich« verändert;  auf  kleine  Strecken  aufgelöst,  stellenweis  ver- 
zerrt ,  so  dass  jede  Spur  von  Ordnung  ihrer  Stellung  aufhört  (T.  XII  f 
3).—  Auch  die  Funktion  des  Gefössbündels  scheint  noch  nicht  zu  Ende 
mit  dem  Beginn  der  seiner  Entstehung  nachfolgenden  Vegetationspe- 
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riode.  Das  in  den  Zellen  der  nach  aussen  gedrängten  vorjährigen  Rinde 
enthaltene  Amylum  und  Oel  wird  allmälig  aufgesaugt  und  den  fort- 
wachsenden Theilen  der  Pflanze  zugeführt.  Bei  .Ende  jedes  Vegetations- 
jahres enthalten  die  Zellen  der  vorjährigen  Rinde  nur  wasset*helle  Fllls- 
sigkeit.  Die  NahrungsstofTe ,  welche  in  den  Rindenzellen  aufgespeichert 
sind  ,  den  fortwachsenden  Theilen  der  Pflanze  zuzuleiten  giebt  es  kei- 
nen andern  Weg,  ja]^  die  durch  Entwickelung  des  ihre  Basen  umgeben- 
den  Cambium.  bereits  in  die  Länge  gezerrten  Gef^sßbündels. 

Die  nach  aussen  gedrängte  alte  Rinde  stirbt  Von  der  Peripherie  her . 
allmälig  ab;  ihre  Zellwahdungen  färben  sich  tiefbraun,    endlich,  wird 
sie  zerstört.    Die  neue  Ilinde  verhält  sich  der  alten  ähnlich  darin ,  dass  • 
ihre  Zellen  in  -dem  die  Stammfurche  auskleidenden  Theile  nur  wenig  in « 
die  Breite  sich  dehnen.    Die  Einkerbung  des  Stammes,  die  sehen  durch 
die  mindere  Entwickelung  der  ihr  entsprechenden  Region  des  Rinde 
bildenden  Cambium  tfefer  erscheint  als  im  vorhergehenden  Jahre ,  wird 
es  noch  mehr  durch  das  regelmässige  Einreissen  des  nicht  quer  ge- 
streckten Gewebes  der  Rinde  von  den  Seiten  her. 

Mit  der  von  ihnen  durchsetzten  Rinde  wurden  die  vorjährigen 
Wurzeln  weit  nach  aussen  und  unten  gerückt.  Gleich  jener  färben  sie 
sich  tiefbraun  und  sterben  ab. 

Die  neuen  Wurzeln,  bestimmt  zur  Ernährung  der  Pflanze  in  der. 
laufenden  Vegetationsperiode,  ^entstehen  an  «der  convexen  Kante  des  un- 
teren ,  halbmondförmigen  Theiles  des  Holzkörpers  aus  Vermehrung  ein- 
zelner dem  Holze  benachbarter  Cambialzellen.  Die  Regel  ihrer  Zellen- 
vermehrung entspricht  in  fast  allen  Punkten,  der  oben,  geschilderten  der 
ersten  Wurzel ;  weicht  nur  darin  ab ,  dass  während  dies  Durchbruchs 
durch,  die  Stammrinde  die  vergängh'chen  Zellschichten  der  Wul-zelhaube 
sehr  überwiegend  sich  entwickeln,  die  bleibende  Rindenschicht  der 
Wurzel  dagegen  sehr  schwach  (T.  XVI  f.  5). 

Die  erste  der  zweijährigen  Wurzeln  bildet  sich  dicht  unter  dem 
ürsprungsorte  der  ersten  .Wurzel  der.  Keimpflanze,  da-  wo  die  Ent- 
wickelung des  Cambium  das  Gefässbündel  der  zum  Abwerfen  bestimm- 
ten  Wurael  an  seiner  Ansatzstelle  abgerissen 'hat.  Die  zweite  Wurzel 
entspringt  unter  der  Einfliguhgsstelle  der  zweiten  vorjährigen,  die  dritte 
unter  der  dritten  jener,  und  so  fort.  —  Auch  in  ihrer  Richtung  ent- 
sprechen die  neuen  Wurzeln  völlig  den  älteren.  Die  beiden  ersten ,  ein- 
ander gegenüber  entspringenden  streben  von  den    Seitenflächen  des 
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Niederwuchses  des   Holzes  hiawegekrttmmt  unter  sich;   sie  brechen 

•  _ 

einander  gegetittber.  senkrecht  unter  der  Endknospe  zu  beiden  Seiten 
der  Stammfurche  hervor.  Die  dritte  und  die  folgenden  Wurzeln  biegen 
sich  mehr  und  mehr  seitlich ;  die  letzten  beiden  Wurzelpaare  einer 
Vegetationsperiode  durchlaufen  die  Rinde  wiederum  so  ziemlich  der 
Stammfurche  parallel.  Alle  Wurzeln  beschreiben,  während  sie  die 
Rinde  durchwachsea,  einen  zur  Einkerbung  deis  Stammes  concaven 
flachen  Bogen.  Ein  Längsschnitt,  durch  die  Stammkerbe  geführt,  legt 
in  jeder  Stammhälfte  nur  Anfang  und  Spitze  der  älteren  der  noch  in  der 
Rinde  verborgenen  Wurzeln  blos;  der  mittlere  Theil  der  Wurzel  ist 
von  der  Schnittfläche  hinweg  gekrümmt  (T.  X  f.  1). 

Wie  im  ersten  Jahre  wird  auch  in  allen  folgenden  die  Rinde  dicht 
unter  der  tiefsten  Stelle  der  Einkerbung  von  den  neu  hervortretenden 
Wurzeln  durchbrochen.  —  Die  gebräunten  vorjährigen  Wurzeln  stehen 
weit  nach  aussen  von  den  diesjährigen.  Da  mehrere,  zwei  bis  vier 
Jahrgänge  derselben  bis  zur  völligen  Zerstörung  sich  7u  erhalten  pfle- 
gen, so  tritt,  besonders  an  älteren  Pflanzen,  mit- grosser  Schärfe  die 
von  M  o  h  1  hervorgehobene  EigenthUmlichkeit  zu  Tage ,  dass  die  älte- 
sten Wurzeln  die  äussersten ,  anscheinend  höchsten ,  die  jüngsten  die 
innersten,  anscheinend  tiefsten  sind.  Wie  aus  dem  Vorstehenden  her- 
.vorgebt,  eine  eben  nur  scheinbare  Abnormität,  beruhend  auf  der  un- 
gewöhnlich staiicen  Entwickelung  der  Rinde  und  deren  jährlicher  Er- 
neuerung von  innen  heraus. 

Es  ist  ausnahmslose  Regel ,  dass  die  mittelsten  einer  jeden  Gene- 
rationsreihe von  Wurzeln  .die  ältesten  sind,  dass  die  den  seitlichen 
Endpunkten  der  Stammfurche  näheren  später  hervorbrechen,  als  die 
in  deren  Mittelpunkte.  Dieses  Verhältniss  wird  aber  nicht  selten  dadurch 
minder  augenfällig,  dass  die  Dauer  jeder  Wurzel  weit  minder  an  be- 
stimmte Frist  gebunden  ist ,  als  die  der  WedeK  Ziemlich  {ausnahmslos 
sind  die  äussersten  Wurzeln  der  vorhergehenden  Reihe  noch  in  Lebens- 
thätigkeit ,  wenn  die  ersten ,  innersten  der  nächsten  hervorzusprossen 
beginnen.  Aeltere,  kräftige  Individuen ,  die  im  Laufe  eines  Jahres  eine 
sehr  grosse  Anzahl  (bis  zu  20)  Wedeln  bilden,  entwickeln  während 
dieser  Zeit  zwei  vollständige  Generationsreihen  von  Wurzeln ;  der 
ganze  Cyclus  mit  der  tiefsten  innersten  anhebend  und  bis  zur  äussersten 
fortschreitend,  wird  zweimal  hinter  einander  gebildet  (T.  X  f.  1).  An 
den  reich  bewurzelten  Isoeten  des  festen  Landes  Südeuropas  und  Nord- 
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afrikas  steigert  sich  diese  Erscheinung  bis  zur  Hervorbringung  von  sechs 
Generationsreihen  von  Wurzeln  in  der  nämlichen  Vegetationsperiode. 
—  Mit  dem  Schlüsse  jedes  Cyclus  von  Wurzeln  wird  der  Zahl  der  vor- 
jährigen Wurzeln  ein  Doppelpaar  hinzugefügt ,  welches  an  den  Hörnern 
des  halbmondförmigen  unteren  Theils  des  Holzkörpers  seinen  Ursprung 
nimmt  (T.  Xf.  1). 

Die  Stellupg  der  Gef^ssbUndel  der  Wurzeln  bleibt  die  ganze  Le- 
bensdauer der  Pflanze  hindurch  die  gleiche ,  wie  im  ersten  Jahre :  stets 
sind  sie  der  Seite  der  Wurzel  dicht  angerückt,  welche  der  Einkerbung 
des  Stammes  sich  zuwendet.  —  Die  Cambialzelleq  zwischen  den  An- 
fangsstellen der  zu  neuen  Wurzeln  abgehenden  Gefässbündel  verholzen 
zum  grösseren  Theile ;  einzelne  Zellen  zwischen  den  durch  Ring  -  und 
Spiralfaserzellen  verdickten  bleiben  dünnwandig  (T.  XIV  f.  1).  So 
wächst  die  seitlich  abgeplattete  untere  Hälfte  des  Holzkörpers  an  ihrer 
convexen  Kante  stetig  nach  unten,  auch  im  Querdurchmesser  zunehmend. 

Die  Wurzeln  der  Isoetes  pflegen  während  ihrer  Längsentwicklung 
wiederholt,  bis  zu  vieren  Malen,  gabelig  sich  zu  verzweigen').  Der 
Anordnung  der  Zellen  vor  sehr  kurzer  Zeit  gegabelter  Wurzeln  nach  zu 
schliessen,  scheint  es,  dass  die  Gabelung  anhebt  mit  Längstheilung 
der  Zelle  1 .  Grades  der  Wurzelspitze  durch  eine  dem  grössern  Quer- 
durchmesser des  niederwachsenden  Holzes  rechtwinklige  Wand  (T. 
Xni  f.  1).  Die  Gabelzweige  der  Wurzel  spreizen  von  einander  in  Win- 
keln von  beiläufig  30^ ;  die  beiden  ersten  parallel  der  Stammfurche.  Die 
Richtung  der  nächsten  Verästlungen  ist  um  90^  von  dieser  verschieden. 
Die  excentrischen  Gefässbündel  der  Wurzelgabeln  sind  stets  an  die, 
dem  Schwesterzweige  der  Wurzel  zugewendete  Seite  gerückt  (T. 
XUI  f.  2). 

Alljährlich  wiederholen  sich  die  gleichen  Vorgänge.  Die  ältere 
Rinde  wird  abgestossen ,  durch  neue  ersetzt.  Der  obere  cylindrische 
Theil  des  Holzkörpers  wächst  aufwärts  durch  Verholzung  der  seineu 
Scheitel  überlagernden  Zellen  der  Endknospe  und  Anlagerung  der  An- 
fänge zu  neuen  Wedeln  abgehender  GefUssbündel.  Sein  halbmondför- 
miger unterer  Theil  nimmt  an  der  convexen  Kante  im  Umfange  .zu  durch 
die  Anfügung  der  Basen  zu  neuen  Wurzehi  verlaufender  GefässbündeL 


I)  Entdeckt  von  Alexander  Braun,  Flora  1847,  S.  33. 
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Dabei  erstarkt  die  Pflanze  fortwährend ,  die  Zahl  der  Wedel  und  Wur- 
zeln  mehrt  sich  in  jeder  neuen  Vegetationsperiode. 

Die  reichliche  Entwickelung  seitlicher  Achsen  (der  Wedel)  ver- 
bongen  mit  dem  völligen  Unterbleiben  intercalarer  Zellenmehrung  in 
den  Gliedern. der  Hauptachse  hat  zur  noth wendigen  Folge,  dass  der 
jüngere  Theil  der  aus  den  verschmelzenden  BasalstUcken  der  seitlichen 
Achsen  gebildeten  Rinde  den  Vegetationspunkt*  der  Hauptachse  weit 
überragt.  Der  Söheitel  älterer  Pflanzep  zeigt  eine  beträchtliche  trichter- 
fbrfnige  Yertiefimg,  deren  einwärts  geneigter  Böschung  die  einander 
umscheidenden  jttngjeren  Wedel  aufgesetzt  sind  (T.'X  f.  1 ;  T.  XH  f.  1). 
Den  Grund  der  baterförmigen  Einsenkung  jiimmt  die  eigentliche  End- 
knospe ein,  ein  stumpfer  Kegel  von  Zellgewebe  (T.  XI  f.  1,  2),  welchen 
die  Rudimente  der  jüngsten  Wedel,  bei  5-  bis  Sjähr.  Pflanzen  in  Vis 
Stellung ,  in  ziemlicher  Entfernung  umstehen  (T.  X  f.  3,  4). 

Die  Regel  der  Zellen  Vermehrung  der  Endknospe  bleibt,  wie  schon 
oben  (S.  1 38)  erwähnt,  die  ganze  Lebensdauer  der  Pflanze  hindurch  die 
gleiche.  Die  altemirend  schrägen  Wände ,  durch  welche  die  Scheitel- 
zelle in  stetig  wiederholter  Folge  sich  theilt,  sind  gegen  die  grossen  Lap- 
pen der  Rinde  geneigt;  eine  durch  die  Stammfurche  gelegte  Ebene  schnei- 
det jene  Wände  rechtwinklig.  Die  Theilhälften  der  Zellen  zweiten  Grades 
theilen  sich  durch  Querwände  frühe,  schon  als  Zellen  drjtten  oder  vier- 
ten Grades  (T.  XI  f.  1,  2 ;  T.  XIII  f.  §).  Dicht  unter  dem  Scheitel  der 
Endknospe  wird  die  der  ersten  Anlage  nach  leiterartige  Anordnung  der 
Zellen  umgewandelt  in  eine  concentrisch  schalige.  Die  inneren,  der 
Achse  des  Stammes  näheren  Zellen  der  Nachkommenschaft  der  dritt- 
und  viertjüngsten  Zelle  zweiten  Grades  strecken  sich  sehr  beträchtlich 
in  die  Breite;  radial  in  Bezug  auf  die.  Längsachse  des  Holzkörpers. 
Noch  oberhalb  der  Ursprungsstelle  des  jüngsten  Wedels  wird  dadurch 
die  konische  Endknospe  völlig  abgeflacht  (T.  XI  f.  1,  2). 

Die  alljährliche  Verjüngung  der  Cambialschicht  vermehrt  und  er- 
neut nicht  allein  das  Rindengewebe;  auch  dem  Holze  älterer  kräftiger 
Individuen  werden  neue  Spiralfaserzellen  angelagert,  w6nn  auöh  nur 
sparsam. .  Einzelne  Zellen  des  Cambium ,  durch  zwei  bis  drei  Cambial- 
zellen  von  der  altem  Hauptmasse  des  Holzkörpers  getrennt,  zeigen  oft 
YerdickuDgsschichten ,  die  durch  ihre  Zartheit  und  Farblosigkeit  sich 
unzweifelhaft  als  vor  Kurzem  entstandene  zu  erkennen  geben  (T.  XII  f. 
2).  Den  ältesten,  in  der  ein-  und  zweijährigen  Keimpflanze  gebildeten 
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Theileu  des  Gblzkörpers  werden  neue  Elementarorgane  in  keinem  Falle 
angelagert ;  .das  zweischneidige  untere  Ende  seines  Aufwuchses  erhält 
die  ganze  Lebensdauer  der  Pflanze  hindurch  seine  Form  unverändert 
(T.  X  f .  1  ;  T.  XII  f.  1).  Die  Bildung  neuen  Holzes  im  Umfange  des  be-* 
reits  vorhandenen  scheint  nur  einige  Vegetationsperioden  hindurch  zu 
dauern.  Alle  Längsdurchschnitte  drei  bis  aclit  Jahre  alter  Pflanzen  zei- 
gen den  Aufwuchs  des  Holzes  stets  nahe  unter  dem  oberen  EndQ  etwas 
bauchig.  Diese  Stelle  der  gr^ssten  Dicke  des  Holzes  rückt  somit  während 
der  Entwicklung  der  Pflanze  stetig  «tufwärts.. 

Die  dem  Holzkörper  angesetzten  Anfangsstacke  der  Gefässbündel, 
welche  zu  vor  mehreren  Jahren  entstandenen  Wedeln  und  Wurzeln  ab- 
gingen ,  werden  von  dem  sie  seitlich  umgebenden ,  in  steter  Lebensthä- 
tigkeit  begriffnen  Cambium  zusammengedrückt  (T.  }UI  f.  4),  endlich 
zerrissen ,  nach  aussen  gerückt  und  der  Stumpf,  welcher  dem  Holzkör- 
per ansitzt,  vom  Cambialgewebe  überwallt,  ganz  ähnlich  der  Weise, 
in  welcher  ein  Baumstamm  von  Aesten  seines  unteren  TheUs'sich 
reinigt. 

Auf  ihren  frühesten  Eutwickelungsstufen  lassen  auch  die  kräftigen 
Wedel  mehrjähriger  Pflanzen ,  von  der  Vorderfläche  gesehen ,  die.  lei- 
terarlige  Anordnung  ihrer  Zellen  klar  erkennen  (T.  XIV  f.  2,  3) ,  welche 
aus  der  Art  der  Vermehrung  der  Zelle  ersten  Grades  (S.  1 32)  nothwen- 
dig  folgt.  Bald  aber  wird  dieses  Verhältniss  undeutlich  durch  die  rasche 
und  kräftige  Entwickelung  des  Wedels  in  die  Dicke.  Das  Bild ,  welches 
etwas  weiter  entwickelte  Wedel  von  oben  betrachtet  geben  (T.X  f.  3,  4), 
lässt  schliessen ,  dass  jetzt  in  der  Endzelle  nach  je  zweien  Theilungen 
durch  zur  Vorder-  und  Rückenfläche  des  Wedels  rechtwinklige  Schei- 
dewände solche  Wandungen  auftreten,  die  zu  den  Seitenflächen  des 
Wedels  rechtwinklig,  dessen  Vorder-  oder  Rückseite  zugewendet  sind. 

Isoetes  lacustris  zeigt  eine  deutliche  Periodicität  im  Wechsel  steri- 
ler und  fruchtbringender  Wedel.*)  Bei  den  terrestrischen  Arten  ist  die- 
ser Wechsel  noch  aufl'älliger  hervortretend.  Die  mikroskopische  Unter- 
suchung zeigt,  dass  die  Wedel  ein  volles  Jahr  vor  ilirer  Entfaltung  an- 
gelegt werden ;  im  Hochsommer  und  Herbst  die  furchtbaren ,  im  Früh- 
jahr und  Vorsommer  die  sterilen.    Während  des  Winters  ist  die  Ent- 


I)  Geschildert  von  Alex.  Braun,  Flora  I8i7,  S.  34.    Von  Bischoff  wird  sie 
schwer  erklärlicher  Weise  angezweifelt;  kryplogamische  Gewächse  S.  84. 
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Wickelung  der  Wedel  bedeutend  verlangsamt,  doch  unterbleibt  sie  nicht 
völlig.  Die  im  Winter  entstandenen ,  Ende  des  nächsten  Herbstes  an's 
Licht  gelangenden  Wedel  sind  auffallend  kümmerlich  ausgebildet;  sie 
bilden  durch  die  spärliche  Entwickelung  des  Laübtheils  bei  starker  Aus- 
bildung der  Basis  den  Uebergang  zu  den  niederblatiartigen  Wedeln  ohne 
alles  Laub,  wie  sie  bei  terrestrischen  Isoäten,  L  Durieui  und  Hystrix 
namentlich,  jede  Vegetationsperiode  eröffiien  und  schliessen.  ^)  Bei 
halb  -  terrestrischen  Arten ,   so  bei  L  velata  und  adspersa ,  haben  die 

.  letzten  Wedel  eines  Jahres,  weit  schärfer  ausgeprägt  als  bei  I.  lacustris, 
einen  verkümmerten  Laub-  und  einen  wuchernden  Scheidentheil,  des- 
sen Zellen  hier  dicht  mit  Stärkemehl  und  Oel  gefüllt  sind. 

Nur  an  den  ersten  Wedehi  der  Keimpflanze  entspringt  das  Spreu- 
blatt unmittelbar  über  der  Ansatzstelle  des  Wedels.  Oft  schon  am  zwei 
ß  .  ten ,  in  allen  Fällen  aber  am  dritten  und  den  folgenden  Wedeln  ist  die 

Zelle ,  welche  dprcb  blasige  Wölbung  ihrer  Aussenwand  den  Grund  zur 
Bildung  des  Spreublattes  legt,  mindestens  um  eine  Zelle  vom  Wedel- 
grunde entfernt  (T.  V  f.  2 ;  T.  VI,  VII  f.  3  u.  f.)  Die  intercalare  Zellen- 
Vermehrung  der  Wedelbasis  erfolgt  mit  besonderer  Lebhaftigkeit  in  die- 
ser einen  Zelle  und  den  mit  ihr  in  einer  Horizontalebene  liegenden. 
Dadurch  wird  das  Spreublatt  am  Wedel  hoch  empor  gerückt  (T.XI  f.  2). 
Dicht  unter  der  Schuppe  entspriesst  dann  dem  Wedel  eine  deren  Grund 
bedeckende  flache  dreiseitige  Zellenmasse  (T.  XIV  f.  4 — 6).  Ueber  ihre 
Seiten  hinaus  entwickeln  sich  nach  abwärts  strebend  die  beiden  unteren 
Ecken  der  dreieckigen  Schuppe ;  die  Basis  dieser  wird  herzförmig ,  wie 
bei  den  Spreublättern  der  Polypodiaceen  (T.  IX  f.  8).  Ihre  dem  Gewebe 

^  des  Wedels  eingefügten  Basalzellen  entwickeln  währenddem  eine  Le- 
bensthätigkeit,  die  auffallend  absticht  von  dem  frühen  Stillstande  des 
Wachsthums  ihres  freien  Theiles.  Die  horizontale  Zellenreihe ,  hervor- 
gegangen aus  der  Vermehrung  der  von  der  Wedelsubstanz  umschlösse- 
nen  ersten  Zelle  zweiten  Grades  des  Spreublatts,  wandelt  sich  um  durch 
eine  Folge  rasch  wiederholter  Theilungen  in  einen  quergestreckten  elii- 
psoidischen  Zellenkörper ,  dessen  beide  Enden  unter  steter  Vermehrung 
der  Zellen  endlich  aufwärts  wachsen ,  so  dass  die  Basis  der  Schuppe 
zu  einer  fleischigen  Masse  sehr  Kleiner  Zellen  mit  trübem  Inhalte  wird, 
von  Form  eines  nach  oben  geöffneten ,  zur  Längsachse  des  Wedels  ein- 


l)Alex.  Braun  in  der  exploration  scientifique  de  fr.  Algörie,  T.  36  f.  1\  2' 
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wärts  geneigten  Hufeisens.  Auch  nach  unten ,  in  die  dreiseitige  Spros- 
sung der  Vorderfläche  des  Wedeis ,  greift  die  Wucherung  des  Spreu- 
blattgrundes,  das  vorhandene  Zellgewebe  zum  Theil  verdrängend  (T. 
IX  f  1 ;  T.  XIV  f.  8).  Gegen  das  Ende  der  Längsentwickelung  des  We- 
dels verholzen  durch  spiralige  Verdickungsschichten  diejenigen  seiner 
Zellen ,  welche  der  so  bedeutend  entwickelten  Basis  der  Schuppe  an- 
gränzen.  In  diese  Holzbildung*)  g^hen  ziemlich  alle  Zellen  des  Inneren 
der  einer  Ligula  vergleichbaren  Sprossung  der  Vorderseite  des  Wedels 
ein  (T.  IX  f.  1).  Von  ihnen  aufwärts  fst  es  nur  die  eine  der  Einfügung, 
des  Spreublatts  nächstbenachbarte  Zellenlage,  welche  zu  Spiralfaser- 
zellen sich  umwandelt;  dagegen  verholzt  das  ganze  von  den  beiden 
Hörnern  der  halbmondförmigen  Schuppenbasis  eingeschlossene  Gewebe. 
Die  Mitte  des  unteren  Endes  der  spät  auftretenden  Holzmasse  reicht 
dicht  an  das  axile  Gef^ssbündel  des  Wedels. 

Die  im  dritten  Jahre  nach  der  Keimung  angelegten ,  im  vierten  zur. 
Entwickelung  kommenden  Wedel  der  Isoetes  lacustris  bringen  die  er- 
sten Früchte.  Schon  in  frühester  Jugend  des  Wedels ,  mit  dem  Eintritt 
der  inlercalaren  Vermehrung  seiner  Basis  ,  wird  das  Sporangium^)  an- 
gelegt. Von  den  zwei  Zellen ,  in  welche  die  Zelle  unterhalb  der  Einfü- 
gungsstelle des  Spreublatts  durch  Auftreten  einer  Querwand  zerfällt, 
wird  die  obere  zur  Anfangszelle  des  die  Basis  der  Schuppe  deckenden 
Ligularfortsatzes ,  die  untere  zur  Urmutterzelle  des  Sporangium  (T.  XIV 


4)  Zuerst  beobachtet  von  Mettenius,  Linnaea  18 47. 

2)  Der  von  Schlei  den  vertretenen  Ansicht  entgegen,  welche  vermeintlichen 
Anaiogieen  mit  niederen  Kryplogamen  zu  Liebe  nur  die  Sporenmutterzellen  der  Moose 
und  GeHisskryptogamen  Sporangien  genannt  wissen  will,  halte  ich  diesen  Ausdruck 
fest,  gleich  der  grossen  Mehrzahl  der  Botaniker,  für  die  eigentlichen,  Sporenmutter- 
zellen und  Sporen  einschliessenden  Früchte:  für  die  Kapseln  der  Laub-  und  Leber- 
moose, für  die  Früchte  der  Farm  und  Lycopodien,  für  die  Bestandtheile  der  Frucht- 
stände der  Equiselen  und  Rhizocarpeen,  welche  zunächst  die  Sporen  enthalten.  Schon 
darum ,  weil  die  Benennung  „Sporangium''  ursprünglich  den  Farrnfrüchten  ertheilt 
wurde.  Es  erscheint  weder  nöthig  noch  rSthh'ch ,  den  Fortpflanzungsorganen  der  Kry- 
ptophyten  L  i  n  k's,  der,  so  viel  wir  wissen,  geschlechtslosen  Pilze,  Flechten  und  Algen, 
die  gleiche  Benennung  zu  geben  mit  denen  der  Gharen,  Moose  und  GefSisskryptogamen, 
welche  eine  unzweifelhafte  Geschlechtsdifferenz,  in  ihrer  Entwickelung  einen  aufs 
Deutlichste  hervortretenden  Generalionswechsel  zeigen.  Zudem  ist  der  Ausdruck 
„Sporangium"  in  Bezug  auf  die  niederen  Kryptogamen  völlig  entbehrlich.  Die  be- 
schreibende Botanik  besitzt  bereits  eine  mehr  als  genügende  Reihe  treffender  Benen- 
nungen für  die  in  Rede  stehenden  Organe. 
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f.  4).  Durch  wiederholte  Theiluiigen  nach  allen  drei  Richtungen,  bei 
denen  die  Vermehrung  in  die  Länge  vorwiegt,  verwandelt  die  Letztere 
sich  bald  in  einen  ovalen  Hügel  von  Zellgewebe ,  dessen  Ldngslinie  mit 
dei^Äes  Wedels  zusammenftillt  (T.  XIV  f.  5,  6).  Die  Längs-  und  Quer- 
theilungen  durch  auf  der  Vorderfläche  des  Wedels  senkreclite  Wandun- 
gen werden  lebhafter  in  jeder,  durch  den  freien  Aussen  wänden  der 
Oberflächezellen  parallele  Theilwände  gebildeten  neuen  äusseren  Zel- 
lenlage des  Rudiments  der  Frucht.  Das  junge  Sporangium  wird  binnen 
.Kul*zem  zu  einer  eyfbrmigen  Zellenmasse,  die  mit  verhältnissmässig 
kleiner  Grundfläche  dem  Wedel  ansitzt.  Das  Gewebe  desselben ,  wel- 
ches der  Anftlgungsstelle  des  Sporangium  angränzt,  ttbei-wuchert  später 
—  bei  Beginn  der  Sporenbiidung  —  die  Frucht  von  allen  Seiten  her, 
am  stärksten  von  oben ;  es  bildet  sich  ein  weit  über  das  Sporangium 
greifender  häutiger  Saum,  der  Schleier  der  beschreibenden  Botani- 
ker (T  XIV  f.  8). 

Bis  kurz  vor  dem  Auftreten  dieser  letzten  Wachsthumserscheinimg 
des  Wedelgrundes  besteht  das  Sporangium  durch  und  durch  aus  gleich- 
artigen, zartwandigen  Zellen,  die.  jetzt  in  dreierlei  Gewebe  sich  zu 
differenziren  beginnen.  Die  beiden  äussersten  Zellenlagen  nehmen  mehr 
und  mehr  Tafelform  an ;  sie  werden  zur  Kapselwand.  Das  Innere  schei- 
det  sich  in  Gruppen  zartwandig  und  iq  innigem  Zusammenhange  blei- 
bender Zellen  —  die  Urmutterzellen  der  werdenden  Sporen  —  und  in 
diese  Gruppen  von  einander  trennende  Platten,  aus  je  zweien  Lagen 
von  Zellen  gebildet ,  in  deren  Intercellularräumen  Luft  sich  ausscheidet. 
Die  Zellen  der  Wandung  des  Sporangium  sowohl  als  die  des  zur  Er- 
zeugung von  Fortpflanzungszellen  bestimmten  Gewebes  vermehren  sich 
noch  längere  Zeit  durch  Theilung.  Die  Zellen  der  Platten ,  welche  die 
Portionen  jenes  Gewebes  von  einander  scheiden ,  folgen  der  Grössen- 
zunahme  des  Sporangium  durch  Streckung  ihrer  Wände. 

Endlich  treten  die  Sporenmutterzellen  aus  dem  Zusammenhange, 
sie  nehmen  Kugelform  an.  In  den  zur  Bildung  kleiner  Sporen  bestimm- 
ten Sporangien  bilden  sich  einige  Theilungsgenerationen  der  Urmutter- 
zellen mehr ,  als  in  den  Makrosporen  bringenden ;  die  Sporenmutter- 
zellen der  Letzteren  sind  erheblich  grösser.  —  Die  Sporenmutterzellen 
zeigen  nach  wie  vor  der  Vereinzelung  sehr  deutlich  einen  grossen  Kern. 
Ailmälig  werden  die  Umrisse  desselben  blässer ;  endlich  entschwinden 
sie  der  Beobachtung ,  nachdem  zwischen  der  Peripherie  des  Kerns  und 
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der  Innenwand*  der  Zelle  zwei  stark  abgeplattet  sphärische  AnhäufuDgen 
köroigen  Schleims   aufgetreten  waren  (T.  XlV  f.  1 4).    Nach  dem  Ver- 
schwinden der  Membran  des  primären  Kerns  nehmen  jene  Schleimhau- 
fen sofort  ellipsoYdische  Gestalt  an  und  erscheinen  als  zwei  secundäre 
Kerne.  Eiitweder  theilt  sich  nun  die  Sporenmutterzelle,  nach  Einschnü- 
rung des  Primordialschlauchs  im  Aequator  (T.  XIV  f.  15)  durch  eine 
Querwand  (T.  XIV  f..  6*");.  jede  beider Theilhälften  wird  nach  Verflüssigung 
der  Membran  ihres  ellipsoldischen  Kerns  und  Auftreten  zweier  kugeliger 
Tochterkerne  in  zwei  Tochterzellen  von  Form   von  Kugelquadranten 
getheilt  (T.  XIV  f.  1 8,  20).  Oder  aber  die  beiden  secundären  Kerne  der 
Mutterzeile  werden  verflüssigt,  noch  bevor  die  Theilung  der  Zelle  begann; 
es  treten  vier  tertiäre  Kerne  von  Kugelform  auf  (T.  XIV  f.  16/  iT^); 
die  Zelle  theilt  sich  mit  einem  Male  in  vier  Tochterzellen.    Dieser  letz- 
tere  Fall  ist  bei  Weitem  der  seltenere.  Auch  bei  seinem  Eintreten  liegen 
die  vier  Kerne  in  der  Regel  in  einer  Ebene ,  die  vier  Toöhterzellen  der 
Sporenmutterzelle  (die  Specialmutterzellen)  erhalten  wie  im  ersten  Falle 
die  Form  von  Kugelquadranten.   Nur  höchst  selten  kommt  die  Anord- 
nung der  Specialmutterzellen  nach    den  Ecken  eines  Tetraeders  vor. 
JDie  Scheidewände,  durch  welche  die  Specialmutterzcllen  getrennt  wer- 
den ,  sind  von  gallertartiger  Beschaffenheit.  Sie  quellen  in  Wasser  leicht 
und  rasch  auf;  —  werden  die   Primordialschläuche  durch  verdünnte 
Säuren  zur  Contraction  gebracht,  so  erfolgt  das  Aufquellen  der  Zell- 
wände in  demselben  Maasse,  als  jene  Primordialschläuche  einschrumpfen. 
Die  Specialmutterzellen  der  kleinen  Sporen  trennen  sich  sehr  bald 
nach  ihrer  Bildung;  sie  behalten  in  der  Vereinzelung  ihre  dreikantige 
(selten  sechskantige)  Form.  Jetzt  erst,  analog  der  gleichen  Erscheinung 
bei  Equisetum')  entsteht  in  jeder  Specialmutterzelle  durch  freie  Zell- 
bildung ,  wiederholt  um  den  bei  Bildung  der  Specialmutterzelle  schon 
vorhandenen  Zellenkem,  eine  Tochterzelle,    deren  Gestalt  derjenigen 
der  Specialmutterzelle  genau  entspricht.    Sie  bekleidet  sich  mit  dem  zu 
Eingang  dieser  Schrift  beschriebenen  Episporium  und  wird  durch  Ver-  . 
flüssigung  der  Specialmutterzelle  frei,  geraume  Zeit  bevor 'die  aufreis- 
sende  Wand  des  Sporangium  die  reifen,  im  Aeusseren  nicht  weiter  ver- 
änderten Sporen  entlässt.   Die  Specialmutterzellen  der  grossen  Sporen, 


1)  Vergleichende  Untersuch angen  S.  99. 
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die  Lttnge  wachsend,  *)  bohrt  senkrecht  abwärts  in  das  Gewebe  des  Pro- 
thallium (T.  XIX  f.  2;  T.  XVIII  f.  7) ,  durchbricht  endlich  dasselbe  und  dringt 
rasch  ziemlich  tief  in  den  Boden.  Wenig  später  bricht  auch  der  aufwärts 
wachsende  Laubspross  aus  dem  Prothiailliuro  hervor.  Er  bildet  eine  massige 
Anzahl,  zehn  bis  fun&ehn,  gestreckter  Intemodien.  Alle  seine  Scheiden- 
blatter sind  dreizähnig ;  dies  gilt  von  allen  untersuchten  Arten,  von  Equi- 
setom  arvense  yne  von  E.  pratense  and  variegatum. 

Nach  dem  Hervortreten  von  Wurzel  und  Laubspross  aus  dem  Pro- 
thallium bilden  sich  im  Inneren  beider  Organe  die  GefässbUndel :  im 
Stengel  drei  in  engem  Kreise  stehende;  in  der  Wurzel  ein  einziges 
axiles  (T.  XIX  f.  5).  Im  ersten  Knoten  der  Keimpflanze,  da  wo  der  erste 
Caubspross  und  die  erste  Adventivwurzel  von  der  primären  Achse  sich 
abzweigen,  wandeln  sämmtliche  Zellen  der  Region,  in*  denen  die  Geßiss- 
bilndel  beider  sich  vereinigen,  zu  kurzen  Ring-  und  Spiralfaserzellen  sich 
um,  eine  geschlossene  Holzmasse  ohne  Mark  bildend  (T.  XIX  f.  3).  Die 
primäre  Achse  des  Embryo,  bei  den  Equisetaceen  voii  weit  beschränkterer 
Entwickelnng  als  bei  Farm  und  Rhizöcarpeen,  jetzt  seitlich  an  der  Keim- 
pflanze stehend,  bleibt  geftisslos.  Ihre  Zellen,  in  denen  nun  viel  Chloro- 
phyll auftritt,  strecken  sich  aufwärts. 

Hat  der  erste  beblätterte  Stengel  einen  gewissen  Grad  der  Ent- 
wickelang erreicht,  so  entsteht  im  Innern  seines  Rindengewebes  eine 
Adventivknospe  aus  Vermehrung  einer  Cambialzelle  seiner  Basis ,  auf 
der  Höhe  der  soliden  Holzmasse  des  ersten  Knotens.    Diese  Knospe 

.  steht  an  der  Seite  des  Laubsprosses,  welche  der  primären  Achse  der 
Keimpflanze  abgewendet  ist,  unter  der  Einsenkung  zwischen  zweien 
Lappen  der  ersten  Scheide  (T.  XIX  f.  3).   In  dieser  ihrer  Stellung  wie  in 

'  der  Art  ihrer  EntwickeioDg  entspricht  sie  vollständig  den  Adventiv- 
knospen,  durch  welche  die  und  jede  Verzweigung  der  entwickelten 
Schafthalmpflanze  erfolgt.^  Rasch  und  stark  heranwachsend,  gelangt 
sie  nach  Durchbrechen  der  Rinde  ihres  Muttersprosses  bald  ins  Freie. 
Von  der  ersten  beblätterten  Achse  unterscheidet  sie  sich  durch  vier- 
zähnige  Blattscheiden ,  und  beim  Hervortreten  durch  blassgelbe ,  elfen- 
beinähnliche Farbe.  Der  neue  Sprüssling,  von  weit  kräftigerer  Entwicke- 
lnng als  der  erste  Spross,  ist  das  zweite  Glied  in  der  Reihe  von  Erstar- 


I)  Vergleicheode  üntersochongen,  S.  96. 
t)  Vefglekrhende  Untersuchungen^  S.  91. 
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Soweit  unsere  Keantniss  reicht ,  steht  unter  allen  Geftisskrypto^ 
gamen  Isoetes  völlig  allein  durch  den  Besitz  einer  jährlich  sich  ver^ 
jungenden  Cambiumschicht  und  eines  am  oberen  wie  am  unteren  Ende 
in  die  Länge  wachsenden  Stammes ;  Eigenschaften  die  sich  gegenseitig 
zu  bedingen  scheinen.  Durch  die  Organisation  ihres  Stammen,  insbe- 
sondere durch  die  des  niederwachsenden  Theiles  des  Holzkörpers, 
nähert  sich  Isöetes  mehr  noch  den  Dikotyledonen  mit  nneiitwickelten . 
Stengelgliedern  und  von  unten  her  nicht  absterbendem  Stamm ,  wie 
Cyclamen ,  Beta ,  als  den  wenigen  Monokotyledonen  mit  in  die  Dick6 
wachsendem  Stamme,  wie  Dracaena,  Cordyline,  Tamus.  Genauere  Un- 
tersuchungen erst,  als  die  Botanik  bis  jetzt  sie  besitzt,  werden  entschei- 
den können,  ob  die  Art  der  Anordnung  der  vom  Niederwuchs  des  Holzes 
der  Isoetes  aus  hervorspfossenden  Wurzeln  in  völligem  Gegensatze  steht 
mit  derjenigen  der  Beiv^rzeln,  welche  aus  der  Hauptwurzel  der  Dikoty- 
ledonen hervorbrechen.  Einige  der  gemeinsten  Culturpflanzen ,  Rüben 
und  Rettige,  zeigen  oft  eine  so  deutliche  Regelmässigkeit  in  Stellung  und 
Entstehungsfolge  der  Bei  wurzeln,  dass  die  Erlangung  sicherer  allg^nei- 
nerer  Ergebnisse  für  wahrscheinlich  gelten  kann. 

Die  Vermehrung  der  Endzelle  der  Hauptachse  von  Isoetes  lacustris, 
der  Art  mit  zwergetheiltem  Stamme  und  y%  Stellung  der  Wedel  der 
Keimpflanze,  erfolgt  durch  wechselnd  nach  zwei  diametral  entgegen- 
gesetzten Richtungen  geneigte  Wände.  Die  Scheitelzellen  der  Endknospen 
von  Arten  mit  dreifurchigem  Stamme  und  Va  Stellung  der  Wedel'  kei- 
mender Pflanzen*)  theilen  sich  durch  eine  Reihenfolge  von  Wänden, 
welche  nach  drei  verschiedenen  Richtungen ,  gegen  die  Stammfurchen 
geneigt,  gestellt  sind.  Dieser  Nachweis  darf  als  erster  Schritt  gelten 
zur  Erkennung  eines  Zusammenhanges  zwischen  der  Regel  der  Zellen- 
vermebrung  des  Endes  einer  Achse  und  den  Stellungsverhältnissen  der 
ihr  entspriessenden  appendiculären  Organe.  Eine  analoge  Erscheinung 
bietet  die  vergleichende  Untersuchung  verschiedenartiger  Farmkräuter. 
Die  Stämme  der  Polypodien,  Lomarien,  Niphobolen,  der  Pteris  aquilina, 
die  kriechenden  Ausläufer  von  Nephrolepis  zeigen  bei  V;^  Stellung  der 
Wedel  eine  Regel  der  Zellenvermehrung  der  Endknospe,  welche  genau 
• 

\)  An  getrockneten  sehr  jungen  Exemplaren  der  Isoetes  tenuissima  von  mir  ge- 
sehen. Delile's  wiewohl  rohe  Abbildung  (Jtfem.  du  Museum  T.  XVI  [1827]  pl.  6  f.  H) 
lässt  über  die  gleiche  Anordnung  der  Wedel  der  Keimpflanze  von  Isoetes  setacea  keinen 
Zweifel. 
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• 
übereinstimmt  mit  der  von  Isoetes  lacustris.  Andererseits  entspricht  die 

Art  der  Zellenvermehrung  der  Hauptachse  von  Aspidium  filix  mas  und 
spinulosum,  von  Gystopteris  fragilis,  Scolopendrium  ofBcinarum,  Stru- 
thiopteris  germanica,  Onociea  sensibilis  genau  derjenigen  der  Isoeten  mit 
drei  Stammfurchen.  Die  letztgenannten  Farrnkräuter  zeigen  sämmtlich 
Va  Stellung  der  Wedel  der  Keimpflanze,  die  bei  vorschreitender  Ausbil- 
dung des  Farrn  in  die  %  Vis Stellung  übergeht.  Bei  ihnen,  wie  bei 

der  erst  erwähnten  Reihe  von  Farm  und  bei  Isoetes  lacustris^,  sind  die 
Theilwände,  welche  in  der  Scheitelzelle  der  Hauptachse  der  jungen 
Pflanze  auftreten ,  parallel  den  Vorderflächen  der  ersten  Wedel  und 
rechtwinklig  zu  den  wechselnd  geneigten  Theilungswänden  der  Schei- 
telzellen  dieser  letzteren. 

In  so  offenbarer  Zusammengehörigkeit '  auch  diese  Thatsachen 
stehen,  so  ist  es  dennoch  unzweifelhaft,  dass  sie  nur  die  entfernte  An- 
deutung eines  inneren  Zusammenhanges  zweier  wichtiger  Lebensäusse- 
rungen der  Pflanze  geben.  Die  Isoeten  sind  besonders  lehrreich  da- 
durch, dass  bei  ihnen  Erscheinungen  auftreten ,  welche .  nachdrücklich 
davor  warnen,  jener  Uebereinstimmung  der  Zelfenvermehrüng  der  End- 
knospe mit  der  Wedelstellung  junger  Pflanzen  aUzuschweres  Gewicht 
beizulegen.  Aeltere  Pflanzen  der  Isoetes  lacustris  zeigen  SteÜungsver- 
hältnisse  der  Wedel,  die  nicht  minder  complicirt  sind  als  die  vieljähriger 
Individuen  dreifurchiger  Arten.  *)  Die  Vermehrungsart  der  Scheitelzelle 
der  Endknospe  bleibt  aber  dabei  unausgesetzt  die  gleiche ,  wie  im  zar- 
testen Alter.  Nicht  minder  ist  in  der  Zelle  ersten  Grades  des  Stammes 
der  dreifurchigen  Isoeten  wie  der  Aspidien,  Scolopendrien  u.  s.  w.  jede 
neu  auftretende  Theilungswand  der  drittvorhergehenden  genau  parallel. 
Es  erfolgen  beim  Eintritt  zusammengesetzterer  Stellungsyerhältnisse  der 
Wedel  durchaus  keine  Aenderungen  des  ursprünglichen  Divergenzwin- 
kels (60O)  je  zweier  Theilungswände  der  Scheitelzelle. 

Die  zusammengesetzte  Zellenmasse,  auf  welcher  als  der  Endknospe 
neue  appendiculäre  Organe  entstehen,  folgt  bei  Hervorbringung  dieser 
noch  anderen  Gesetzen,  als  denen  die  in  der  Vermehrung  ihrer  Zelle  des 
ersten  und  der  folgenden  Grade  sich  offenbaren.  Der  vielzellige  Körper 
erzeugt  an  mathematisch  vorausbestimmbaren  Punkten  seiner  Oberfläche 


4)  Vergleiche  Alexander  Braun,  Flora  1846,  Nr.  42.  43.  Ich  zählte  bei  Isoetes 
velata  und  Hystrix  wie  bei  Isoetes  lacustris  an  etwa  6jährigen  Individuen  Vis  Stellung. 
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Sprossangeb,  deren  Anfangszeilen  der  Abstammung'  nach  unter  einander 
keineswegs  streng  gleichwerthig  sind.  In  den  Lebenserscheinungen  des 
Achsenendes  tritt  ein  gemeinsames ,  geregeltes  Bildungsstreben  hervor ; 
ein  Streben ,  welches  die  Thätigkeit  der  einzelnen  Zellen  der  Knospe 
beherrscht  und  verschiedenartig  bestimmt,  der -Art,  dass  Bie  nicht  an- 
ders  zum  Gesamro tleben  der  Knospe  sich  verhalten,  als'  die  einzelnen 
Punkte  der  Membran  einer,  regelmässig  sich  verästelnden  einzelligen 
Pflanze,  einer  Bfyopäs  z.  B.,  zia  deren  Gesammtheit.  Es  waltet  in  der 
Entwickelung  der  Pflanze  ein  Gestaltungstrieb,  der  bei  höheren  Ge- 
wachsen  auf  Zahlenverhällnisse  einzelner  Zellen  sich  nicht  zurückführen 
lässt. 


'    . 
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ERKLÄRUNG  DER  ABBILDUNGEN. 


Die  an  den  Figuren  angebrachten  Buchstaben  bedeuten : 

a  Archegonium;  ac  Centralzelle,  ao  Mündung  desselben, 
az  Ende  der  primären  Achse  des  Embryo. 
ob  Cambium. 
et  Rinde  des  Stamms, 
e  Embryo. 

fir  Wedel;  fir^  der  erste,  fr*  der  zweite  Wedel  der  Keimpflanze,  u.s.  f.  f^  Gefassbündel. 
In  einigen  Fftllen  sind  die  zu  Wedeln  abgehenden  Gefössbündel  schlechthin  fir^  u.  s.  w. , 
die  zu  Wurzeln  verlaufenden  r^,  r^  u.  s.  f.  bezeichnet  (so  auch  f.  1^  der  T.  IX). 
g  Endknospe ;  go  deren  Scheitelzelle. 

1  Holzkörper ;  Isp  der  Aufwuchs,  Inf  der  Niederwuchs  desselben. 
lg  Die  den  Grund  des  Spreublatts  deckende  nachträgliche  Sprossung  der  Yorderseile 

des  \Yedels. 
r  Wurzel;  rc  die  Zelle  I.  Grades  derselben. 
V  Scheide  der  Wedelbasis. 

TAFEL  II. 

i .  Grosse  Spore ,  zwei  Wochen  nach  der  Aussaat ,  nach  mehrstündigem  Liegen  in 
Glycerin  bei  60facher  Yergr.  von  oben  gesehen.  Die  erstgebildeten  Zellen  des 
Prothallium  erscheinen  der  Innenwand  angelagert. 

2.  Prothallium  im  I«6ngsdurchschnitt,  vier  Wochen  nach  der  Aussaat.  Ygr.  40. 

3.  Theil  des  Scheitels  eines  ISngsdurchschnittenen  Prothallium  mit  zwei  noch  in  der 
Entwickelung  begriffenen  Archegonien.  Ygr.  300. 

4.  Archegonium,  fertig  bis  zum  Auseinandertreten  der  Berührungskanten  der  oberen 
drei  Doppelpaare  von  Zellen,  im  Längsdurchschnitt.  Gleiche  Ygr. 

5.  6.  Archegonien,  zur  Befruchtung  bereit,  längsdurchschnitten.  Gleiche  Ygr. 

7.  Reife  Mlkrospore,  Ansicht  von  oben«  (senkrecht  auf  den  Querdurchmesser).  Ygr.  500. 

8.  Seitenansicht  einer  Mikrospore,  vier  Wochen  nach  der  Aussaat.  Die  Mutterzellchen 
der  Samenfäden  sind  gebildet.  Ygr.  500. 

9.  Mikrospore,  drei. Wochen  nach  der  Aussaat.  Durch  Rollen  der  Spore  unter  der 
Deckplatte  ist  das  Exosporium  geborsten  und  zur  Seite  geschoben  worden.  Die 
Mutterzellen  der  Samenfäden  nehmen  den  Innenraum  der  Spore  völlig  ein.  Ygr.  500, 
wie  auch  der  folgenden. 
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\  0.  Kleine  Spore,  fünf  Wochen  nach  der  Aussaat,  geborsten.  Sie  hat  mehrere  Samen- 
faden bereits  entlassen ;  einer,  zum  Theil  noch  vom  MutterblSschen  amschlossen^ 
befindet  sich  noch  in  ihr,  in  lebhafter  Bewegong. 

H.  Ein  Samenfaden,  von  seinem  Mutterbläschen  umhüllt,  durch  Zerdrücken  einer 
Spore  frei  gemacht. 

\%,  Samenfaden,  zum  Theil  noch  in  dem  MutterblSschen  stockend,  durch  Jod getödtet. 

43  —  45.  In  Bewegung  begriffene  freigewordene  Samenßden.  4  4  schleppt  am  dSn- 
nen  Ende  ein  kleines  Bläschen  nach. 

4  6.  47.  Samenfäden,  durch  Jod  getödtet. 

48.  49.  Eben  befruchtete  Archegonien,  längsdurchschnitten,  mit  zweizeiligen  Rudi- 
menten von  Embryonen.  Von  der  schmalen  Seile  gesehen.  Vgr.  400. 

20.  Ein  ähnliches  Präparat;  in  der  unteren  Zelle  der  Embryo -Anlage  ist  die  neue 
Theilung  durch  Auftreten  zweier  Zeilenkeme  vorbereitet.  Ygr.  400. 

2  4 .  Der  Scheitel  eines  längsdurchschnittenen  Prothallium ,  mit  einem  fehlgeschlagenen 
und  einem  befruchteten  Archegonium,  welch  letzteres  das  vierzellige  Rudiment 
eines  Embryo  umscbliesst.  Vgr.  300. 

TAFEL  ni. 

4 .  Befruchtetes  Archegonium,  längsdurchschnitten ,  mit  zweizeiliger  Embryo-Anlage, 
letztere  von  der  breiten  Seite  gesehen.  Vgr.  400. 

2.  Ein  ähnliches  Präparat;  der  Embryo  dreizellig.  Ygr.  400. 

3.  Längsdurchschnitt  eines  Theils  der  Scheitelregion  eines  Prpthallium  mit  abortirt^n 
und  befruchtetem  Archegonium.  Ygr.  300  wie  auch  der  folgenden  Abbildungen. 

4.  Der  von  letzterem  umschlossene  Embryo  frei  präparirt  und  von  der  Ruckenfläche 
gesehen.  Die  Linie  a.  6.  ist  dem  Schnitte  parallel,  welcher  das  befruchtete  Arche- 
gonium der  f.  3  Öffnete. 

5.  Befruchtetes  Archegonium,  ddrch  einen  der  Yorderfläche  des  eingeschlossenen 
Embr^'o  parallelen  Längsschnitt  geöflhet. 

6.  Ein  ähnliches  Präparat;  der  Schnitt  ist  rechtwinklig  zv^*  Längsachse  des  ersten 
Wedels  des  Embryo.    Das  Ende  der  ersten  Achse  des  Embryo  liegt  nach  vom. 

7.  Embryo,  vom  Archegonium  umschlossen,  welch  letzteres  durch  einen  gegen  die 
Aussenfläche  des  Prothaliium  etwas  geneigten  Schnitt  geöflfhet  ist.  Der  Schnitt 
hat  den  Einführungsgang  des  Archegonium  entfernt,  indem  er  nahe  unter  diesem 
durchging. 

8.  Ein  Präparat,  dem  f.  5  abgebildeten  ähnlich,  mit  weiter  entwickeltem  Embryo. 

9.  Embryo,  frei  präparirt,  Seitenansicht. 

4  0.  Wenig  weiter  entwickelter  Embryo ,  Längsdurchschnitt  rechtwinklig  zur  Yorder- 
fläche  (beim  Durchschneiden  eines  Prothaliium  zufällig  erlangt). 

4  4 .  Embryo ,  im  Längsdurchschnitt ;  die  Zahl  seiner  Zellen  ist  geringer  als  die  der 
vorhergehenden  Abbildung,  aber  die  charakteristische  Dehnung  der  Scheitelzellen 
der  ersten  Achse  hat  bereits  begonnen. 

4  2.  Weiter  vorgerückter  Embryo,  längsdurchschnitten. 
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43.  LSngsdiirchschDiU  des  oberen  Theils  eines  Prothallium,  welches  einen  bis  zum 
Durchbruch  der  Pflanze  erster  Generation  entwickelten  Embryo  umschliesst;  dieser 
ist  vom  Schnitte  ebenfalls  der  Länge  nach  halbirt.  Ygr.  SOO. 


TAFEL  IV. 

(. 

4.  Embryo,  etwas  weiter  entwickelt  als  der  f.  43  der  vorhergehenden  Tafel,  längs- 
durchschnitten. Ygr.  SOO. 

5.  Längsdurchschnitt  eines  Embryo,  dessen  erste  Wurzel  und  erster  Wedel  vor  Kur- 
zem das  Prothailium  durchbrachen.  Ygr.  200. 

3.  Ansicht  der  Rückenfläche  des  zweiten  Wedels  einer  Keimpflanze  gleicher  Eni- 
Wickelungsstufe.  Ygr.  SOO. 

4.  Längsdjarchschnitt  einer  weiter  entwickelten  Keimpflanze.  Die  Spitzen  des  ersten 
Wedels  und  der  ersten  Wurzel  sind  nicht  mitgezeichnet.  Ygr.  SOO. 


TAFEL  Y. 

i .  Das  Stänunchen ,  die  Basen  des  ersten  und  zweiten  Wedels  und  die  Ansatzstelle 
der  Wurzel  einer  weiter  vorgerückten  Keimpflanze.  Ygr.  S50. 

S.  Das  Stämmchen  und  der  zweite  Wedel  eines  längsdurchschnittenen  Keimpflänz- 
chen,  dessen  zweite  Wurzel  sich  zu  entwickeln  beginnt.  Diese  selbst  ist  nicht 
durch  die  obere  der  Schnittflächen  biosgelegt,  welche  dieses  Präparat  bilden; 
man  siehit  ein  Stück  ihrer  Aussenfläche.  Gleiche  Ygr. 

S^.*  Diese  zweite  Wurzel  derselben  Keimpflanze  längsdprchschnitten  durch  den  un- 
teren der  beiden  Schnitte,  welche  das  f.  S^  abgebildete  Präparat  darstellten. 
Gleiche  Ygr. 

TAFEL  YL 

Längsdurchscbnitt  einer  drei  Monate  alten  Kelihpflanze.  Die  Spitzen  des  ersten  und 
zweiten  Wedels  wie  der  ersten  Wurzel  sind  in  der  Zeichnung  weggelassen.  Ygr.  SOO. 

TAFEL  YH. 

4.  Yier  und  einen  halben  Monat  alte  Keimpflanze,  Seitenansicht.  Ygr.  S. 

5.  Dieselbe  im  Längsdurchschnitt.  Ygr.  60.  Die  dunkel  und  fleckig  gehaltenen  Stei- 
len sind  das  Amylum  führende  Zellgewebe  der  Rinde ;  die  Zellen  der  von  diesen 
nach  aussen  gelegenen  Rindenportionen  enthalten  nur  wasserhelle  Flüssigkeit. 

3.  Holzkörper  und  Endknospe  desselben  Präparats.  Ygr.  300. 

4.  Sechs  Monat  alte  Keimpflanze,  Seitenansicht.  Ygr.  3. 

TAFEL  YIIL 

4.  Längsdurchschnitt  rechtwinklig  zum  grösseren  Querdurchmesser  des  Stammes 
einer  vier  Monate  alten  Keimpflanze.  Ygr.  SOO. 

5.  Längsdurchschnitt  des  Stammes  rechtwinklig  zu  den  Seitenflächen  des  Holzkör- 
pers einer  etwa  acht  Monate  alten  Keimpflanze.  Ygr.  SOO. 
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3*.  Qaerdurchschnitt  einer  einjährigen  Pflanze  in  der  Höhe  der  Endknospe.  Ygr.  30. 

3^.  Qaerdurchschnitt  derselben  Pflanze  in  der  Höhe  der  Yereinigongsstelle  des  Auf- 
wuchses und  des  Niederwuchses  des  Holzkörpers.  Gleiche  Ygr. 

4.  Querdurchschnitt  der  gleichen  Stelle  einer  zweijährigen  Pflanze.  Ygr.  40. 

5.  Querdurchschnitt  eines  abnormen,  dreifurchigen,  etwa  6  Jahre  alten  Stammes  der 
ho'etes  ktcustris  in  der  Höhe  der  Yereinigungsstelle  too  Aufwuchs  und  Nieder* 
wuchs.  Natürliche  Grösse. 

6.  Der  mittlere  Theil  desselben  Präparate,  SOfach  vergr. 

7.  Die  Endknospe  desselben  Individuum,  von  oben  gesehen.  Ygr.  300. 


TAFEL  IX. 

4 .  Längsdurchschnitt  rechtwinklig  zur  Stammfurche  einer  zehn  Monate  alten  Pflanze. 

Ygr.  30. 
2.  Holzkörper  und  Endknospe  derselben.  Ygr.  300. 


TAFEL  X. 

4.  Längsdurchschnitt  durch  die  Stammfurche  einer  etwa  achtjährigen  Pflanze.  Ygr.  30. 

2.  Querdurchschnitt  der  Stamm-Mitte  einer  Pflanze  gleichen  Alters.   Die  Hauptmasse 
der  Rinde,  ihre  beiden  seitlichen  Lappen,  sind  weggelassen.  Ygr.  80. 

3.  4.  ^ndknospen  von  Pflanzen  gleichen  Alters,  von  oben  gesehen.  Ygr.  300. 

5.  Rudiment  eines  Spreublatts,  von  der  Fläche  gesehen.  Ygr.  200. 

6.  Ein  solches,  weiter  entwickelt. 

7.  Ausgebildetes  Spreublatt.  Ygr.  6. 


TAFEL  XL 

4 .  Die  Endknospe  und  der  obere  Theil  des  Holzkörpers  des  Tafel  IX  f.  4  abgebildeten 

Stammes.  Ygr.  300. 
2.  Dieselben  Theile  eines  rechtwinklig  zur  Kerbe  durchschnittenen  Stammes.  Ygr.  250. 


TAFEL  Xn. 

4.  Längsdurchschnilt  des  Stammes,  rechtwinklig  zu  dessen  Furche,  einer  sechsjährigen 
Pflanze.  Ygr.  20. 

2.  Längsdurchschnitt  der  Seitenfläche  aus  der  Mittelregion  des  Holzkörpers  einer  älteren 
Pflanze,  nebst  einem  Theile  des  Cambium.  Eine  der  Zellen  des  Letzteren,  durch 
drei  Cambialzellen  von  den  nächsten  Holzzellen  getrennt,  beginnt  zu  verholzen. 
Ygr.  260. 

3.  Längsdurchschnitt  eines  Gefässbündelstöcks  aus  dem  älteren  Theile  der  Rinde. 
Ygr.  260. 

4.  Querdurchschnitt  nahe  am  Holzkörper  eines  zu  einem  älteren  Wedel  veriaufenden 
Gefässbündeis.  Gleiche  Ygr. 


166  Wilhelm  HoFMEiSTBH, 

TAFEL  Xin. 

i .  LSngsdüFchschDitt  der  Spitze  einer  Wurzel ,  in  welcher  vor  Kurzem  die  Gabelung 
eingeleitet  wurde.  Ygr.  400. 

2.  Die  Hälfte  einer  gegabelten  Wurzel  im  Längsschnitt.  Ygr.  100. 

3.  Querdurchschnitt  einer  Worzelspitze.  Ygr.  400. 

4.  Querdurchschnitt  einer  gabehiden  Wurzelspitze.  Ygr.  400. 

5.  Längsdurchschnitt  rechtwinklig  zur  Stammfurche  der  Endknospe  eines  kräftigen 
Exemplars.  Ygr.  300.  •  . 

TAFEL  XIY. 

1 .  Ein  Stück  des  in  Richtung  seines  grösseren  Querdurchmessers  längsdurchschnil- 
-   tenen  Niederwuchses  des  Holzkörpers  einer  älteren  Pflanze  (Theil  des  T.  IX  f.  \ 

abgebildeten  Präparats).  Ygr.  200. 

2.  Junger  Wedel  einer  alten  Pflanze,  von  vorn  gesehen.  Ygr.  300. 

3.  Etwas  entwickelterer  Wedel  in  gleicher  Ansicht.  Gleiche  Ygr. 

4.  Etwas  jüngerer  Wedel  im  Längsdurchschnilt.  Ygr.  300. 

5.  6.  Der  untere  Theil  der  Yorderfläche  etwas  weiter  entwickelter,  fruchtbringender 
Wedel   im   Längsdurchschnitt.    YeL    ist   der   die   Frucht   umsäumende   Schleier. 

Gleiche  Ygr. 

7.  Das  untere  Ende  einer  längsdurchschnittenen  jungen  Frucht  (ihrer  Stellurlg  nach 
zur  Bildung  von  Makrosporen  bestimmt).  Gleiche  Ygr. 

8.  Längsdurchschnitt  der  Basis  eines  Wedels ,  der  eine  halbreife,  Mikrosp(N*en  bil- 
dende Frucht  trägt.  Ygr.  20. 

9.  4  0.  Gomplexe  von  je  i  an  einander  haftenden  Sporenmutlerzellen.  Ygr.  400. 

W  —  20.  Entwickelungsstufen  der  Multerzelle  von  Mikrosporen ;  f.  4  4  bei  500facher, 
die  übrigen  bei  400facher  Ygr. 

H — 13.  Die  Mutterzelle  gleichmässig  von  körnigem  Protoplasma  erfüllt,  in  welchem 
der  centrale  Kern  frei  schwimmt. 

4  4.  An  beiden  Polen  des  kugeligen  Kerns  bilden  sich  Anhäufungen  festeren  Schleims, 
die  Rudimente  der  secundären  Kerne. 

4  5.  Nach  Resorption  des  primären  Kerns  und  nach  Ausbildung  der  secundären  schnürt 
sich  der  Primordialscblauch  der  Mutterzelle  ein,  deren  Theilung  einleitend. 

1 6'.  Die  secundären  Kerne  sind  in  der  Wiederauflösung  begriflen ,  bevor  die  Theilung 
des  Mutterzellraums  erfolgte. 

4  6^.  Eine  Multerzelle,  von  einer  durch  ihren  Aequator  gelegten  Scheidewand  in  zwei 
Hälften  getheiU. 

4  7*.  **.  Mutterzellen,  jede  mit  4  freien  tertiären  Kernen,  die  bei  4  7*  in  eine  Ebene,  bei 
47^  nach 'den  Ecken  eines  Tetraeders  geordnet  sind. 

4  8.  Yier  durch  die  Mutt^rzelle  vereinigte  Specialmutterzellen ;  entstanden  durch  wie- 
derholte  Theilung  der  zwei  Theilhälften  der  Mutterzelle  (der  Specialmuttcrzellen 
ersten  Grades).  Die  diese  tbeilenden  Wände  haben  verschiedene  Neigung. 

4  9.  Ein  ähnliches  Präparat;  die  vier  Specialmutterzellen  liegen  in  derselben  Ebene. 

30.  Complex  von  Specialmutterzellen  decussirter  Stellung  im  letzten  Stadium  der  Aus- 
bildung, unmittelbar  vor  der  Yereinzelung.  Die  innerste  Schicht  der  sehr  verdick- 
ten Zellhaut  der  Specialmutterzellen  bricht  das  Licht  weit  stärker  als  die  bereits 
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aufgequollenen  äusseren  Schichten.    Behandlung  mit  Jodtinctur  hat  die  Primor- 
dialschläuche  der  Zellen  zum  Zusammenschrumpfen  gebracht. 

24.  Junge  Mikrosporen,  von  den  Specialmutterzellen  umschlossen.  Ygr.  300. 

22.  Halbreife  Mikrosporen  nach  Resorption  der  Specialmutterzellen.  Gleiche  Ygr. 

TAFEL  XV. 

\ .  L'ängsdurchschnitt  eines  Stämmchens  der  Iso^tes  tenuissioda,  natürliche  Grösse. 

2.  Die  Endknospe  desselben,  300fach  vgr. 

3.  Querdurchschnitt  des  Stammes  in  der  Höhe-  des  Niederwuchses  des  Holzkörpers 
derselben  Art.  Vgr.  20. 

4.  Längsdurchschnitt  eines  Stammes  derselben  Art.  Gleiche  Vgr. 

5.  Querschnitt  durch  Stamm  und  Niederwuchs  des  HoIzkÖrpers  der  Isoetes  adspersa. 
Vgr.  20. 

6.  7.  Tangentalschnitte  rechtwinklig  zu  einer  der  Stammfurchen  der  Isoetes  velata, 
6  dicht  am  Niederwuchs  des  Holzkörpers,  7  ihm  etwas  ferner. 


TAFEL  XVL 

\ .  Längsdurchschnitt  eines  alten  Stammes  der  Isoetes  Hystrix.  Vgr.  \  0. 

2.  Endknospe  eines  etwas  jüngeren  Individuum  derselben  Art  im  Längsdurchschnitt. 
Die  von  diesem  halbirte  Stammfurche  liegt  zur  Rechten.  Vgr.  300. 

3.  4.  Terminalknospen  der  Isoetes  setacea,  von  oben  gesehen.  Vgr.  300. 

5.  Längsdurchschnitt  einer  vom  Rindenparenchym  umhüllten  jungen  Wurzel  der 
Isoetes  tenuissima,  nebst  einem  Theile  des  niederwachsenden  Holzes  und  des  die- 
sem angränzenden  Cambium.  Der  Inhalt  der  Zelle  I.  Grades  und  der  aufwärts 
gekehrten  Tochterzellen  derselben  ist  mitgezeichnet.  Vgr.  300. 
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n. 

ÜBER  DIE  KEIMUNG  DER  EQUISETACEEN. 

.      « 

_  "  • 

Die  Fortpflanzung  der  Familie  der  Gefösskryptogamen ,  welche 
durch  die  hohe  Organisation  wie  durch  die.morphologischen  Eigenthttin- 
lichkeiten  ihrer  Yegetatibnsorgane  vor  allea  ihren  Verwandten  sich  aus- 
zeichnet, ist  bis  auf  die  neueste  Zeit  in  tiefes  Dunkel  gehüllt  ge\Yesen. 
Seit  y  auch  er 's^  Mittheilungen*)  hat  unsere  Kenntniss  der  Keimung  der 
Schafthalme  bis  heute  nur  eine  wesentliche  Erweiterung  erfahren :  die 
Auffindung  der  Antlieridien  und  Samenfäden  durch  Thurel.^  Seine 
Entdeckung  wurde  durch  Milde^  und  durch  mich^)  bestätigt;  Milde 

sowohl  als  ich  gabe^ .  dabei  die  auf  die  einzelne  Zelle  zurückgeführte 

•« 

Entwickelungsgeschichte  des  Pröthallium.  Gleich  den  Aussaaten  aller 
früheren  Beobachter  gingen  auch  die  unsrigen  zu  Grunde,  bevor  Arche- 
gonien,  geschweige  denn  Embryonen  sich  gebildet  hatten ;  doch  habe 
ich  die  ersten  Rudimente  von  Archegonien  1 850  beobachtet  und  abge- 
bildet;') die  von  Milde  gezogenen  Prothallien  starben  noch  früher  ab, 
als  die  Meinigen. 


i)  Die  Untersuchungen  Vaucher's  der  Keimung  von  Equisetum  sind  nicht  allein 
ungleich  genauer  und  TollstSndiger  als  die  J.  Agar dh's  (memdires  du  museutn  dhist. 
nat  T.  IX  [4822]);  sondern  auch  früher  angestellt.  Beobachtungen  Vaucher's,  die 
eben  so  weit  reichen  als  die  Agar dh's,  stammen  bereits  aus  dem  Jahre  184  5. 

2)  Als  beiläufige  Notiz  in  dessen  Arbeit  über  die  Samenßiden  der  Farm  gegeben: 
Annales  des  sc.  not,  SMe  lU.  T.  v  .  • 

3)  Linnaea,  4850. 

4)  Vergleichende  Untersuchungen,  S.  96  ff.  . 

5)  a.  a.  0.  T.  XX.  f.  61,  62.  ,  '.   ' 
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leb  habe  seitber  meine  Aussaatversucbe  'dauernd  fortgesetzt,  und 
das  Verfahren  dabei  mannicbfach  geändert.  In  den  früheren  Fällen  wur- 
•  den  die  Protballien  durch  wuchernde  niedere  Algen  und  Moosvorkeime 
zeitig  erstickt,  bis  auf  diejenigen,  die  auf  zufälligen  Erbebungen  des  Bo* 
dens  sich  angesiedelt  hatten.  Ich  machte  neuerdings  die  Erde  der  Aus- 
saat-Töpfe geflissentlich  uneben ;  ich  hielt  die  jungen  Protballien  nur 
massig  feucht  und  entzog  sie  völlig  den  direkten  Sonnenstrahlen.  Die 
Sporen  keimten  rasch  und  entwickelten  sich  üppig;  mit  ihnen  zugleich 
Vaucheria  sessilis,  Nostoc  commune  und  Cylindrospermum  bumicolai, 
deren  Ueberhandnehmen  den  jungen  Protballien  mit  der  alten  Gefahr 

• 

drohte,  bis  durch  zeitweiliges  starkes  Ueberbrausen  mit  kaltem  Wasser 
der  Wucherung  dieser  Algen  Einhalt  gethan  wurde.  Bei  solcher  Behand- 
lung  entwickelten  Protballien,  gekeimt  aus  Anfang  Mai  dieses  Jahres 
ausgesäeten  Sporen  des  Equisetum  arvense,  bereits  Mitte  Juni  die  ersten 
beblätterten  Pflanzen. 

Ich  übergehe  die  Keimung  der  Spore,  die  ersten  Entwickelungs- 
stufen  des  Prothallium  und  die  Bildungsgeschichte  der  Antheridien ,  als 
bereits  (a.  a.  0.)  ausführlich  von  mir  geschildert.  Dagegen  habe  ich 
über  die  Beschaffenheit  der  Samenfäden  einiges  nachträglich  zu  bemer- 
ken.  Wie  bekannt,  tragen  die  beiden  engeren  vorderen  Windungen  des 
Spermatozojfds  zahlreiche ,  ziemlich  starke  Wimpern ,  welche  während 
der  Bewegung  des  Samenfadens  lebhaft  schwingen.  Die  weitere  letzte 
Windung,  welcher  diese  Wimpern  fehlen,  erscheint  während  des 
raschen  Umherschweifens  des  Samenfadens  im  Wasser  etwas  vei jungt  ; 
nach  der  Tödtung  des  Spermatozol'ds  durch  lod  dagegen  stark  verbrei- 
tert.') Diese  auffallende  Erscheinung  gründet  sich  auf  eine,  soviel  bis 


\)  Wie  auch  Thuret  in  seinen  vor  Kurzem  veröffentlichten  Abbildungen  {Annales 
des  sc.  nat.  S^rie  III.  T.  XVI.  pl.  16)  die  Sache  darstellt.  Ich  habe  früher  (vergleichende 
Untersuchungen  S.  iO\)  den  Samenfäden  von  Equisetum  allgemein  ein  langgezogen 
peitschenförmiges  Hinlerende  zugeschrieben.  Es  ist  unzweifelhaft  ein^  nicht  seltenes 
Vorkommen,  dass  ein  Samenfaden  mit  fadenförmiger  Verlängerung  seiner  letzten  Win- 
dung an  Theilen  des  Prothallium  festklebt  und  vergeblich  sich  loszuringen  sucht.  Der 
Antheridie  eben  entschlüpfte,  kräftig  sich  bewegende  Spermatozoiden  zeigen  nichts 
dergleichen,  auch  nicht  nach  Tödtung  durch  Jodtinctur.  An  zum  Stillliegen  gebrachten 
findet  man  nur  kurze  Anhängsel  des  Hinterendes  (T.XVII  f.  2 — 6)  und  auch  diese  nicht 
immer.  Es  ist  nicht  wahrscheinlich,  dass  ein  so  langer  schwanzartiger  Fortsatz  bei  d&r 
Tödtung  eingezogen  werde.  Besser  wird  die  Erscheinung  durch  die  bei  Besprechung, 
der  Samenfüden  von  Isoetes  (S.  129  dieses  Bandes)  bereits  aufge|j|ellten  Annahme  sich 
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jetzt  bekannt  im  Pflanzedreiche  völlig  allein  stehende  Organisation.  Das 
Ende  des  Samenfadens  trägt  an  der  Innenseite  der  Schraubemvindung 
einen  breiten,  flossenförmigen  Anhang;  eine  zarte  Membran,  die  wäh- 
rend des  Schwärmens  des  Fadens  lebhaft'  flimmert,  ähnlich  den  undu- 
lirenden  Membranen  der  Spermatozoon  von  Kröten  und  Tritonen.  — 
Bei  irgend  rascher  Bewegung  des  Samenfadens  ist  der  häutige  Saum 
gleich  den  Gilien  des  Yorderendes  unsichtbar ;  erst  bei  dem  Erlahmen 
der  Lebensthätigkeit  des  SpermatozoTds  wird  die  Erscheinung  deutlich 
(T.  XVII.  f.  1  —  6).  Die  Undulationen  der  Flosse  dauern  länger,  als  die 
Scbwingungen*der  Wimpern.  Das  Hinterende  des  Samenfadens  erscheint 
noch  spitzjich,  wenn  die  stillstehenden  Cilien  der  vorderen  Windungen 

bereits  sichtbar  werden. 

« 

Die  Protliallien  von  Equisetum  arvense,  pratense  und  palustre  sind 
scharf  ausgeprägt  diöcisch.  Die  Individuen,  welche  Antheridien  tragen, 
bringen  deren  sehr  reichlich ;  Archegonien  aber  nur  in  den  seltensten 
Ausnahmefällen,  und  dann  auf  spät  erscheinenden  Sprossungen  der  Basis 
des  Prothalliiim.  Analog  den  Bildungen,  die  den  Randzellen  alter  Farrn- 
prothallien  entspriessen,  lassen  sich  diese  als  neue  Individuen  betrachten. 
Die  männlichen  Prothallien  erreichen  nicht  die  volle  Grösse  der  weib- 
lichen. Sie  bestehen  in  der  Regel  aus  nur  einer  bis  zweien  dickfleischigen 
Ausbreitungen  von  Zellgewebe,  deren  Ränder  die  Antheridien  tragen,  und 
etlichen  dünnhäutigen,  sterilen  Sprossen.  Ihr  Chlorophyll  contrastirt  mit 
dem  der  weiblichen  Prothaflien  durch  ehien  deutlichen  Stich  ins  Gelbe. 
Die  tiefbraune  Färbung,  welche  die  ihres  Inhalts  entleerten  Antheridien 
anzunehmen  pflegen ,  giebt  den  männlichen  Prothallien  zeitig  ein  krank- 
haftes Aussehen. 

Die  Archegonien  erzeugenden  Prothallien  bilden  durchaus  keine 
Antheridien.  Sie  verzweigen  sich  stärker  und  werden  weit  kräftiger,  als 
die  männlichen.  Ein  weibliches  Prothallium  ist  bei  normaler  Entwicke- 
lung  eine  im  allgemeinen  Umriss  kreisförmige  Vereinigung  von  drei  bis 
sechs  fleischigen  Zellgewebsmassen,  die  sehr  zahlreiche ,  kräftig  grüne 


erklären  lassen,  dass  das  Hinterende  des  Samenfadens  aus  sehr  weicher,  balbflüssiger 
Masse  bestehe,  die  leicht  irgendwo  festklebt  und  sich  dann  zu  Fäden  auszieht.  Diese 
Vermuthung  gewinnt  dadurch  an  Wahrscheinlichkeit,  dass  Samenfäden,  die  ihre  Be- 
wegung (nach  7*  bis  Sstündiger  Dauer)  freiwillig  endeten,  stets  eicen  Schwanz,  oft  von 
sehr  bedeutender  Länge,  zeigen.  Solche  Samenfäden  sind  unzweifelhaft  durch  Einwir- 
kung  von  Wasser  au%equoIlen.  Ihre  fleischige  Substanz  pflegt  Vacuolen  zu  enthalten. 
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krause  Sprossungen  von  zarterer  Textur  tragen,  von  V4  bis  V2  Zoll 
Durchmesser.  Mit  jungen  Pflanzen  des  Anthoceros  punctatus  hat  das 
Gebilde  grosse  Aehnlichkeit.  Die  Archegonien  treten  weit  später' auf, 
als  die  Antheridien  gleichzeitig  ausgesäeten  Sporen  entsprossener  mann-« 
lieber  Protballien;  das  jüngere  weibliche  Prothallium  zeigt  sich  an* 
scheinend  steril.  —  Die  Sporen,  aus  denen  weibliche,  and  die,  aus 
denen  männliche  Prothallien  entstehen,  sind  von  durchaus  gleicher 
Grösse  und  gleicher  Beschaffenheit.  Aeussere  Einflüsse  scheinen  deut- 
lich von  Wirkung  auf  das  Geschlecht  der  keimenden  Prothallien.  Ein 
trockenerer,  Jiellerer  Standort  scheint  bei  Eq.  arvense  die  Entwickelung 
von  Antheridien  entschieden  zu  begünstigen.  Die  Sporen  von  Eq.  ar- 
vense und  pratense  gaben  bei  der  Aussaat  vorwiegend  männliche,  ^)  die 
von  Eq.  palustre  bei  meinen  wiederholten  Versuchen  nur  weibliche 
Prothallien. 

Die  Archegonien  entstehen  aus  der  Vermehrung  einzelner  Zellen 
des  Vorderrandes  der  dickdeischigen  Lappen  des  Prothallium.  Nach 
Anlegung  des  Archegonium  pflegt  die  Zellgewebsmasse ,  welcher  das 
Organ  eingefügt  ist,  unter  ihm  weiter  zu  wachsen ,  so  dass  die  Arche- 
gonien, ähnlich  denen  von  Pellia,  später  auf  die  Oberfläche  des  Prothal- 
lium zu  stehen  kommen.  Neben  jedem  Archegonium  bildet  sich  gewöhn- 
lich eine  schmale  dünnhäutige  Sprossung  des  Prothallium  (T.  XIX.  f.  1). 

Die  Mutterzelie  eines  Archegonium ,  chlorophyllhaltig  gleich  ihren 
Nachbarinnen,  unterscheidet  sich  von  diesen  nur  durch  ihren  reicheren 
Gehalt  an  Protoplasma.  Nach  beträchtlicher  Wölbung  ihrer  freien  oberen 
Wand  erfolgt  ihre  erste  Theilung  durch  eine  horizontale  Membran.  Die 
untere  beider  Theilhälften ,  völlig  dem  Gewebe  des  Prothallium  einge- 
senkt, wird  zur  Centralzelle  des  Archegonium.  Durch  wiederholte  Zwei- 
theilung der  oberen  bildet  sich  der  Mündungsgang  desselben. 

Die  erste  dieser Theilungen  ist  die  durch  eine  verticale  Längswand. 
Eine  ebenfalls  senkrechte  Wandung,  rechtwinklig  zu  der  eben  gebilde- 


i)  4849,  50  und  o\  erhielt  ich  nur  männliche  Protballien,  an  denen  erst.  spSt 
und  einzeln  auf  Adventivsprossen  Rudimente  von  Archegonien  sich  zeigten.  Im  Som- 
mer des  laufenden  Jahres  überwog  die  Zahl  männlicher  Prothallien  die  der  weiblichen 
etwa  um  die  Hälfte.  Der  Sommer  4  852  scheint  der  Keimung  der  Schaflhalme  beson- 
ders  günstig  gewesen  zu  sein.  In  einem  Oarten  cultivirte  Exemplare  des  Eq.  variega- 
tum  hatten  selbst  Sporen  ausgesäet  (AnfangMai).  Mitte  Juli  entwickelten  die  in  Mehrzahl 
vorhandenen  weiblichen  Prothallien  beblätterte  Pflänzchen. 
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ten,  trilt  sofort  ia  jeder  der  beiden  neuentstandenen  Zellen  auf.  Die  vier 
Zellen,  welche  die  inzwischen  nach  oben  sich  stark  wölbende  Central- 
zelle  decken  und  umkleiden,  wachsen  gleichmässig  aufwärts  und  wer- 
•den  während  dem  wiederholt  durch  horizontale  Querwände  getheilt,  — 
genau  in  der  Art  wie  die  vier  Scheitelzellen  der  Fruchtanlage  einer 
Jungermanniee.  *)  So  bildet  sich  ein  die  Centralzelle  des  Archegonium 
überragender  Cylinder,  zusammengesetzt  aus  vier  Längsreihen  von  Zel- 
len (T.  XVII  f.  7 — 9).  Das  oberste  Doppelpaar  derselben  streckt  sich  sehr 
bedeutend  in  die  Länge.  Ihm  folgt  in  dieser  Längsdehnung  d^as  nächst- 
benachbarte, wiewohl  in  minderem  Maasse.  Die  beiden  unteren  Zel- 
lendoppelpaare  des  Halstheiles  des  Archegonium  strecken  sich  kaum 
merklich  aufwärts ;  dagegen  greift  bis  in-  sie ,  mindestens  bis  in  das  un- 
tere  derselben,  die  in  den  Nachbarinnen  der  Centralzelle  anhebende 
Vermehrung:  die  Theilung  durch  auf  den  Wänden  dieser  letzteren  senk- 
rechte Membranen,  wechselnd  mit  ihnen  parallelen.  In  Folge  dieser 
Theilungen  erscheint  bei  völliger  Ausbildung  des  Archegonium  die  Cen- 
tralzelle desselben  von  einer  oder  zweien  epitheliumähnlichen  Zeli- 
ßchichten  umgeben  (T.  XVII  f.  4«— 12). 

In  der  Centrakelle  bildete  sich  schon  auf  den  ersten  Entwicke- 
lungsstufen  des  Archegonium  eine  freie  Tochterzelle,  das  Keimbläs- 
chen. Sie  entsteht  um  einen  in  der  Scheitelwölbung  der  Zelle  auftre- 
tenden secundären  Kern  (T.  XVII  f.  7,  8),  bisweilen  schon  zu  der  Zeit,  da 
jdie  Quertheilungen  der  den  Archegonienhals  bildenden  zwei  Zellen- 
paare eben  erst  beginnen  (T.  XVII  f.  7).  Allmälig  wächst  sie  heran;  ver- 
drängt während  der  Ausbildung  des  ArchegQnium  mehr  und  mehr  den 
übrigen  Inhalt  der  Centralzelle,  namentlich  den  bei  ihrer  Bildung  noch 
vorhandenen  zweiten  Kern  derselben.  Auch  dieser  ist,  wie  es  scheint, 
ein  secundärer  Kern;  durch  abgeplattete  Form  und  mindere  Grösse 
(T.  XVII  f.  7,  8)  weicht  er  ab  vom  kugeligen  primären  Kern  der  Central- 
zelle (T.  XVII  f.  9).  Bei  dem  Aufbrechen  des  Archegonium  pflegt  etwas 
körniger  Schleim,  der  letzte  Rest  des  nicht  in  Bildung  des  Keimbläs- 
chens eingegangenen  Inhalts  der  Centralzelle,  der  Aussenwand  der 
freien  sphärischen  Zelle  anzulagern  (T.  XVII  f.  11). 

Jetzt  treten  die  vier,  den  Halstheil  des  Archegonium  bildenden 
Längsreihen  von  Zellen  an  ihren  Berührungskanten  aus  dem  Zusammen- 


I)  Vergleichende  Untersuchungen;  S,  18,  38. 
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hange.  Es  bildet  sich  ein  auf  die  Centralzelle  zuführender,  die  Längs- 
achse des  cylindrischen  Halses  durchziehender  offener  Kanal,  der  Ein- 
f Uhrungsgang  des  Archegonium.  Die  vier  langgestreckten  Zellen  seiner 
Mündung  biegen  sich  halbkreisförmig  zurück.  Dadurch  erhält  das  Arche- 
gonium eine  sehr  abenteuerliche  Gestalt ;  es  gleicht  emem  vierannigen 
Wurfanker  (T.  XVII  f.  1 1 , 1 2).  Diq  bogigen  Mündungszellen  enthalten  beim 
Auseinandertreten  keine  festen  Stoffe  mehr;  die  wenigen  Chlorophyllbläs- 
eben  sowohl  als  der  Zellenkern  sind  verschwunden.  In  gleicher  Weise 
verhalten  sich  die  vier  sie  tragenden  Zellen.  Der  freie  Hals  des  Arche- 
gonium ist  glasartig  durchsichtig. 

Die  Archegonien  der  Equisetaceen  weichen  in  ihrem  Baue  weit 
weniger  von  den  gleichen  Organen  der  Farmkräuter  ab,  als  ihre  Ahthe- 
ridien.  Sie  stimmen  namentlich  in  allen  wesentlichen  Zügen  überein  mit 
denjenigen  Archegonien  der  Polypodiaceen,  deren  Halstheil  aus  nur  vier 
Längsreihen  von  Zellen  besteht.  ^)  Man  darf  es  aussprechen ,  dass  die 
Equisetaceen  durch  die  Diöcie  ihrer  Prothallien,  wie  durch  die  aus- 
nahmslose Aehnlichkeit  des  Baues  ihrer  Archegonien  mit  denen  der 
Rhizocarpeen,  namentlich  der  Pilularia ,  den  Uebergang  von  den  Farm 
zu  den  Rhizocarpeen  Vermitteln. 

Männliche  und  weibliche  Prothallien  wachsen  in  nächster  Nachbar- 
schaft, oft  mit  ihren  Sprossungen  sich  verflechtend.  Der  Weg  zu  den 
Archegonien ,  den  nicht  nur  jeder  Regen ,  sondem  schon  jeder  starice 
Thau  den  Samenfäden  bahnt,  wird  ihnen  noch  dadurch  erleichtert,  dass 
beim  freiwilligen  Aufbrechen  überreifer  Antheridien^  die  eingeschlos- 
senen  noch  in  ihren  Mutterzellchen  enthaltenen  Samenfaden  mit  nicht 
unbeträchtlicher  Gewalt,  mehrere  Linien  weit  spritzend,  hervorgetrieben 
werden.  —  Im  Einfühmngskanale  eines  vor  Kurzem  befruchteten  Arche- 
gonium fand  ich  schleimige  Massen ,  abgestorbenen  Samenfäden  völlig 
ähnlich  (T.  XVII  f.  1 3). 

Die  erste  Veränderung,  welche  am  befruchteten  Archegonium  sichtr- 
bar  wird ,  ist  die  weitere  Vermehrung  der  Zellen  des  die  Centralzelle 
umgebenden  Gewebes.  Es  theilen  sich  diese  wiederholt  durch  Längs- 
und Querwände;  besonders  lebhaft  die  Zöllen  der  epitheliumartigen 


• 


K )  Vergleichende  Untersuchungen,  S.  8  f . 

2)  Bei  dem  allein  das  von  Thuret  abgebildete  zierliche  Krönchen  [Asm,  d.  sc 
uat.  m  S.  T.  XVT.  t.  H.  f.  I)  sich  bildet. 
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Schicht,  welche  der  Ceotralzelle  zunächst  angränzt.  Unmittelbar  nach 
der  Befruchtung  schliesst  sich  vollständig  das  untere  Ende  des  Einfüh- 
rungsganges durch  "horizontale  Dehnung  der  Zellen  seiner  Wände  (T.  XVII 
f.  1 3).  Das  befruchtete  Keimbläschen  hat  unterdessen  an  Grösse  etwas 
zugenommen.  Sein  Kern  ist  verschwunden;  eine  Schicht  feinkörnigen 
Protoplasma's  überzieht  seine  Innenwaqd  (T.XVII  f.  13).  Jetzt  erst,  nach 
der  Obliteration  des  unteren  Endes  des  Einführungsganges ,  be^'nnt  die 
Reihenfolge  von  Theilungen  des  Keimbläschens,  durch  welche  der  Embryo 
angelegt  wird. 

Das  Keimbläschen  theilt  sich  zunächst  durch  eine  gegen  die  Längs- 
achse des  Archegonium  geneigte  Wand.  Beide  Theilhälften  werden  so- 
fort aufs  Neue  durch  Querwände  getheilt,  welche  rechtwinklig  zu  den 
eben  gebildeten  stehen.  Bald  schreitet  die  obere,  bald  die  untere  der 
zwei  ersten  Zellen  des  rudimentären  Embryo  ihrer  Schwester  in  dieser 
Theilung  voraus  (T.  XVII  f.  U) . 

Jetzt  oder  wenig  später  schrumpfen  die  zurück  gekrümmten  Zellen 
der  Archegonienmündung  zusammen  und  fallen  ab.  Auch  die  sie  tra- 
genden vier  gestreckten  Zellen  des  Archegonienhalses  enden  ihre  Le- 
bensthätigkeit.  Soweit  ihre  Wände  den  Einführutfgsgang  des  Archego- 
niutn  bilden,  ftrben  sie  sich  tiefbraun. 

Die  Zahl  der  Archegonien  eines  kräftig  entwickelten  Prothallium 
beträgt  20  bis  30 ;  sie  tibertrifft  somit  die  der  Antheridien  selbst  der 
gross ten  männUchen  Prothallien.  In  der  Regel  wird  mehr  als  ein  Arche- 
gonium befruchtet;  ich  zählte  bis  zu  sieben  Embryonen  in  einem  und 
demselben  Prothallium.  Bei  unbefruchtet  gebliebenen  Archegonien  er- 
streckt sich  die  braune  Färbung  auf  die  Wände  des  ganzen,  offen  bleiben- 
den Einführungsganges  und  auf  die  Centralzelle  sammt  Inhalt  (T.  XIX  f.  1 ). 

Durch  eine  Reibenfolge  je  in  der  Endzelle  sich  wiederholender 
Tbeilungen,  welche  in  der  dreiseitigen  Zelle  anhebt,  die  das  unlere  Ende 
des  Embryo-Rudiments  einnimmt,  wird  die  erste,  unentwickelt  bleibende 
Achse  des  fimbryo  angelegt  (T.  XVII  f.  4  4—18;  T.  XVIII  f,  1— 3).  Die 
Zellen  zweiten  Grades  derselben  theilen  fürs  Erste  sich  jiur  durch  auf 
den  freien  Aussenflächen  senkrechte  Längs-  und  Querwandungen  (T.XVII 
f.  19);  spät  erst  treten  diesen  Flächen  parallele  Wände  auf,  innere  Zel- 
len bildend.  —  Eine  ähnlichen  Regeln  folgende  Zellenvermehrung  be- 
ginnt in  der  einen  seitlichen  Zelle  des  vierzelligen  Embryo-Rudiments. 
Die  Linien ,  in  welchen  die  ersten  der  in  ihr  auftretenden  Theilungs- 
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wände  sich  schneiden ,  sind  parallel  der  Längsachse  des  Archegonium 
(T.  XVilf.  16 — 18).  Es  wird  dadurch  eine  seitliche  Sprossung  des 
Embryokügelchens  gebildet:  die  zweite  Achse  der  Keimpflanze,  ihi' 
erster  blätterbringender  Spross.  Durch  das  beträchtliche  Wachsthum 
in  die  Dicke  der  primären  Achse  unterhalb  der  Ursprungsstelle  der  se- 
cundären,  noch'  mehr  durch  die  Aufwärtskrümmung  der  Letzteren  währ 
rcnd  ihrer  Entwickelung  wird  die  Anlage  des  secundären  Sprosses  bin- 
nen Kurzem  nahezu  auf  den  Scheitel  der  kugeligen  Zellenmasse  gerückt, 
als  welche  der  Embryo  jetzt  erscheint ;  in  geringe  Entfernung  von  der 
Stelle,  an  welcher  das  (jetzt  völlig  obliterirte)  untere  Ende  des  Einfuh- 
rungsganges  des  Archegonium  mündete  (T.XVIII  f.  5,  6). 

Bis  jetzt  lässt  sich  die  Embryoanlage  ohne  grosse  Schwierigkeit 
frei  präpariren.  Von  nun  an  aber  treten  die  Zellen  der  Oberfläche  ihrer 
primären  Achse  in  jmmer  innigeren  Zusammenhang  mit  den  benachbar- 
ten Zellen  des  Prothallium ,  während  diese  —  zum  Theil  noch  immer  in 
Vermehrung  begriffen  —  von  der  an  Grösse  rasch  zunehmenden  neuen 
Pflanze  mehr  und  mehr  zusammengedrückt,  endlich  resorbirt  werden. 

Das  Ende  der  secundären  Achse  des  Embryo  gleicht  schon  frühe 
in  Gestalt,  wie  in  der  Art  der  Vermehrung  seiner  Zellen  vollkommen 
der  Endknospe  des  Sprosses  einer  entwickelten  Schafthalmpflanze.  An 
dem  spitz-kegelförmigen  Wärzchen  von  Zellgewebe  lässt  sich  die  ver- 
hältnissmässig  grosse  Scheitelzelle,  wie  die  leiterartig  ineinander  grei- 
fende Anordnung  der  Zellen  zweiten  Grades  deutlich  miterscheiden  (T. 
XVIII  f.  5).  Wenn  die  Knospe  diese  Form  angenommen  hat,  bildet  sie 
sofort  ihr  erstes  Blatt:  gleich  denen  der  ausgebildeten  Pflanze  eine  ge- 
schlossene gleichhohe  Ringscheide  (a  der  fig.  5  der  T.  XVIII),  deren  Rand, 
durch  anfangs  gleichzeitige  Theilung  seiner  Zellen  mittelst  wechselnd 
nach  innen  und  aussen  geneigter  Wände  aufwärts  sich  verlängernd, 
nach  einiger  Zeit  in  drei  zuerst  stumpfe,  bald  spitzer  werdende  Lappen 
auswächst  (T.  XVIII  f.  6). 

Gleichzeitig  mit  diesen  drei  Spitzen  des  Randes  des  ersten  Scheiden- 
blatts wird  die  erste  Adventivwurzel  der  Keimpflanze  sichtbar.  Aus  der 
Vermehrung  einer  Zelle  des  inneren  Gewebes  der  primären  Achse  entstan- 
den ,  zeigt  sie  sich  zuerst  als  kleiner ,  halbkugeliger  Höcker  au  der  dem 
secundären  beblätterten  Sprosse  abgewendeten  Seite  des  Embryo  (T. 
XVIII  f.  6).  Die  Wurzel,  durch  Vermehrung  einer  Zelle  des  Inneren  ihrer 
Spitze ,  in  gleicher  Weise  wie  die  Wurzel  der  entwickelten  Pflanze  in 
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£s  zerfällt  diese  Abhandlung  in  mehrere  Theile,  die  mit  iBinander 
in  Verbindung  stehen.  Bezeichnet  man  den  Radius  Vector  der  Ellipse 
mit  r,  die  wahre ,  excentrische  und  mittlere  Anomalie  bez.  mit  /)  «  und 
g,  so  werden  im  §  I  die  Producte  r"cosm/*  und  r"  sin  mf  in  Reihen  ent- 
wickelt, die  nach  cos  t/ und  bez.  sint/*  fortschreiten.  Im  §  II  wird  die 
Entwickelung  von  cos /tif  und  sin  fif  nach  cos  iß  und  sintV,  so  wie  die  . 
entgegengesetzte  Entwickelung  ausgefllhrt.  Im  §  III  die  Entwickelung 
von  r^cosmfund  r"  sin  m/*  nach  cosi«  und  sintf,  die  sowohl  durch  die 
Verbindung  des  Inhalts  der  beiden  vor.  §§,  wie  direct  erhalten  wird. 
Der  §  IV  giebt  die  Entwickelung  von  cos  ie  und  sin  ie  nach  cos  hg  und 
sin  hg,  so  wie  die  entgegengesetzte  Entwickelung.  Der  §  V  enthält  die 
Entwickelung  von  cos /i/*  und  sin /i/*  nach  cost^  und  sint^,  so  wie  die 
entgegengesetzte  Entwickelung,  und  zwar  werden  diese  elhestheils 
durch  den  Inhalt  der  vor.  ^,  und  andemtheils  unmittelbar  erhalten.  Im 
§  VI  endlich  entwickele  ich  r"  cos  m/*  und  r*  sin  m/*  nach  cos^  und  sin^, 
und  zwar  auch  einestheils  aus  dem  Inhalt  der  vor.  §§,  und  andemtheils 
unmittelbar.  r»: 

Bei  diesen  Entwickelungen  bediene  ich  mich  stets  der  zu  den  Ano- 

nialien  gehörigen  imaginären  Exponentialfunctionen ,  wodurch  an  Ein- 

Tachheit  viel  gewonnen  wird,  und  neue  Formen  aufgefunden  werden, 

die  ohne  dieses  Httlfsmittel  schwer  zu  finden  sein  würden.  Da  ich  in 

dem  Bericht,  welcher  diese  Abhandlung  begleitet,  den  Inhalt  derselben 

ausfuhrlicher  aus  einander  gesetzt  habe,  so  erlaube  ich  mir,  in  dieser  . 

Einleitung  darauf  hinzuweisen. 

14*    . 


—  « 
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§1.  • 

Entwickelung  der  FuActionen  r" cos m/* und  r^ sin mf  in  Reihen,  die 
nach  den  Cosinussen  und  Sinussen  der  Vielfachen  von y  fortschreiten. 

'  1. 

Die  zur  wahren  Anomalie  f  gehörige  imaginäre  Exponentialfunciion 
'  nenne  ich  x,  so  dass  also 

ist,  wenn  c  die  Grundzahl  der  natürlichen  Logarithmen  bedeutet.  Nennt 
man  ausserdem  e  die  Excentricität  und  q  das  Verhältniss  des  Radius 
Yectors  zur  grossen  Halbachse,  und  setzt 

e  =  sin9),  /?=tgi9) 
so  geht  die  Gleichung 

**  in  folgende  über 

(1)  (>"  =  (1— /S«)*cos>  (1+/Sr)-"(l+-^)' 

wo  der  Exponent  n  jeden  beliebigen  Werth  haben  kann.  Dieser  Aus- 
.     ■  :^':^  druck  zeigt,  dass  man  ()"  in  eine  convergirende,  nach  den  ganzen,  posi- 

tiven  und  negativen,  Potenzen  von  x  fortsdireitende  Reihe  entwickeln 
kann.  Wir  dürfen  also'  setzen 

*mo  %  stets  eine  ganze  Zahl  ist,  und  nothwendig 

sein  muss,  weil  q"*  eine  reelle  Grösse  ist."^) 

»  2. 

Wenn  die  Werthe  der  mit  F,-  bezeichneten  Coefficienten  ermittelt 
sind,  so  ist  es  leicht  die  in  der  Ueberschrift  angegebenen  Entwickelun- 
gen  herzustellen.  Aus  der  Gleichung  (2)  folgt  nemlich  sofort 

• 

Da  nun  für  jeden  Werth  von  p 

af  =  cos pf  +  ^'^ .  sinpf, 
und  wenn  man  mit  a  die  grosse  Halbachse,  und  mit  r  den  Radius  Vector 
bezeichnet,  r  =  ag  ist,  so  folgt  hieraus  leicht,  dass 

*)  Imaginäre  Exponenten  schllesse  ich  nemlich  durcbgehends  aus. 
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f-cosm/'=a-yr'+a-^r|v;:Uv;iLtcosir  • 

r-  sin  tnf=  a-  ^T  \  vfl- ViljJ  sin  if 

3. 
Durch  den  binomischen  Satz  ergiebt  sich 

(1  +  ßx)-'  =  i  —  ±ßc  +  ^^^^z"  —  "•*+,\;+Va;'  +  etc. 

V  +  1^)      —  '       T  i"  +  "17?"  IF  m !?■  ±  ®"'- 

und  hieraus  wegen  der  Gleichungen  (1 )  und  (2) 

■    Fin  =  cos>(1-/f)"j?^/?+-^:|ifci:^/?*+5>^^ 

etc.  etc. 

welche  Reihen  für  jeden  Werth  von  ß<i  convergiren.  Für  n  =  1  fol- 
gen hieraus  sofort  die  einfachen  Ausdrücke 


ir^')        ^^o  r^*> 

Vo    ^=C0S9);      Vj-i  = 


^(1) 


ß  cos(p;     V±t  =  /!*  cos  y ,   etc.     (3) 


4. 


Der  obige  Ausdruck  (1)  für  q"^  giebt  leicht  eine  linearische  Glei- 
chung zwischen  vier  yCoeflicienten.  Es  folgt  nemlich  daraus,  und  weil 

ist 

^  C08*9)    '    (4—/^)  cos9^         '    (4— /^)cos9"    * 

Substituirt  man  hierin  für  (>"  und  (>"""*  die  Ausdrücke 


cos  9) 


'(«) 


^•  =  ^-7;"^.     ()"-* 


-sFrv- 


und  vergleicht  die  mit  derselben  Potenz  von  x  multiplicirten  Glieder,  so 
ergiebt  sich  sogleich 


v; 


(«-1) 


(*) 


cos '9    •       •    (1— /^Jco89 

vermittelst  welcher  man  alle  zur  Potenz  n — i  gehörigen  FCoefficienten 
bekommen  kann ,  wenn  die  zur  Potenz  n  gehörigen  berechnet  worden 
sind.  Man  kann  aber  durch  Zuziehung  des  Differentials  von  (>  eine  Glei- 
chung zwischen  drei  VCoeflicienten  finden,  welche  bessere  Dienste  lei- 
stet. Das  Differential,  lässt  sich  leicht  wie  folgt  stellen. 


r(«+l) 


-1 
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^ -*r  —  « (?=^  U -^j  P  ^ 

und  ausserdem  giebt  die  Gleichung  (1 )  die  folgeude 

-*-='.(;-^>'+«fii^(»+i)<."+' 

addirt  und  subtrahirt  man  diese,  so  erhält  man 

Die  Substitution  der  Werthe 
giebt  biemit 

(6)  {»-1  Fl-  =  .  (!±?)-vr'  +  2»  ^  (|±^  V!:1 

deren  eine  auch  aus  der  andern  folgt ,  wenn  man  —  i  statt  i  schreibt, 
und  auf  die  Gleichung 

y^)      ^      yM 

Rucksicht  nimmt. 

Die  Gleichung  (5)  giebt 

die  wenn  n  positiv  ist  auf  sichere  Art  alle  V,"^  durch  die  V,  ^  giebt, 
welches  bei  der  Gleichung  (4)  nicht  immer  der  Fall  ist.  Denn  die  bei- 
den  Glieder  rechter  Hand  haben  entgegengesetzte  Zeichen  und  V,  ist 
von  der  Ordnung  /S*',  wenn  also  ß  klein  ist,  so  sind  in  (4)  die  beiden 
bez.  mit  F,-"  und  V^\  multiplicirten  Glieder  Grössen  einer  und  dersel- . 
ben  Ordnung,  die  von  einander  subtrahirt  werden  müssen.  Dieser  Uebel- 
stand  findet  in  (7)  nicht  statt.  Wenn  man  daher  fttr  eine  Reihe  ganzer 
und  positiver  Werthe  von  n  die  FCoefficienten  zu  berechnen  hat,  und 
auf  irgend  eine  andere  Art  dieselben  für  den  grössten  Werth  von  n, 
dessen  man  bedarf,  berechnet  hat,  so  erhält  man  durch  die  Gleichung 

(7)  diese  Coefficienten  fttr  alle  übrigen  Werthe  von  n  auf.  sichere  Art. 

Eine  andere  Art  die  FCoefficienten  für  eine  Reihe  ganzer  und  po- 
sitiver Werthe  von  n  sicher  zu  berechnen,  lässt  sich  aus  der  Gleichung 
(6)  ableiten.  Setzt  man  in  diese  i+  i  statt  i,  so  lässt  sie  sich  in  folgende 
verwandeln  * 


(n+l) 
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(1)  • 

Rechnet  man  die  F,-     durch  die  Gleichungen  (3)  und  ausserdem  für 

jeden  ganzen  und  positiven  Werth  von  n  die  Fq    ^uf  irgend  eine  andere 

Art,  so  kann  man  durch  (8)  alle  übrigen  FGoelficienten  sicher  berechnen. 

Aus  (6)  folgt  ausserdem  • 

und  aus  (1)  folgt  sogleich 

Diese  geben  in  Verbindung  mit  (9)  alle  FCoefficienten  für  eine  Reihe 
negativer  und  ganzer  Werthe  von  n  mit  Sicherheit. 


5. 

Wenn  e  und  n  beide  klein  sind ,  so  kann  man  die  FCoefficienten 
leicht  durch  die  unendlichen  Reihen  des  Art.  3  berechnen ,  aber  wenn 
diese  Bedingungen,  oder  nur  eine  derselben,  nicht  erfüllt  sind ,  so  wird 
diese  Art  der  Berechnung  beschwerlich,  weil  man  viele  Glieder  der 
Reihen  berechnen  muss.  Ich  werde  daher  jetzt  zeigen ,  wie  man  für 
einen  gegebenen  Werth  von  n  alle  diese  Coefficienten  durch  Ketten- 
brüche berechnen  kann,  wenn  Yq''  anderweitig  berechnet  worden  ist. 

Eliminirt  man  F«"  zwischen  den  Gleichungen  (5)  und  (6),  und 
schreibt  darauf  n  statt  n  +  1  >  so  bekommt  man  * 

(«+i— 1)/?Vil\  +  ii^+^Vi"  —  (»-»-1)/y<\  =  0  (iO) 
welches  eine* Relation  zwischen  je  drei  auf  einander  folgenden,  einem 
und  demselben  Werthe  des  Exponenten  n  zugehörigen ,  Y  Coefficienten 
ist.  Aus  dieser  Gleichung  Hessen  sich  zwar,  wenn  Vq"  und  Vi  ander- 
weitig berechnet  worden  sind ,  alle  andern ,  demselben  Werthe  von  n 
zugehörigen  FCoefficienten  berechnen,  allein  diese  Berechnung  führt 
auf  kleine  Differenzen  grosser  Zahlen ,  und  ist  daher  unsicher.  Die  Be- 
rechnung durch  Kettenbrüche ,  die  ich  jetzt  auseinander  setzen  werde, 
ist  von  diesem  Uebelstande  frei ,  ja  sie  besitzt  im  Gegentheil  die  Eigen- 
schaft, dass  ein  Fehler  in  dem  zuerst  anzuwendenden  Yerhältniss  vob 
zwei  auf  einander  folgenden  FCoefficienten  in  die  übrigen  mehr  und  ' 
mehr  verkleinert  übergeht  und  zuletzt  unmerklich  wird. 

Sei  nun,  von  i  =  i  angefangen,  für  alle  positiven  and  ganzen 
Werthe  von  i 


K  i 
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so  geht  die  Gleichung  (1 0)  über  ia  . 

und  setzt  man  ferner 

(<<)  !>;•  =  — F.y, 

/*.  —  — j— .  q:^  —  ^i7- smy 

2    (n— ^{n^-f— 4)  /g*       p  n—i      siny 

SO  verwandelt  sie  sich  in 

(12)  0  =  1  — y..  —  y,-  y,4.i  Aq., 

woraus 

und  durch  fortgesetzte  Substitution  die  Kettenbrüche 

4+li-hi  <+^ 

4+  elc.  4-^t-fi 


etc. 


1+  etc. 

entstehen.  Man  bekommt  also ,  wie  man  sieht ,  alle  y,*  aus  einem  und 
demselben  Kettenbruche  durch  blose  Fortsetzung  der  Gliecler  desselben 
bis  zu  dem,  welches  von  l^  abhängt.  Sind  hieraus  die  y,- berechnet,  und 
darauf  die  p,-  durch  (11),  so  wird 

Vi     =  Vo  PiP2Ps...pi 
und  da 

so  hat  man  alle ,  einem  und  demselben  Werthe  des  Exponenten  n  zu- 
kommenden y Coefficienten ,  wenn  auf  irgend  eine  andere  Art  Fo"  be- 
rechnet worden  ist. 

Der  obige  Ausdruck  für  A,  giebt  zu  erkennen ,  dass  wenn  n  eine 

ganze  und  positive  Zahl  ist, 

A,  =  0 

wird,  es  ist  daher  in  diesem  Falle 

yn-i  =  1 
für  i  <  » —  1  besteht  also  der  Kettenbruch  aus  einer  endlichen  Zahl 

von  Gliedern ,  und  zwar  hat  man ,  um  die  y,-  von  yi  bis  y„«i  zu  bekom- 

men,  tlberhaupt  nur  n — 2  Glieder  zu  berechnen.  Z.  B.  furn  =:=  6  wird 


Entwickblun G  DES  Pboducts  einer  Potenz  des  .Radius  Yectobs  d.  s.  w.  1 89 

•  •  • 

Derselbe  Ausdruck  für  il^  zeigt  femer,  deuss  wenn  n  eine  ganze  und  ne- 
gative Zahl  ist, 

A«+i  =  0 
wenn  man,  wie  erlaubt  ist,  auch  in  diesem  Falle  i  stets  positiv  annimmt. 
Es  vWrd  daher  nun 

und  fUr  %  <  ( — -n)  besteht  der  Kettenbruch  aus  einer  endlichen  Anzahl 
von  Gliedern ,  deren  Berechnung  sich  eben  so  gestaltet ,  wie  die  der 
eben  angeführten,  und  ohne  Weiteres  sicher  ausgeführt  werden  kann. 
Für  grössere  Werthe  von  i  ist  die  Sache  anders ,  jenachdem  die  ganze 
Zahl  n  positiv  oder  negativ  ist.  Weün  sie  negativ  i^t,  wird 

und  deshalb  brechen  in  diesem  Falle  die  FCoefficienten  bei  V±n  ab. 
Ist  hingegen  n  ganz  und  positiv ,  so  kann  F,-  nie  Null  werden ,  und  die 
yCoefficienten  geben  ins  Unendliche  fort;  wenn  nun  zugleich 

i  >  n —  1  % 

ist,  so  geht  auch  der  Kettenbruch  ins  Unendliche  fort  und  die  Anzahl    * 
der  Glieder  desselben,  die  überhaupt  berechnet  werden  müssen,  um 
eine  gewünschte  Genauigkeit  zu  erhalten ,  hängt  von  der  Beschaffenheit 
der  Grenze  ab,  nach  welcher  die  y,-  für  ein  stets  wachsendes  t  hin-- 
streben.  .  ■  . 

Macht  man  i  =  oo  in  dem  Ausdruck  für  A,*,  so  wird 

Aao  =  —  -J-  sin  ^q> 
und  die  Gleichung  (12)  geht  über  in 

0  =  4  — 4y^  +sinVy!o 
woraus  • 

folgt.  Die  Glieder  des  Kettenbruches  convergiren  also  nicht  gegen  die 
Null,  sondern  gegen  die  endlicHe  Grösse  -^sin'4^.  Wenn  9  klein  ist, 
so  erwächst  hieraus  kein  sonderlicher  Uebelsland;  wenn  dieses  aber 
nicht  der  Fall  ist,  so  muss  man  um  für  den  grössten  Werth  von  t ,  des- 
sen  man  bedarf,  /,  hinreichend  sicher  zu  erhalten ,  eine  grosse  Anzahl 
der  Glieder  des  Ketlei^bruches  berechnen,  in  deren  letztem  man  den 
genäherten  Werth  sec'^^  für  das  betreffende  /,  substituiren  muss. 

Man  kann  diesen  Uebelstaüd  vermeiden ,  indem  sich  für  y,-  ein  an- 
derer Kettenbruch  entwickeln  lässt,  dessen  Glieder,  wenn  sie  niöht  etwa 
abbrechen,  stets  zur  Null  hin  convergiren.  Um  diesen  aus  dem  Vorher- 
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geltenden  abzuleiten,  werde  icH  die  folgenden  allgemeinen  Betrach- 
tungen voransenden. 

6. 

Es  sei  die  folgende  allgemeine  Gleichung  zwischen  g,-  und  q^^i 
gegeben, 

(A)  }.-  (1  +  a,—  bi  q^+i)  =  i 

die  man  in  einen  Kettenbruch  verwandeln  soll.  Man  setze 
wo  tti  einstweilen  unbestimmt  ist.  Hiemit  geht  (A)  über  in 

woraus  durch  Verschiebung  der  Indices 

u.  s.  w.  entsteht^  Eliminirt  man  hiemit  qt  und  qi^i  aus  (A),  und  setzt 

zugleich 

a,-  =  bi  —  a,- 
so  ergiebt  sich 

(B)  <  +  Oi'^r^.,  =  (1— «f^.,  r^,)  r^i 
Setzt  man  ferner. 

eliminirt  damit  r^^i  und  r^^^  au^  (B)>  tmd  bestimmt  ßt  so,  dass 

i 

wird,  so  erhält  man 

(C)  8i^2  (1  +C.~  ^«^f«)  =  1 

WO 


i  • 

ist.  Die  Gleichung  (C)  ist  aber  von  der  nemlichen  Form ,  wie  die  Glei- 
chung (A),  von  welcher  wir  ausgegangen  sind,  man  kann  also  diese  Sub- 
stitutionen ins  Unendliche  wiederholen ,  wodurch  der  folgende  Ketten- 
bruch entsteht, 


?. 


4-«i  . 


i-ßi 


^-Yi 


4-Si 


in  welchem 


4  — etc. 
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7. 
Um  die  Sub^tutionen  des  vor.  Art.  anzuwenden  faonerke  ich,  daas 
im  vorvor.  Art.  der  Grenzwerth  von  fi  gleich  i  +  ^  gefunden  wuidei 
Man  kann  also  setzen 

wo  qi  eine  Grösse  ist ,  die  fUr  wachsende  t  die  Eins  zur  Grenze  hat. 
Substituirt  man  diesen  Werth  von  /i,  so  wie  den  des  vorror.  Art.  fbr 

A,  in  die  Gleichung  (1 2),  so  kommt  '' 

vergleicht  man  diese  mit  (A),  so  wird 

Die  SubstitutioD  dieser  Werthe  in  die  Endformeln  des  vor.  Art.  giebt  im 
vorliegenden  Falle 


i-eic.  .  J^ 

*)  Es  ist  sichtbar ,  dass  wie  auch  n  und  ß  beschaffen  sein  mögen ,  die 
a,-,  /,■,  etc.  für  wachsende  i  zur  Null  convergiren.  wäliread  die  /?,-,  d„  etc. 
zu  ^  coQvei^ren.  Je  grösser  i  ist,  desto  weniger  Glieder  dieses  Ket' 


*}  Ich  bemerke  hiezu,  dass  dieses  derselbe  Kellenbnich  ist,  den  man  aus  [SS] 
in  üauM,  DiiqvigiUonu  gmerales  circa  teriem  mfinitam  etc.  orballen  haben  wurde. 
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tenbrachs  brauchen  berechnet  zu  werden ,  um  eine  gegebene  Genauig- 
kfit  zu  erhalten.  Für  i  =  oo  wird  a,  =  0,  etc.  also 

y«  =  sec  *i9) 
wie  vorher. 

Wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist,  bricht  der  Kettenbruch  für  jeden  Werth 
von  i  ab,  und  besteht  also  stets  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Glie- 
dern. Es  ist  aus  den  obigen  Ausdrücken  sichtbar ,  dass  wenn  n  positiv 
ist,  die  n**  der  Grössen  o.-,  yi,  etc.  Null  ist,  und  dass  also,  i  mag  sein  wie 
es  will,  der  Eettenbruch  nie  aus  mehr  wie  2(n — i)  Gliedern  besteht. 
Diese  Anzahl  ist  stets  vorhanden  wenn  t  >  n — 1  ist,  fmdet  aber  diese 
Ungleichheit  nicht  statt,  so  wird  auch  eine  der  Grössen  /9,*,  d,-,  etc.  gleich 
Null,  und  der  Kettenbruch  bricht  früher  ab.  Ist  i  =  n — 1,  so  wird 
schon  ßi  =  0  und  der  Kettenbruch  besteht  nur  aus  Einem  Gliede ,  ist 
i  =  n — 2,  so  ist  (J,-  =  0,  und  er  besteht  aus  drei  Gliedern  u.  s.  w. 
Ueberhaupt  besteht  er  aus  höchstens  2 »  —  3  Gliedern,  wenn  t  <  n  ist. 
Wenn  n  negativ  ist,  findet  ein  ähnliches  Verhalten  statt. 

Es  wird  sich  oft  ereignen ,  dass  wegen  der  Kleinheit  von  ß  der 

Kettenbruch  so  stark  couvergirt,  dass  man  um  die  erforderliche  Ge- 

* 

nauigkeit  zu  erhalten  nur  eine  kleine  Anzahl  der  vorhandenen  Glieder 
zu  berechnen  braucht.  Da  man  nun  bei  Anwendung  des  obigen  Ketten- 
bruches für  jedes  i  alle  merklichen  Glieder  desselben  von  neuem  be- 
rechnen muss,  der  Kettenbruch  des  Art.  5  hingegen  für  jeden  hinzu- 
kommenden Werth  von  %  nur  die  Berechnung  Eines  Gliedes  verlangt,  so 
verfahrt  man  am  zweckmässigsten ,  wenn  man  nur  für  den  grössten 
Werth  von  i,  welcher  erforderlich  ist,  y,-  aus  dem  Kettenbruche  dieses 
Artikels  rechnet,  und  sich  fUr  die  übrigen  /,  des  im  Art.  5  abgeleiteten 
bedient. 


8. 

Um  durch  die  eben  entwickelten  Methoden  die  Y±i  selbst  zu  be- 
kommen  bedarf  es  nur  noch  der  Berechnung  von  Vq  ,  und  wenn  beides 
n  und  ß  klein  ist,  so  kann  diese  leicht  durch  die  unendliche  Reihe  des 
Art.  3  ausgeführt  werden.  Wenn  /9  klein  ist,  so  kann  man  sich  dieser 
Reihe  auch  für  ziemlich  grosse  Werthe  von  n  bedienen,  während  sie 
für  sehr  gi-osse  Werthe  von  n  beschwerlich  wird ;  ist  ß  nicht  klein,  so 
wird  ihre  Anwendung  auch  für  kleine  Werthe  von  n  mühsam. 
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Die  Vi  überhaupt  sind  hypei^eometrische  Reihen  von  der  Gat- 
tung, *  über  welche  von  Euler,  Gauss  und  Kummer  so  vollständige  und 
schöne  Untersuchungen  vorh'egen,  und  man  weiss  dadurch,  dass  jede 
derselben  sich  auf  mannigfaltige  Art  durch  andere  derselben  Gattung 
ausdrücken  lässt.  Da  in  allen  Reihen  dieser  Gattung,  die  hier  vorkom- 
men werden,  das  vierte  Element  ein  Quadrat  ist,  so  will  ich  sie  hier 
aligemein  mit  F  (a,  /?,  y,  z^  statt  der  gewöhnlichen  Bezeichnung  F(a,  /?,  /,  s) 
andeuten.  Es  ist  also 

F{a,ß,r,z')  =  <+T7^^  +  ^^^ftLi^^4  +  etc.  (43) 

Die  Summe  dieser  Reihe ,  die  ich  auch  der  Einfachheit  wegen  blos  mit 
F  bezeichnen  werde,  lässt  sich  bekanntlich  auch  als  particuläres  Integral 
einer  linearischen  Differentialgleichung  zweiler  Ordnung  ausdrücken; 
macht  man  in  dieser  z  zur  unabhängigen  Veränderlichen ,  so  wird  sie 

Man  kann  diese  direct  aus  der  vorstehenden  Reihe  ableiten »  und  man 
kann  sie  auch  a  posteriori  dadurch  verificiren ,  dass  man  die  Reihe  in 
sie  substituirt,  wodurch  ihr  Genüge  geleistet  wird.  Von  den  Verwan- 
delungsformeln,  diä  man  kennt,  will  ich  hier  nur  die  folgenden  anftthren, 

F{a,ß,r,z')  =  {\—^'-'^F{y—a,r—ß,r,^ 

F{a,  ß,r,^  =  (1—2*)""  F  («.  r-ß,  y,  j^)      \  (1 5) 

F{a,ß,y,z^  =  {^-z)-''F(y-a,ß,r,^^ 

F{a,  ß  7,1^  = 

^  a«<i-r)  F  (a  —  y  +  i , /?— y  +  < ,  2  — y,  z»)  +  BF(a, /?,  a + /?— y+ < ,  1 — 2*) 

wo  A  —  g(y-«)g(»-r)g(/>-y) 

^^  ■"       a{K—i\n\,a—\)n\fi—K\ 

P—    fl(<.-y)flG?-y) 

°  —  /I(«+^_y)ir(_y) 

und  überhaupt  /7  (p)  die  Gaussische  //Function  bedeutet.  Kummer  be- 
zeichnet die  beiden  letzten  dieser  Gleichungen  besonders  als  Funda- 
mentalgleichungen für  die  Yerwandelung  der  FFunctionen ,  indem  sich 
aus  diesen  alle  übrigen  ableiten  lassen ,  in  welchen  alle  vier  Elemente 
von  einander  als  unabhängig  betrachtet  werden. 

9. 

Vergleicht  man  die  allgemeine  Reihe  (1 3)  mit  den  Ausdrücken  fUr 
Vf^  des  Art.  3,  so  findet  man  leicht  dass 
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^  zur  Abkürzung 

^  n  n.n+ l....fi+ i — i 

gesetzt  ist,  also  ( — i)*'jB_„,,-  den  i^  Binominalcoefficienten  der  Potenz 
— n  bedeutet.  Es  ist  hier  immer  %  eine  ganze  positive  Zahl,  n  kann  aber 
jede  beliebige  Zahl  sein.  Dieser  Ausdruck  der  FCoefficienten  wird  nur 
dann  ein  endlicher,  wenn  n  eine  ganze  negative  Zahl  ist,  durch  Anwen- 
dung der  ersten  Yerwandelungsformel  (1 5)  kann  man  ihn  aber  in  einen 
andern  umformen,  welcher  ein  endlicher  Ausdruck  wird ,  wenn  n  eine 
ganze  positive  Zahl  ist.  Die  Substitution  dieser  Relation  giebt  sofort 
(17)  Y±i  =  (— 1)'B.,,,/fcos>(1— /S^-"+* F(i+1— n,  1— n, i+1 , ^ 
welches  augenscheinlich  eine  endliche  Function  ist,  wenn  für  n  irgend 
eine  ganze  und  positive  Zahl  substiluirt  wird.  Schreiben  wir  f ttr  i  =  0 
die  ersten  Glieder  hin : 

Wenn  n  klein  ist,  kann  man^aus  diesem  Ausdruck  Vo**^  für  jeden  Werth 
von  ß  mit  Leichtigkeit  berechnen.  Die  Anwendung  der  obigen  zweiten 
und  dritten  Yerwandelungsformeln  würde  andere  Aul^drücke  der  VCoef- 
ficienten  geben,  die  ich  aber  hier  nicht  anführen  will ,  da  sie  sich  jeder 
leicht  hinschreiben  kann. 

Aus  den  beiden  eben  entwickelten  Ausdrücken  für  \±i  kann  man 
eine  nützliche  Relation  ableiten.  Setzt  man  — n  fUr  n  in  (16),  so  entsteht 

y!tT  =  Än,.-/y'cos-Xi— /y^)-"F(-n,f— n,  i+\.f) 

setzt  man  hingegen  n+1  fürn  in  (17),  so  kommt 

V?+*^  =  (-1)«-l?.,,+i,,^-cos"+V(1-/S^""F(i-n^ 
in  welchen  die  FFunctionen  einander  gleich  sind,  da  man  das  erste  und 
zweite  Element  einer  jeden  derselben  mit  einander  verwechseln  darf. 
Diese  beiden  Gleichungen  geben 

^^^1  ^^'       V         ^'^  n  +  4.  «  +  «....»  +  •  C082«+ly 

welche  die  FCoefficienten  für  ein  negatives  n  aus  denen  für  ein  posi- 
tives, und  umgekehrt  zum  Theil,  giebt. 

10. 
Durch  angemessene  Veränderung  des  vierten  Elements  der  FFunc- 
tionen kann  man  namentlich  in  den  Fallen  wo ,  wie  hier ,  von  den  drei 
ersten  Elementen  nur  zwei  von  einander  unabhängig  sind ,  Relationen 
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finden,  '^)  die  in  den  oben  angeführten,  allgemeinen  nicht  enthalten  sind. 
Die  zwei  wichtigsten  dieser  will  ich  hier  für  den  vorliegenden  Fall  ent- 
wickeln. Sei 

F,  =  F{n,n+i,i+i,^ 

dann  giebt  die  allgemeine  Differentialgleichung  (1 4)  leicht 

ßi^-^)^  +  {2i+1-(4n+2»+1)/5^}f  -  in{n+i)ßF,  =  0  (19) 
Setzt  man  hinein 

so  geht  sie  über  in 

+{2i+1-4(2»+t)/f+(2i-1)/?*}(1+/S^^'-4(«+i)(n+t+1)/?(1— /S«)F,=0 
Macht  man  in  dieser  e  durch  die  Gleichung 

^  —  <+(»• 
zur  unabhängigen  Veränderlichen,  so  wird 

e{^—e^p■  +  {2i+i—^{n+i+i)e'}^—in+i){n+i+i)eF,  =  0 
Die  Vergleichung  dieser  mit  (1 4)  zeigt,  dass  ihr  durch 

n=cF(!L+J,!H:i+l.i+1,e*) 

Genüge  geleistet  wird ,  wo  c  eine  willkührhche  Constante  ist.  Zur  Be- 
stimmung dieser  dient  der  specielle  Fall  e  =  0,  welcher  ß  =  0  bedingt, 
und  da  in  diesem  Falle  die  FFunctionen  =  i  werden ,  so  findet  man 
c  =  i.  Substituirt  man  die  vorstehenden  Relationen  in  (1 6)  und  nimmt 
auf  die  Gleichungen 

Rücksicht,  so  wird 

V?!  =  (_i).B_,  .4!f  cos'-.pF(l+i+?.  li^,  i+i,  sin  V) 
Dieser  Ausdruck  ist  ftlr  jeden  Werth  von  sin 9)  <  1  eine  convergirende 
Reihe,  für  ganze  und  negative  Werthe  von  n  gehen  endliche  Ausdrücke 
daraus  hervor.    Transformirt  man  die  FFunction  durch  die  erste  Ver- 
Wandelungsformel  (1 5),  so  kommt 

Vit"'.  =  (-1)'\ß_„,,?i^cos9F(l±i^,  *±i=^,  i+i,  ßinV)  (20) 
welche  innerhalb  derselben  Grenzen  wie  die  voAergehende  conver- 
girende Reihen  giebt,  die  sich  in  endliche  Ausdrücke  verwandeln, 
wenn  n  eine  ganze  und  positive  Zahl  und  grösser  wie  i  ist.  Für  t  =  0 
entstehen  hieraus  die  beiden  Ausdrücke 
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Vq    =  cos^y  H  +  -j-j    sin'y  +  — ^^  g    "^ — ^-^—  sin*q>  +  et€.  > 

Vq    =  cosy  H  H j-Ti"  ^^^  V  H 2    g       44 —  Sin  V  +  etc.  J 

Diese  Ausdrücke  der  V CoeflBcienten  bilden  die  eine  der  obisn  angekün- 
digten Relationen,  um  die.  andere  zu  erhalten  setzen  wir 

in  die  Gleichung  (1 4),  die  dadurch  in  folgende  übergeht, 

/?(<-/?)(i+/j)*9  . 

+  {2»+<-4(n+.-)/y+(2»-1)/S»}(<4:/?)^-2(2i+<)(n+t)(1-^)F,=  0 
Macht  man  hierin  t]  dnrch  die  Gleichung 

zur  unabhängigen  Veränderlichen,  so  ergiebt  sich 

V{^-V')'ß  +  {4i+<-(2n+4»+"2),*}|^  -  2 (2i+1 )(»+»), F,  =  0 

welcher  durch 

F,  =  cF(n+t,?4l,  2»+i,V) 

Genüge  geleistet  wird,  und  wo  eben  so  wie  oben  c  =  1  gefunden  wird. 

Setzt  man  nun 

f]  =  sinp 

so  giebt  die  obige  Gleichung  zwischen  t]  und  ß 

cos|,  =  |^  =  tg(45»-i^) 

und  die  Gleichung  (1 6)  geht  ttber  in  . 

F^"!- =  (_<)••  B^,^,cos-9,  cos-/)555^F(»+t,  ^^,  2t  +  1,  sin'p) 

welche  für  sin/)  <  f  stets  eine  convergirende  Reihe  ist,  und  einen  end- 
liehen  Ausdruck  giebt  wenn  n  +  i  eine  ganze  und  negative  Zahl  ist.  Durch 
Anwendung  der  ersten  Gleichung  (1 5)  verwandelt  sie  sich  in 

Vit"',  =  (_1).  Jff_„,,^-»|^^  .  !lB^F(l  +  i-«,  ?i±i,  2t+1.  sm^p) 

die  unter  denselben  Bedingungen  wie  die  vorstehende  convergirt,  und 
in  einen  endlichen  Ausdruck  übergeht  wenn  n — i  eine  ganze  und  posi- 
tive Zahl  ist.  Für  i  =  0  ergeben  sich  daraus 

V^""^  =  cos>cos> ji+f  sin^y  +It^s^pV+  o  ^T*"l' [1"' ^in ^f  +  etc.  j 

?-(«)  cos»©  (ä       n— 4    .    2     ,   8   n— 4.f*-2^.    4         3.5   n-i.n—^.n-B-^Q^  ,   ^.      \ 

0     =^^p-^^'"f^+2'-^Tl-SinV~0'      2.4.6     S'^'P  +  ^tc.j 

Es  lassen  sich  noch  viele  andere  Verwandelungen  hier  hinzufügen ,  die 
ich  aber  übergehen  werde,  da  sie  hier  keine  sonderlichen  Vortheile  dar- 
bieten, die  nicht  schon  in  den  vorstehenden  enthalten  wären. 
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Die  drei  Grössen  e,  ß  und  ly,  oder  wenn  wir  /?  =  sinft  setzen,  y, 
h  und  f  sind  zugleich  Null,  und  zugleich  jene  =  1,  und  diese  =  90®; 
über  dieses  Intervall  J^önnen  sie  nicht  hinaus  gehen.   Die  im  Vorherge- 

• 

henden  entwickelten  Ausdrücke  sind  nun  vorzüglich  für  die  Fälle  zur 
Anwendung  geeignet,  wo  9,  ft  und  p  sich  nicht  weit  von  ihrer  unteren 
Grenze  Null  entfernen,  während  sie,  namentlich  wenn  n  nichit  klein  ist, 
unbequem  werden  wenn  9,  fe  und  p  sich  ihrer  oberen  Grenze  nähern.  Um 
Ausdrücke  zu  erhalten ,  die  in  diesem.  Falle  bequem  werden,  muss  man 
solche  suchen ,  die  nach  den  Potenzen  von  cos  9,  cos  fe  und  cosjo  fort- 
schreiten. Mit  diesen  wollen  wir  uns  jetzt  beschäftigen.  Machen  wir 
in  der  allgemeinen  Differentialgleichung  (1 4)  durch  die  Gleichung 

y  zur  unabhängigen  Veränderlichen,  so  bekommen  wir 

yO-y')0+{2«+2/?-2/+<-(2«+2/y+i)y»}5J-4«/?yF  =  o 

und  die  Vergleichupg  mit  (1 4)  zeigt,  dass  dieser  durch  .die  Betation 

Genüge  geleistet  wird,  wo  c  eine  willkührliche  Constante  ist.  Es  er- 
wächst hieraus  die  Gleichung 

F{a,ß,y,z^)  =  cF(«,/?,a+/?— /+  1,  1— z»)  (21) 

deren  Realität  von  der  Möghchkeit  der  Bestimmung  der  Constante  c  ab- 
hängt. Es  zeigt  sich  aber,  dass  diese  im  Allgemeinen  nicht  möglich  ist, 
indem  Fälle  vorkommen ,  wo  sie  sich  wie  eine  Function  von  z  gestal- 
tet, welches  vermöge  der  Art  der  Entstehung  derselben  unmöglich  ist. 
Die  Ursache  hiervon  ist  leicht  zu  finden ,  wenn  man  erwägt ,  dass  jede 
Differentialgleichung  der  m**°  Ordnung  m  von  einander  wesentlich  ver- 
schiedene particuläre  Integrale  haben  muss,  das  heisst  Integrale  die  sich 
nicht  durch  Anbringung  einer  Constante  auf  einander  hinftlhren  lassen. 
Da  die  Differentialgleichung,  von  welcher  wir  ausgegangen  sind,  von  der 
zweiten  Ordnung  ist,  so  muss  sie  nothwendig  zwei  von  einander  wesent- 
lich verschiedene  particuläre  Integrale  haben,  und  die  beiden  FFunctio- 
nen,  die  Bestandtheile  der  vorstehenden  Gleichung  sind,  sind  in  der 
That  solche,  da  sie  im  Allgemeinen  sich  nicht  identisch  machen  lassen, 
wie  ihre  Reihenentwickelung  zu  erkennen  giebt. 

Da  unsere  Differentialgleichung  Unearisch  ist,  so  können  wir  zufolge 
eines  bekannten  Satzes  aus  diesen  particulären  Integralen  das  vollstän- 

Abhandl.  d.  K.  S.  Ges.  d.  Wissensch.  IV.  15 
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dige  lalegral  derselben  zusammensetzen.  Stellen  wir  nemlicb  die  Glei- 
chung auf 

WO  c  und  c^  willkttbrliche  Constanten  sind ,  so  ist  dieser  Ausdruck  das 
vollständige  Integral  der  Differential'gleicbung  (1  i),  nachdem  darin  U  für 
F  gesetzt  worden  ist.  Ans  dem  vollständigen  Integral  irgend  einer  Dif- 
ferentialgleicbung  kann  man  dadurch,  dass  man  den  willkubrlichen  Con- 
stanten particuläre  Werthe  giebt,  alle  möglichen  particulären  Integrale 
derselben  hervorbringen.  Giebt  loan  daher  den  Constanten  c  und  c^  in 
der  vorstehenden  Gleichung  irgend  welche  bestimmte  Werthe ,  so  wird 
Ü  ein  particuläres  Integral  der  genannten  Differentialgleichung.  Substi- 
tuirt  man  im  Gegentheil  für  ü  irgend  ein  particuläres  Integral  derselben 
Differentialgleichung,  und  bestimmt  darauf  die  willkührlichen  Constan- 
ten c  und  c^  auf  angemessene  Art,  so  bekommt  man  eine  Gleichung 
zwischen  drei  particulären  Integralen.  In  diesen  Betrachtungen  liegt  in 
der  That  der  Grund  zu  der  nach  Kummer  unter  (1 5)  angeführten  letz- 
ten Yerwandelungsformel.  Ich  habe  dieses  indessen  nur  beiläufig  ange- 
führt, und  werde  davon  hier  keine  Anwendung  machen,  da  es  besondere 
Falle  giebt,  in  welchen  die  Gleichung  (S1)  Gültigkeit  hat,  und  es  eben 
diese  Fälle  sind,  die  hier  vorzugsweise  in  Betracht  gezogen  werden 
sollen. 

Die  Gleichung  (21)  gilt  allemal,  wenn  die  beiden  FFunctionen,  die 
darin  vorkommen,  endliche  Ausdrücke  sind ,  die  nicht  unendlich  gross 
werden  können,  denn  es  ist  leicht  einzusehen,  dass  alsdann  die  beiden 
Theile  links  und  rechts  vom  Gleichheitszeichen  sich  durch  angemessene 
Bestimmung  der  Constante  c  identisch  machen  lassen  müssen.  Sei  zuerst 
in  den  FFunctionen 

a  =  f+1 — n,  ß  =  i — n,  y  ==  i+l,  z  =  ß 
dann  wird  vermöge  (21) 

(22*)F(i+1--n,1— »,»+1,sin2ifc)  =  cF(t+1— n,1— n,2— 2n,cos**) 
oder  wenn  man  die  Reihen  ausschreibt 

wo  zu  bemerken  ist,  dass  die  Factoren,  die  die  Nenner  gleich  Null 
machen  könnten,  wenn  n  eine  ganze  und  positive  Zahl  ist ,  sich  immer 
zugleich  in  den  Zählern  vorfinden,  und  also  dagegen  verschwinden. 


Entwigkelung  des  Products  einer  Potenz  des  Radius  Yectors  u.  s.  w.  1 99 

Wenn  nun  n  eine  beliebige  Zahl  ist,  so  ist  c  unbestimmbar.  Auf 
der  linken  Seite  ist 

und  auf  der  rechten 

Wenn  nun  n  negativ,  oder  positiv  und  <4-  ist, "dann  wird,  wenn  man  zu- 
gleich k  =  90^  setzt,  die  linke  Seite  von  (22)  unendlich  gross,  *)  und  die 
rechte  Seite  =  c.  Es  würde  also  auch  c  unendlich  gross  sein  müssen. 
Macht  man,  während  n  beliebig  ist,  fe  =  0,  so  wird  die  linke  Seite  von 
(22)  =  1,  während  der  Factor  von  c  auf  der  rechten  Seite  unendlich 
gross  wird,  und  dem  zufolge  c  unendlich  klein  sein  müsste.  Nimmt  man 
für  n  einen  positiven  Bruch  an ,  dessen  Nenner  =  2  ist ,  so  wird  für 
jeden  beliebigen  Werth  von  k  die  rechte  Seite  unendlich  gross,  während 
dieses  mit  der  linken  Seite  nicht  der  Fall  ist;  man  wird  also  bei  der 
Bestimmung  von  c  auf  Widersprüche  hingeführt. 

Ist  hingegen  n  eine  ganze  und  positive  Zahl  und  >  i ,  dann  gehen 
beide  Reihen  in  (22)  in  endliche  Ausdrücke  über ,  und  c  lässt  sich  auf 
folgende  Art  bestimmen.  Das  allgemeine  Glied  der  linken  Seite  ist 

n  —  i  —  4 .  n  —  i — 2. .  .n — i — m  .  n  —  4 .  n  —  %  . . .  n — m     •    2mh 

—  4.1        ...  wi  .  •  +  < .  i  +  «   .  .  i  +  m  ®^"      '^ 

und  das  der  rechten 

—  ^^""V  rn  ~  m  .  2n-a  .  ln-8...2n-m-4  ^"^     '^ 

im  letzten  mit  der  höchsten  Potenz  von  sinfc  und  bez.  von  cosfc  multi- 
plicirten  Glieder  eines  jeden  dieser  beiden  Ausdrücke  ist  also 

m  =  n — i — 1 
Da  nun  in  der  Entwickelung  von  cos^A  nach  den  Potenzen  von  sinfc 
das  Glied,  welches  mit  der  höchsten  Potenz  multiplicirt  ist 

=  ( — 1)'"sin*"Ä 
wird,  so  bekommen  wir  sogleich  die  Gleichung 

4 C 

t  +  4.i  +  2...n— 4  l»i  — a.ln  — 8...n  +  t 

woraus 

n+t.n+t+4...an— 1 

1+1.  i  +  a     .  ;  .    n— 4 

folgt.  Substituirt  man  daher  (22*)  in  (17),  so  ergiebt  sich 

welche  aber  nur  für  ganze  und  positive  n,  welche  überdies  der  Ungleich- 


*)  8.  Gauss,  Disquisitiones  generales  etc. 
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heit  n>i  genügen,  gilt.  Auf  ahnliche  Art  findet  man  die  folgenden  bei- 
den, nach  den  Potenzen  von  cos  (p  und  cosp  fortschreitenden  Ausdrücke, 

y(«)  (—4)»  4. 8.. In— 3   C08"g)       •    j,     17 /j   .    •  2f+<    3— 2n 9  \ 

filr  welche  die  nemlichen  Beschränkungen  wie  oben  gelten.  Für  n  =  i+i 
werden  in  diesen  Ausdrücken  die  FFunctionen  =  1,  und  die  Ausdrücke 
für  y±{n-i)  reduciren  sich  also  auf  die  vor  den  F  Functionen  befindlichen 
Factoren.  Für  i  =  0  ergeben  sich  die  folgenden  Ausdrücke 

^^     ^       r2..n-^cos2(n.i)ikP  2    ^^  '^+2.2.2ti-3  ^^^  '^  2.8.1«.  2n-8    ^^^    '^X^"^) 

^    ^<.a...n-4^QSy[1  — ^;j;^COsV+a.4.2n-8.2n-5^QsV  +  etC.j 

Auf  die  nemliche  Art  kann  man  Ausdrücke  ableiten,  die  blos  Geltung 
haben  wenn  n  eine  ganze  und  negative  Zahl  ist,  man  gelangt  aber  durch 
Anwendung  der  ersten  Gleichung  (15)  leichter  dazu.  Substituirt  man 
darin  die  obigen  drei  Ausdrücke  ftlr  V±\,  so  bekommt  man  sogleich, 

^(-«)  ^  n+^+^    n+,+2.    .2n  «tn»fe         |^^.  _       _2      ^^^^^^ 

■*-  .  4,2...  n— <  cos**9>  co82"ik      \  »  '  '  / 

y(-«)  _  ±  .   n-H+4.n-h4-2..2n  .     sin^y   p /i^n   i+i^n   4-2n    ^^^2    \ 
»^±.     2«  4   .   2   .•  .  fi-i  35?^^  V"2~'  "2       '      2     '  ^^^   SP^ 

»^1«      22n     4.2...  n-f      •   C08-y  cos^p^^  V      ^'      2    '      2     »  ^OS  p^ 

WO  »>»  die  Grenzbedingung  von  n  ist.    Für  n  =  i  werden  wieder  die 
FFunctionen  =:=  1,  also  reduciren  sich  die  Ausdrücke  ftlr  V±^   auf  die 
vor  den  FFunctionen  befindlichen  Factoren;  für  i  =  0  bekommt  man 
y(-«)_    n+4.t»+2...2»        i        i, ^cos2fc4.J!l^-^J!-cos*JtXetcl 

'^O    —  2"     4.2...n         cos2ny     \^       2.2n-4  ^^^  9>  +  2.4.2n-4.2n-3^^^  9>  +  e^C.^ 
'^O    —2«»     4.^...n    c08"9C0S*^r+2S^^^  P+2:2;rT2;r:3^^/^T^2.3.2n-^^^^ 

12. 
Durch  Anwendung  der  zweiten  und  dritten  der  Verwandelungsfor- 
meln  (15)  kann  man  die  im  Vorhergehenden  entwickelten  Ausdrücke 
auf  solche  hinftihren ,  die  nach  den  Potenzen  der  Tangente  oder  Cotan- 
gente  irgend  eines  der  Bögen  A,  9  oderp  fortschreiten;  ich  werde  je- 
doch davon  hier  nur  die  beiden  von  cotg  p  abhängigen  Ausdrücke  ab- 
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leiten.    Setzt -naan  die  dritte  Gleichung  (15)  in  die  beiden  von  cosp 
abhängigen  Ausdrücke  des  vor.  Art.,  so  kommt  sogleich 

V<">    (-1  )M  . 8 . . lfi-8         cos "y         p  n -2f    %i^\    8-8fi  pnf^««^ 

^±i 2n-i     4.2..n— 1    C08«-»p8inp^    V    «     '      2    ;      3     »  "^^"«« /^^ 

•^l«    —^22»        4.2...n-f         •  cos'^ycos^psinp^  V    «'«'«'        ^^^fi  FJ 

Diese  sind  zwar  unendliche  Reihen ,  aber  sie  gelten  demungeachtet  un- 
ter den  für  n  im  vor.  Art.  aufgestellten  Bedingungen ,  weil  die  Relation 
(1 5)  die  angewandt  worden  ist,  um  sie  zu  erhalten,  in  allen  Fällen  gilt. 
Die  vorstehenden  Ausdrücke  besitzen  die  Eigenschaft,  dass  in  den  un- 
endlichen Reihen  derselben  n  nur  in  den  Nennern  der  CoefBcienten  vor- 
kommt ,  je  grösser  daher  n  ist ,  desto  mehr  werden  die  Coeificienten 
abnehmen,  weshalb  sie  sich  besonders  in  den  Fällen,  wo  n  sehr  gross 
ist,  zur  Anwendung  eignen.  Wenn  cotgp  <  1  ist  convergiren  diese 
Reihen,  aber  wenn  diese  Ungleichheit  nicht  erfüllt  ist,  so  findet  die  Con- 
vergenz  nicht  mehr  statt.  Der  Umstand  aber,  dass  n  nur  in  den  Nennern 
vorkommt,  bewirkt  dass  in  den  Fällen,  wo  cotgp  >  1,  und  dabei  n  hin- 
reichend gross  ist ,  die  ersten  Glieder  abnehmen  können ,  so  dass  diese 
Reihen  den  Character  der  sogenannten  halbconvergirenden  annehmen. 
Es  ist  jedoch  hiebei  zu  bemerken,  dass  der  Umstand,  dass  die  Nenner 
nach  und  nach  die  Factoren  1  —  2;^,  3 — 2»,  5 — 2n,  etc.  bekommen  . 
hemmend  auf  die  Abnahme  der  Werthe  der  Coefßcienten  wirkt,  und  die 
Reihen  daher,  als  halbconvergirende  betrachtet,  keine  sonderliche  Ge- 
nauigkeit geben  können.  Ich  füge  hier  noch  den  ersten  Ausdruck  für 
1  =  0  ausgeschrieben  hin^u. 

^0    —  2«-i  1.2..n-4   cos n-ip  sinpy  +  SSii^i  ^^^  P  +  2.4.2n-8.2fi-.5  ^^^  P  +  ^"^7 

.13. 
Es  lässt  sich  für  giosse  n  eine  ändere  halbconvergirende  Reihe 
geben,  die  grössere  Convergenz  besitzt  wie*  die  vorstehende.  Diese  will 
ich  jetzt  entwickeln,  werde  mich  aber  nur  auf  den  Fall  i  =  0  beschrän- 
ken,  da  dieser  es  ist,  welcher  vorzugsweise  zur  Anwendung  kommt. 
Nehmen  wir  die  Gleichung  (1 9)  vor ,  welche  für  t  =  0  in  folgende 
übergeht. 

ß{^-(^)$  +  [^-{^n+\)^}'/^-in'ßF=0  (23*) 

Zufolge  des  Vorhergehenden  erhalten  wir,  wenn  hiedurch  F  bestimmt 
worden  ist, 
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woraus  vermöge  der  Relation  u  =  log-  j^ 

folgt,  SO  geht  sie  ober  in 

Wenn  man  hierin  den  obigen  Ausdruck 

w=Co  +  ^  +  ^  +  ^+elc.     ''•' 

subslituirt,  sq  bekommt  man,  da  die  CGoeffioienten  kein  X  enthalten  sol- 
len, allgemein 

16  jf  «_C,j  /T+p  =  ^(*«+  4^  +^  (z»- 4z)  +  4C^, 

mit  Ausnahme  von 

Bieraus  kann  man  nach  und  nach  alle  CGoefficienten  bestimmen.  Der 
Gleichung  für  Cq  ist  durch 

Genüge  geleistet ;  hiemit  giebt  die  allgemeine  Gleichung 


welcher  durch 

Genüge  geleistet  wird.  Die  Substitution  dieses  Werthes  in  die  allgemeine 
Gleichung  giebt 

welcher  dlirch  *    *    * 

Genüge  geleistet  wird  u,  s.w.*  Diese  Werthe  geben  schon  die  al  Ige- 

■meine  Form  dieser  Coefficienten  zu  erkennen.  Wenn 

'    f  eine  grade  Zahl 
ist,  dann  wird  . 

wobei  der  particuläre  Werth  Cg  =  z  ausgeschlossen  ist.  Wenn 

i  eine  ungrade  Zahl 
ist,  dann  wird 
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.  c,  =  j41i^^^*  +  4U^^  + ...  +  4V  +  Afz]  /T+i? 

G^i  =  Ati^  z""^  +  A^i^i  TT^^  +  . . .  +  ilj      r  +  ilfi      r 
Substituirt  man  diese  Ausdrücke  In  die  obige  allgemeine  Gleichung,  und 
vergleicht  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  z  mit  ein- 
ander, so  ergiebt  sich 

1 )  für  i  grade 

8  (t-1 )  Ä  =  \  6  i^ii.  +  (2i-3)U^  -  32  i  4+V  ■ 

8  (t— 3)  A^iV  =  1 6  (i-2)UiL  +  (2t-7)»ilSL7  —  32  (»-2)  ^LtV 
etc.  bis 

244+"  =  2564"  +  254  —  1284+" 
8>ir"=:644-644^" 

2)  für  ( ungrade 
32(t+1)ASi^  =  (2»+1)ML, 
32  (t-1 )  A^?  =  1 6  (i-<  )'41.  +  (2t— 3)»4iL 

32  (»—3)4^*5  =  16(i— 3fil^+  (2»-7)*il^ 
etc.  bis 

428A9+"  =  2564  +  494^ 
644'+"  =  644  +  9Ai'' 
Durch  Hülfe  dieser  Gleichungen  und  mit  Zuziehung^  des  Werthes 

kann  man  nach  und  nach  so  viele  Coefficienten  berechnen  wie  man  will. 
Die  ersten,  mit  welchen  man  wohl  stets  ausreicht,  habe  ich  wie  folgt 
gefunden  : 

a(l)  \  A^t)  9     ,      j(S)  _^     .75    '         i(S)  JL  .    •  i^*^  »^75    , 

^1 T  '      ^*     — ■  5^«  ».     ^«     ^ —  iÜÖe  '     ^1     -^  "~542  '     ^     524  988 » 

M  573       .  j(5)   59  585      .     ..      i(5)   __      8  865      .  i(»    \      87      ;' 

'^^     82768    '.       ^®     4194804  .'  •*•     481078    »  ^      ""*■   f6  884  » 

^(«)  2<01245    .     ^(6)  ^ 587  265     ..    ^(6) 18  368    .  .  ^a)  57  978915     ^ 

>'  268  435  456'    ^^     16  777  816'     ^*     4  048  576'         **  8147  488  648^ 

1^7)  18  821  565  ,      i(7)  896355  a(7)  8  547 

®  368435456'    ^  16777316»    ^*  '8097158 

Die  oben  angewandten  Substitutionen  waren  ,•  wenn  man  cos  9 
durch  ß  ausdrückt 


da  nun  hieraus 
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hervorgeht,  so  ei^ebt  sich 

wo  c  und  c*  die  beiden  willkührlichen  Constanten,  und 

p    »g75      o    .       578      K 

W  584888       ■'■  38  768 

^    8  40^845      IS    ,       887  868    ^  48868      i^ 

.  W  868485456^     "^  ^67772^6       +  4  048576^ 

^    I    57  978945      t8    i     48  884  565     q  896  855      «  __      8  547        )     xj-j- — j 

^7  (8  447  488648^      ■*"  868  485  456  *^  "*"  46  777  846  ^  8  097  458^)  V  ^ +i* 

etc. 
Man  kann  diese  Ausdrücke  für  die  Rechnung  geeigneter  machen ,  wenn 
man  (p  einflihrt,  man  findet  leicht 

und 

C  =  c  cos>  cotg\45«— i9)){z  +  I  +  §  +  5  +  etc^.j 

+  c'  cos>     tg*(45«— i9)J2J— ^  +  J.— 5  +  etc.j 

An  der  Grenze  9  =  0  wird  dieser  Ausdruck  unbrauchbar,  weil  dann 
z  =  00  wird,  an  der  Grenze  (p  ==  90^  scheint  er  unbestimmt  zu  wer- 
den, weil  dann  cotg(45® — ■^)  =  00  und  cos 9  =  0  wird,  aber  der 
obige  Ausdruck  durch  ß  zeigt ,  dass  alsdann  Vo"^  =  0  wird ,  man  kann 
also  den  vorstehenden  Ausdruck  bis  an  diese  Grenze  anwenden ,  und 
zwar  für  desto  kleinere  Werthe  von  A,  je  näher  (p  dieser  Grenze  liegt, 
weil  dann  z  klein  wird.  Wenn  q>  sich  wenig  von  der  unteren  Grenze 
Null  entfernt,  dann  giebt  dieser  Ausdruck  für  kleine  Werthe  von  k  nur 
geringe  Genauigkeit ,  aber  diese  wächst ,  so  wie  X  grösser  wird ,  und 
kann  auch  in  diesen  Fällen ,  wenn  nur  X  hinreichend  gross  angenommen 
wird,  zu  jeder  beliebigen  Grenze  gesteigert  werden.  Der  Umstand,  dass 
für  dieselben  Werthe  von  k  oder  n  die  vorstehende  Formel  für  kleine 
Werthe  von  (p  geringere  Genauigkeit  giebt,  wie  für  grössere,  gleicht 
sich  dadurch  in  der  Anwendung  aus ,  dass  man  in  diesen  Fällen  die  obigen 
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• 

endlichen  Ausdrücke  oder  die  convergirenden  Reihen  ohne  Unbequem- 
lichkeit für  grössere  Werthe  von  n  aufwenden  kann.  Die  Grösse  z  nimmt 
schon  fUr  kleine  Werthe  von  (p  rasch  ab ,  wie  die  folgenden  speciellen 

Werthe  zeigen 

(p  =^  0  giebt  z  =  OD 


9  —  1» 

.,     z— 10,70 

(p  —  r 

„     z—    7.57 

9  —  3" 

„     z~    6,18 

9.-4». 

„     ;?—    5,35 

9  —  5» 

„2—    4,78 

etc. 

Ich  bemerke  noch  hiezu,  dass  das  Verfahren,  welches  ich  eben 
auf  Vq"^  angewandt  habe »  mit  geringen  Abänderungen  auf  jede  Function 
y  von  X  angewandt  werden  kann ,  die  sich  durch  folgende  Differential- 
gleichung darstellen  lässt, 

S+K+0)g±(«'Ä+»s+r)y  =  o 

WO  P,  Q,  fi,  S,  T  Functionen  von  x  sind.  Denn  die  Transformationen, 
die  ich  eben  auf  die  Gleichung  (23^)  angewandt  habe,  lassen  sich  allge- 
mein mittelst  bekannter  Sätze  auf  die  vorstehende  Gleichung  anwenden. 
Nur  ist  hiebei  zu  bemerken ,  dass  wenn  ausser  n  in  den  Coefficienten 
dieser  Gleichung  grosse  Zahlen  vorkommen,  die  Convergenz  der  halb- 
convergirenden  Reihe  sehr  gering,  und  sogar  illusorisch  werden  kann. 

16. 
Um  die  beiden  willkührlichen  Constanten  c  und  c^  zu  bestimmen, 
werde  ich  die  ersten  Glieder  des  Ausdrucks  von  Fo"^  auf  eine  andere 
Art,  die  keine  willkührliche  Constanten  zulässt,  bestimmen.  Der  Aus- 
druck des  vor.  Art.  von  Vo"^  durch  ß  giebt  mit  bioser  Rücksicht  auf  diese 
Glieder 

und  es  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  diese  Functionen  von  ß  sich  in  kei- 
nem der  übrigen  Glieder  wiederholen.  Denselben  Ausdruck  werde  ich 
jetzt  durch  das  bestimmte  Integral 

suchen.  Da 

Q  =  i— ecose  =  ~{i—2ß C08e+If),  df=^ de 


*,  • 


t- 
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ist»  wenu  9  die  excentrische  Anomalie  bezeichnet,  so  wird 


sin'« 


1— 2/Jcos«+/9*  =  (1+/?)'c"""r 
wo  ü  die  Grundzahl  der  natürlichen  Logarithmen ,  und  u  eine  neue  ver- 
änderliche Grosse  ist.  Setzt  man  nun 

so  durchlauft  u  das  Intervall  von  u  =  9  bis  u  ==:  0,  während  e  das  In- 
tervall von  e  =  0  bis«  ==  ;r  durcUäuft.  Macht  man  daher  im  vorste- 
henden Int^ral  u  zur  veränderlichen  Grösse,  und  kehrt  das  Zeichen 
desselben  um,  so  muss  es  von  0  bis  q  genommen  werden.  Die  Glei- 
chnng  z wüschen  «  und  u  giebt 

sin  ed«  =  —  ii±^  4f- c  ""T- <Jtt 

oder  wenn  man;  die  Exponentialfunctionen  innerhalb  der  Klammem  in 
unendliche  Reihen  auflöst, 

Substituirt  mau  diese  Ausdrücke,  so  wird 

Man  kann  diesen  Ausdruck  vermittelst  bekannter  Sätze  durch  unend- 
liche Reihen  vollständig  integriren,  und  die  Reihen,  die  man  auf  diese 
Art  erhält,  sind  vollständig  con vergirende ,  aber  sie  enthalten  X  auch  zu 
positiven  Potenzen  erhoben,  und  sind  daher  für  den  Zweck,  der  hier 

• 

verfolgt  wird,  nicht  dienlich.  Ich  bemerke  aber,  dass  je  grösser  k  wird, 
desto  mehr  sich  die  obere  Grenze  des  Integrals  dem  Unendlichen  nähert. 
Integrirt  man  daher  von  0  bis  00,  so  wird  man  zwar  keine  vollständig 
convergirende  Reihe  bekommen,  aber  eine  solche  die  sich  einer  con- 
vergirenden  desto  mehr  nähert,  je  grösser  X  oder  n  wird,  das  ist  eine 
halb  convergirende  Reihe.  Denn  der  wesentliche  Charakter  einer  halb 
convergirenden  Reihe  besteht  darin ,  dass  sie  sich  um  desto  mehr  einer 
vollständig  convergirenden  nähert,  je  mehr  ein  darin  vorkommender 
Parameter  sich  einer  gewissen  Grenze,  gewöhnlich  dem  Unendlichen, 
nähert. 


-4 
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Vergleicht  man  nun  den  eben  erhaltenen  Ausdruck  für  Vi"^  mit  (25), 
so  ergiebt  sich  sogleich,  dass  man  um  das  erste  Glied  desselben  zu  er- 
halten, unter  dem  Integralzeichen  nur  die  Glieder  aufnehmen  darf,  die 
nach  der  Reihenentvvickelung  unabhängig  von  ß  sind,  so  wie  dass  Glie- 
der von  der  Form  des  zweiten  Gliedes  in  (25)  gar  nicht  vorhanden  sind. 
Die^  Reihenentwickelung  des  vorstehenden  Ausdrucks  giebt  mit  bioser 
Rücksicht  auf  die  genannten  Glieder, 

^-d„c-{l-^^  +  3^$  +  etc.j 
und  also  da 

ist, 

^0      %[\J^ß^frß.rhi  \  256 A«  ^  «62U4/1*  ^  ^^^'\ 

Die  Vergleichung  dieses  Ausdrucks  mit  (25)  giebt 

^  ^rXnV  256A«   ^  262U4A*  ^  ^''^•j 

und  es  wird  daher  schliesslich 

yr  =  lYr.  .^^s>  tg^(45«+-H)){z  +  ^  +  J  +  ^  +  etc.| 

wo  *  =  <  —  äslx«  +  ie^TilT*  +  ^^• 

und  z,  Cj,  Cj,  etc.  die  oben  gegebenen  Werthe  haben. 

17. 

Der  eben  für  \q^  gefundene  Ausdruck  gilt  fUr  jeden  positiven  Werth 
von  »,  vorausgesetzt  dass  dieser  hinreichend  gross  ist,  um  die  gewünschte 
Convergenz  oder  den  gewünschten  Grad  von  Genauigkeit  zu  erhalten, 
für  negative  Werthe  von  n  hingegen  wird  er  wegen  ^X  imaginär;  es  ist 
also  noch  für  diese  Fälle  der  analoge  Ausdruck  zu  entwickeln. 

In  allen  durch  die  unbestimmten  Integrationen  erlangten  Aus- 
drücken darf  man  ohne  Weiteres  — n  statt  n  setzen.  Wir  bekommen 
daher  aus  dem  Art.  1 5 

''«'"'='' ii^ng !'-?+ .^ + H 

oder 

^o""'=   c-S^    tg''(4oO-i,p)j.-f +  ^  +  etc.j 
+  3^<^otg''(460-i9.)jz  +  f  +  ^  +  etc.j 
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wo  z  und  C|,  C,,  etc.  dieselben  Ausdrücke  haben  wie  vorher,  aber 

ist.  Die  ersten  Glieder  dieser  Ausdrücke  werden  der  Gleichung  (25) 
analog, 

Es  ist  nun  auch 
und 

7  =  ]I^(H2/?cos/'+/S«) 
also 

Setzt  man  hier 

1+2/J  cos/*+/S«  =  (i  +  /?)*c-? 
so  durchläuft  v  das  Intervall  von  

y  =  0,  bis  y  =  />  =  /  2/i  log  |i^ 

während  f  das  Intervall  von  /*=  0  bis  /*  =  ;r  durchläuft.  Man  bekommt 
daher  auf  dieselbe  Art  wie  oben 

Wendet  man  bei  der  Integration  dieses  Ausdrucks  dieselben  Schlüsse 
an  wie  oben,  so  werden  die  ersten  Glieder 

und  die  Vergleichung  dieses  Ausdrucks  mit  (25*)  giebt 

c  =  0 
et  —  -1-  ii L_  .      ^«<^     +  etc  ) 

^    i>^  r  «»«/*•  ^  262U4A**  +  ^^^'j 

und  man  bekommt  schliesslich 

^""' =  ä7^^5i^tg'*(*5»+ i^)  j^  +  f  +  ^.  +  etc.  j 

Mi  7         ,         4647         ,       , 

WO  *    =    ^  —  2567?  +  «624447?  +  ^^^• 

ist.  Es  ist  zu  bemerken,  dass  dieser  Ausdruck  aus  dem  obigen  für  po- 
sitive Werthe  hervorgeht ,  wenn  man  darin  A  in  ^  und  cos  q)  in  sec  q> 
verwandelt. 
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§n. 

EntwickeluDg  der  Sinusse  und  Cosinusse  der  Vielfachen  der  wahren 

Anomalie  in  Reihen  ^  die  nach  den  Sinussen  und  Cosinussen  der  Viel« 

fachen  der  excentrischen  Anomalie  fortschreiten^  und  umgekehrt. 

18. 

Che  ich  zu  diesen  Entwickelungen  ins  Besondere  übergebe,  werde 
ich  einige  Sätze  ableiten,  die  für  solche  im  Allgemeinen  gelten. 

Seien  f  und  e  irgend  zwei  Bögen  oder  Winkel ,  zwischen  welchen 
eine  solche  Relation  statt  findet,  dass  die  DiflFerenz  f — e  eine  periodische 
Function  von  f  oder  e  ist ,  die  in  eine  convergirende ,  unendliche ,  nach 
den  Sinussen  und  Cosinussen  der  Vielfachen  von  f  oder  «  fortschreitende 
Reihe  entwickelt  werden  kann.  Ich  nehme  überdies  an ,  dass  diese  Re- 
lation reel,  d.  h.  frei  von  imaginären  Grössen  sei.  Nennt  man  die  zu  f 
und  e  gehörigen  imaginären  Exponentialfunctionen  bez.  x  und  y,  nemlich 

wo  c  die  Grundzahl  der  natürlichen  Logarithmen  ist,  so-kann  man  ver- 
möge der  angenommenen  Relation  zwischen  f  und  e  setzen 

[fY  =  2i:  rZ.  f  (26) 

(^y  ^  S±Z  S%,  x'  (26*) 

wo  h  und  k  ganze  Zahlen,  [i  und  i  aber  beliebige  sind.  Die  erste  dieser 
Gleichungen  giebt  durch  Multiplication  mit  y^,  und  wenn  man  fi^h  =  i 
macht, 

sf  =  ^+S  RT^  y«  (27) 

und  eben  so  giebt  die  zweite,  wenn  man  i+k  =  /i  macht 

y'  =  -2-+:^  S'^  ^  (28) 

In  diesen  beiden  Gleichungen  sind  i  und  /i  beliebige  Zahlen ,  die  aber 
dergestalt  von  einer  abhängig  sind,  dass  die  Differenz  i — fi  stets  eine 
ganze  Zahl  ist. 

Sei  /?^Ä  der  Werth  den  JRJ^a  annimmt ,  wenn  man  darin  —  /^ 
statt  V^^  schreibt ,  dann  geht  durch  diese  Substitution  die  Gleichung 
(26)  in  folgende  über 

Substituirt  man  nun  die  Werthe 

x^*  =  cos  /if  +  /— <^  •  sin  fif 


(• 


(fr 


y*  =  cos«  +v — ^  •  smi« 
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.  in  (26)  und  in  die  vorstehende  Gleichung,  und  addirt  und  subtrahirt 
hierauf  diese  Gleichungen,  so  ergiebt  sich 

•cos^(r-*)=i(<+Är)+i(Äj+.+ÄÄ+Ä2:^.+ÄS)co^^ 

+i(ÄS-»+ äS+ C«+ äS)  cos2«+etc. 

+i(ii3-.-ÄÄ  +  C-i«J-.)  cos  2.+ etc. 

+  4-(ß2i,+  <^C-äS)/=^.  sin2.+etc. 
Da  angenommen  wurde,  dass  die  Relation  zwischen  f  und  e  reel  ist ,  so 
folgt  aus  den  vorstehenden  Ausdrücken,  dass  nothwendig 

sein  muss,  wo  A^  und  ä^a  reelle  Grössen  sind.   Es  ist  an  sich  klar, 
dass  die  Form  der  S  Coefficienten  die  nemliche  sein  muss. 

Substituirt  man  die  Ausdrücke  (29)  in  die  für  cos  fi{f' — £)  und 
^^irTsin^(/* — «),  so  bekommt  man 

•    cos /i (/*—«)  =  Ajr^  +  I AJ^i  +  A^i j  cose  +  |A^^2  +  Al'Zi]  cos 2f  +  etc. 

Ä^i  — Ä^^llij  sin«—  |ßj^2 — ßj^aj  sin  2«— etc. 
sin  ^(Z"— 6)  =  Ä^  +  i^S-i  +  */-t)  C0S6  +  1^;^  +  C^ j  cos  26  +  etc. 

+  ^A^i  —  AjTlij  sin 6  +  ^A^^l^  —  A^I^U]  sin  2^  +  etc. 
Durch  Multiplication  mit  cos/i«  und  sin /tie,  und  durch  Addition  und  Sub- 
traction  ergeben  sich  hieraus  die  Ausdrücke  von  cos  ^z/*  und  sin^/*,  und 
ahnliche  Ausdrücke  bekommt  man  für  cos  ie  und  sin  ü  durch  die  Cosi- 
nusse und  Sinusse  von  ///*.] 

Wenujdie  zwischen  /und  6  statt  findende  Relation  -so  beschaffen 
ist,  dass  in  der  Reihe  für  f — e  nur  die  Sinusse  der  Vielfachen  von  f  oder 
€  vorkonunen,  dann  muss  nothwendig 


sein,  und  es  wird  daher 


ß;ä*=o 


pf/*)        4  0*) 
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Die  obigen  Ausdrücke  gehen  in  diesem  Falle  ttber  in 

cos  ft{f— 6)  =  Rf  +  jßS-,  +  äJ!.,)  cose  +  JÄj+,  +  äJÜ.,)  cos  2«+  etc. 

sxMfi{f-e)=  \Bt;Xi  —  tt;ty\  sine  + jßS.,— Äjl,j  sin2«+elc. 

und  ebenso  bekommt  man 

cos  i{e—f)  =  ^^  +  («2-1  +  ^^ij  cos  /•+  JSJV»  +  S^.,)  008  2/-+  etc. 

smi{B-f)=  jsS.,  — s2-ij  sin/'+jSJi,— S;2-,j  sin2/'+etc. 

Wenn  fi  und  i  ganze  Zahlen  sind,  so  bekommt  man  hieraus 

cos(Af=  ti^'  +  jM"'  +  I^x\  cos«  +  \Rf  +  ÄÜÜj  cos  2e  +  etc.     . 

s\nti(=  j/tr—ÄÜ:l)  sine  +  JÄlr'—Ä^üij  sin  2e+ etc. 

cos u  =  Sf  +  jSl'^  +  S!Ü,J  cos/"  +  jSf  +  S!l\j  cos  2/"+  etc. 

sin w  =  jSi'^  —  S!^, j  sin/"  +  j^'^  —  s!!5,j  sin  2/"  +  etc. 

19. 
Multiplicirt  man  die  beiden  Gleichungen 

Seite  für  Seite  mit  einander,  so  wird  im  Product  die  linke  Seite  gleich 
Eios,  und  die  rechte  Seite  giebt  folgende  Bedingungsgleichungen 

1  =  fi^  jR^     +  jR^i  Rfj^i  +  /?^2  Ä^j  +  etc. 

+  fi^-i  Rf^\  +  Ä^-2  Rf^t  +  etc. 

ü  =  /f ^  -/i^_i  +  jK^i  n^     +  /i^2  if^i  +  etc. 

0  =  etc. 
Substituirt  man  die  Ausdrücke  (29)  in  die  erste  dieser,  so  ergiebt  sich 

+  (A,<)'  +  (A^y  +  etc.         - 

+  (<')' + (ßji.)' + (Äjt»y + etc. 

+  (ßji,y + (ß::^,y + etc. 

welche  zu  erkennen  giebt,  dass  jeder  der  A  und  jB Coefficienten  kleiner 
als  Eins  ist,  wenn  nicht  alle  bis  auf  Einen  gleich  Null  sind,  in  welchem 
Falle  dieser  gleich  Eins  wird.  Es  zeigt  sich  ferner,  dass  in  dem  Falle» 
wo  alle  ÄCoefficienten  gleich  Null  sind,  die  genannte  Eigenschaft  sich 

Abbandl.  d.  K.  S.  Ges.  d.  Wissenscb.  IV.  16 
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jeder  AGoefficieDt  kleiner  wie  Eins,  ausgenommen  für  /^  =  0,  wo  sie 
alle  ausser  Bo  gleich  Null  werden,  und  /^ '  =  ^  i^^-  ^^^  zweiten  Satze 
des  Art.  1 9  gemäss  sind  hier  negative  und  positive  R  Coefficienten  vor- 
handen. 

22. 

Wenn  /m,  keine  ganze  Zahl  ist ,  so  besteht  jeder  R  Gocfficient  aus 
einer  unendlichen  Zahl  von  Gliedern  und  die  Anzahl  dieser  Coefficienten 
ist  zu  beiden  Seiten  von  /^^  ausgehend  unendlich  gross.  Wenn  hinge- 
gen /i  eine  ganze  Zahl  ist,  so  zeigen  die  Ausdrücke  des  vor.  Art.,  dass 
alle  /{ Goefficienten  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern  bestehen, 
and  dass  die  Anzahl  dieser  Goefficienten  zur  einen  Seite  von  i^^  aus- 
gehend endlich  ist. 

Sei  /i  eine  ganze  und  positive  Zahl ,  da  die  Falle ,  wo  /i  ganz  und 
negativ  ist,  hieraus  von  selbst  folgen ,  dann  zeigen  die  Ausdrücke  der 
/{Goefficienten  des  vor.  Art.,  dass  die  R^  bei  b!^^  abbrechen  so,  dass 
in  keinem  derselben  der  untere  Index  negativ  werden  kann.  Die  zu 
Ende  des  Art.  1 8  aufgestellten  allgemeinen  Reihen  werden  daher  in  un- 
serm  Fafle 

cos/if=  I^^  +  RT^cose  +  fii^^cos2«  +  B^Uos  Se  +  etc. 

sin  fif=  Hir^  sin«  +  B^^  6in2«  +  B^t  sin  3e  +  etc. 

woraus  hervorgeht,  dass  die  Entwickelung  von  sin  /^f  dieselben  Goeffi- 
cienten hat  wie  die  von  cos  /if. 

23. 
Löst  man  die  Gleichung  (30)  in  Bezug  auf  y  auf,  so  kommt 

Dieselbe  Gleichung  geht  aus  (30)  hervor,  wenn  man  darin  x  und  y  mit 
einander  vertauscht,  und  — ß  statt  ß  schreibt.  Setzt  man  daher 

80  wird 

(32)  Sa:*  =  (-4)*ÄS* 

es  mag  k  positiv  oder  negativ  sein.  Die  Gleichungen  des  Art.  1 8  geben 

demzufolge 

cos  iue  =  +  äST'  +  Ä?*'  cos/"  +  Ä^'  cos 2/*  +  ÄJf'  cos  3f  ±  etc. 
sin  fu=  +  I^^  sin  /*  +  i^^  cos  2/*  +  B't  sin  Bf  ±  etc. 


EirrwiCKELUNG  DES  Products  einer  Potenz  des  Radius  Yectors  u.  s.  w.  81 7 

wo  die  oberen  Zeichen  für  ein  grades,  und.  die  unteren  für  ein  ungrades 
fA  gelten. 

Also  auch  in  den  Entwickelungen  von  cosiu  und  sin/i«  sind  die 
Goefiicienten  dieselben  wie  in  den  Entwickelungen  von  cos /tif  und 
sia  fif,  nur  haben  sie  abwechselnd  das  entgegengesetzte  Zeichen. 

24.      . 
Aus  der  Gleichung  (32)  folgt 

da  aber  hier  augenscheinlich 
ist,  so  giebt  der  Satz  des  Art.  20, 


in  unserm  Falle  wird  also 


R;'  =  [-i)^^±Btr  (33) 

Diese  Gleichung  ist  eine  specielle  Relation  zwischen  den  A  Coefficienten, 
und  ist  von  grossem  Nutzen,  wenn  man  für  /^  =  1 ,  /^  ==  2,  /^  =  3,  etc. 
diese  Goefiicienten  zu  berechnen  hat.  Denn  nachdem  man  durch  irgend 
eins  der  weiter  unten  anzugebenden  Verfahren  diese  für  die  Fälle  be-, 
rechnet  hat ,  wo  der  untere  Index  dem  oberen  gleich,  oder  grösser  ist, 
so  giebt  die  obige,  einfache  Gleichung  alle  Coefficienten,  in  welchen  der 
untere  Index  kleiner  ist,  wie  der  obere.  Hievon  ist  jedoch,  wie  schon 
oben  angemerkt  wurde ,  der  Werth  /^  =  0  ausgeschlossen ,  weil  die 
Gleichung  für  diesen  Fall  nicht  gilt. 

25. 
Um  andere  Gleichungen  zwischen  den  R  Coefficienten  zu  erballen, 
bemerke  ich  zuerst,  dass  man  durch  Hülfe  der  Gleichung 

unmktelbar  eine  Gleichung  zwischen  vier  R  Coefficienten  ableiten  könnte, 

•  

die  ich  jedoch  weglasse,  weil  sich  zweckmässigere  finden  Jassen.  Da« 
Differential  der  vorstehenden  Gleichung  giebt 

und  die  Gleichung  selbst 

i  .  Ä»  —  £±£ *-^ 
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hieraus  folgen  die  beiden  Gleichungen 

Substituirt  man  hienn  die  Gleichungen 


SO  bekommt  man 


i^^''  =  {i-t,)är'-ß{i^\)rt^^ 


die  den  Uebergang  von  den  JtCoefficienten  der  Potenz  /a  zu  denen  der 
Potenz  fji^+i  zeigen,  von  welchen  jedoch  nur  die  zweite  stets  diese  aus 
jenen  mit  der  erforderlichen  Sicherheit  giebt. 

Wenn  man  die  A  Coefficienten  für  die  Werthe  /i=  i,  /a= 2,  /a= 3, 
etc.  zu  berechnen  hat ,  so  kann  man  auf  folgende  Art  mit  Leichtigkeit 
und  Sicherheit  verfahren.  Die  Gleichung  (30)  giebt,  wenn  man  den  Nen- 
ner derselben  in  eine  unendliche  Reihe  auflöst, 

^  =  (y— i^(U/Si(+/s'y*+/J*!^+  eic.) 

Hieraus,  so  wie  aus  den  allgemeinen  Ausdrücken  des  Art.  21  fttr  die 
ACoefficienten  folgen, 

B?^  =  -ß;  B?^  =  4-^;  M*^  =  ßH-^;  BS'  =  ^{i-^;  etc. 

die  zur  Berechnung  der  Coefficienten  für  /i=1  dienen.  Nachdem  man 
diese  berechnet  hat,  bediene  man  sich  der  zweiten  Gleichung  (34)  zur 
Berechnung  derjenigen  Coefficienten  für  f*  =  2,  /i  =  3,  etc.,  in  welchen 
der  untere  Index  nicht  kleiner  ist  wie  der  obere,  und  der  Gleichung  (33) 
für  die  übrigen,  mit  Ausnahme  von  f=0,  für  welche  diese  nicht  gilt. 
Setzt  man  aber  i  =  —  1  in  die  zweite  (34),  so  wird  wegen  Aüi  =  0, 

(35)  lC  =  -ß<-'' 

und  diese  dient  endlich  zur  Berechnung  der  nt\ 

Da 

ttT'  =  f^' 

ist,  so  führt  die  Entwickelung  von  ar^  auf  dieselben  Coefficienten  wie 
die  von  or^^,  nur  enthält  jene  blos  die  n^ativen  Potenzen  von  y.  Mit 
andern  Worten  aus 

4?^  =  äJT^  +  RT^y  +  RfW  +  etc. 
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erhttlt  man  sogleich 

ar-  =  Äjr>  +  <l.  +  Är^  +  etc. 
und  ebenso  verhält  es  sich  mit  der  entgegengesetzten  Entwickelung.. 

26. 

Wenn  man  nur  für  einzelne  Werthe  von  fi  oder  für  andere  .wie 
ganze  Werthe  die  A  Goefficienten  zu  berechnen  hat,  oder  wenn  man  die 
nach  den  Regeln  des  vor.  Art.  ausgeführte  Rechnung  einer  ControUe 
unterwerfen  will,  so  kann  man  sich  des  folgenden  Verfahrens  bedienen, 
welches  auf  ähnliche  Art  wie  im  vor.  §  die  Verhältnisse  dieser  Coeffi- 
cienten  durch  Kettenbrüche  giebt. 

Setzt  man  1+  1  statt  t  in  die  erste  Gleichung  (34),  und  eliminirt  dann 
zwischen  dieser  und  der  zweiten  (34)  den  Goefficienten  Ri^x  ,  so  kommt 

ßirt:'  —  [i+\—fi^[i+\+(i)^ttt^^  (36) 

welches  eine  Gleichung  zwischen  je  drei  auf  einander  folgenden »  einem 
und  demselben  Werthe  von  fi  zugehörigen  R  Goefficienten  ist. 
Sei  nun  für  positive  Werthe  von  % 


Vi  —  fiYt 

dann  geht  die  Gleichung  (36),  nachdem  darin  /i+i  statt  i  gesetzt  wor- 
den ist,  über  in 

0  =  1  —  y,  +  yi  y^i  A,+i  (37) 

und  es  entstehen,  gleichwie  im  vor.  §,  die  KettenbiUche 


4  __       4 


4— Üt-H  <— ^ 

4— etc.  «—^44 


etc. 


4— etc. 

wovon  stets  der  folgende  aus  dem  vorhergehenden  durch  Hinzufügung 
Eines  Gliedes  entsteht. 

Hat  man  hieraus  die  yi  und  daraus  wieder  durch  die  Gleichung 

pi  =  FiYi 
die  pi  berechnet,  so  wird  schliesslich 


*  • 
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Um  die  Grenze  zu  finden,  nach  welcher  die  yi  hinstreben,  verfohre 
ich  wieder  wie  oben.  Es  wird 

Aoo  =  -tsin'^p 

0  =  4  — 4y^  +  sinV  .  y»,     . 
woraus 

y«  =  ßec*i9 
hervorgeht.  Es  hat  also  f  hier  denselben  Grenzwerth  wie  oben  bei  der 
Entwickelung  der  positiven  Potenzen  des  Radius  Vectors. 

•      ,  '      27.  • 

Um  die  Verhältnisse  der  /tCoefficienten,  in  welchen  der  untere  In- 
dex kleiner  ist  wie  der  obere,  durch  Kettenbrttche  auszudrucken,  be- 
merke ich,  dass  aus  den  Ausdrücken  dieser  Coefffcienten  im  Art.  21 
hervorgeht,  dass  man  diese  aus  jenen  erhält,  wenn  man  in  den  Aus- 
drücken der  letzteren  — ^l  statt  ^k  schreibt  Man  braucht  daher  nur  die- 
selbe Veränderung  mit  den  Ausdrucken  des  vor.  Art.  vorzunehmen,  um 
die  verlangten  Kettenbruche  zu  erhalten.  Sei  zur  Unterscheidung 

"f^i ^ 

j[ü)  —  —9i 

1    p  fi — I siny 

»I  —  ^i  i^\^%f^  sin  «iy  •      % 

dann  wird  die  Relation  (36) 

0  =  1— f,+Ä^if,£i+i 
und  man  zieht  daraus 


»H-l 


<-fe  etc. 


4 —  etc. 

Der  vorstehende  Ausdruck  für  ft,-  zeigt ,  dass  wenn  /i  eine  ganze 

Zahl  ist, 

fc^  =  0  und  Ä^i  =  0 
ist,  und  daher 

f^i  =  1  und  S;  =  1 

werden.  Der  Kettenbruch  bricht  also  in  diesem  Falle  bei  k^^i  ab,  und 

es  wird 

L_.  t      — 1 


ii*-a  —  4-A^,  5   ff^  —  4~ik«  o.fc      •   ®^^- 
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Der  Ausdruck  für  6,  zeigt,  dass 

G^i  ==  0 
ist,  und  es  wird  daher 

l^i  =  i^i  =  etc.  =  0 

wie  oben  auf  andere  Art  bewiesen  wurde. 


28.* 
.  Die  Anwendung  der  allgemeinen  Formeln  des  Art.  6  auf  den "  vor- 
liegenden  Fall  verlangt,  um  einfache  Ausdrttcl^e  zu  erhalten,  eine  beson- 
dere Zerlegung.   Im  vorvor.  Art.  wurde  gezeigt,  dass  die  Grenze  der 
Yi  für  wachsende  t,  sec'4iP  ist.  Ich  setze  nun 

n  =  A.- g.- 0 +/s^ 

wo  also  für  wachsende  t  das  Product  hi  qi  nach  der  Grenze  Eins  hin- 
strebt. Substituirt  man  diesen  Werth  von  yi,  so  wie  den  Ausdruck  (38) 
für  A,  in  (37) ,  so  entsteht 

Den  eingeführten  Factor  hi  werde  ich  nun  benutzen,  um  den  zusammen- 
gesetzten Nenner  des  letzten  Gliedes  dieser  Gleichung  fortzuschaffen. 
Zu  diesem  Ende  brauchte  ich  nur  /^  der  Grösse  t + (t-|-2/i)/S^  gleich  zu 
setzen ,  allein  wenn  ich  diesem  Ausdruck  noch  im  Nenner  die  Grösse 
t(1+/?^  hinzufüge,  so  wird, bewirkt,  dass  für  wachsende  i  der  Factor 
A,  nach  der  Grenze  Eins  hinstrebt,  und  dass  nun  folglich  auch  qi  dier 
selbe  Eigenschaft  besitzen  muss,  weil  sonst  das  Product  hiqfSie  nicht 
besitzen  kann.  Sei  also 

dann  geht  die  obige  Gleichung  in  folgende  über 

Vergleicht  man  diese  mit  der  Gleichung  (A)  des  Art.  6,  so  findet  man 

und  hiemit  geben  die  Endformeln  des  genannten  Artikels 

,  _  (/t-0(At-t)  ^ .  .  _  (.•+44- /♦)(«+«+/')  ät 

f*  —    {1+2)  «+  8)   /^  '  "•■  —  (<+8)«4-«)  f^ 

etc.  etc. 
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^* •  •    4  — o, 


4-/?i 


^-Yi 


4— etc. 

Wenn  fi  ganz  and  positiv  ist,  können  die  /?,,  d„  etc.  nie  Null  wer- 
den, aber  von  den  Grössen  «,,  yi,  etc.  wird  stets  die  /i**  gleich  Null,  und 
der  Kettenbruch  besteht  daher  aus  2(/u— 1)  Gliedern. 

29. 

Den  analogen  Ketteiibruch  für  die  jR,_v  bekommen  wir  wieder 
durch  die  Substitution  von  —  ^  statt  /a  in  die  Formel  des  vor.  Art.  Es 
wird  also  hier 

^•—    (<+W8)   /^'  ^.•—  (f+8)«4.4) " 

etc.  etc. 

^ i  •    4-a, 


4-/?. 


4 —etc. 

Unter  der  oben  angeführten  Bedingung  werden  hier  die  Grössen 
«tf,  yt,  etc.  nie  Null  werden,  hingegen  von  den  /?,•,  d,-,  etc.  stete  die  (/u— f)** 
und  die  (ji — 1+4)^.  Der  Kettenbruch  ist  daher  endlich  und  besteht  aus 
2  (/A— 1)411  Gliedern. 

30. 
Für  die  Anwendung  der  eben  entwickelten  Formeln  ist  noch  übrig  zu 
zeigen,  wie  i{^   bequem  berechnet  werden  kann.  Man  wird  zwar  immer 
den  im  Art.  21  gegebenen  endlichen  Ausdruck,  nemlich 

ä:'=i-^^^+ i^^fi^  -  ^••r;-r.^;r>  ±  etc. 

anwenden  können,  aber  wenn  /i  eine  grosse  Zahl,  und  dabei  ß  nicht 
klein  ist,  so  wird  die  Anwendung  desselben  beschwerlich,  weil  die  ein- 
zelnen Glieder  sehr  gross  werden,  und  sich  bei  der  Summirung  fast  auf- 
heben, indem  stets  A^  <  1  werden  muss,  wie  oben  gezeigt  wurde. 
Die  JtCoefficienten  sind  hypergeometrische  Reihen  derselben  Gattung 
wie  die,  die  uns  im  vor.  §  begegneten,  nur  hängen  sie  von  andern  Ele- 
menten ab  wie  jene.  Aus  den  Ausdrücken  des  Art.  21  findet  man 
leicht,  dass 
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WO  i^^i  — TTTTTl '      ^-/•,«  — 4.«...< 

und  auch  diese  beiden  Ausdrücke  lassen  sich  in  Einen  zusammen  zie- 
hen, wenn  man  — /a  statt  ft  schreibt.  Man  kann  nun  die  obigen  Yer- 
wandclungsformeln  auf  diese  Functionen  anwenden,  und  ihnen  dadurch 
eine  Menge  anderer  Formen  geben,  wenn  gleich  es  scheint,  dass  diese 
FFunctionen  wegen  der  BeschaiTenheit  ihrer  Elemente  einer  geringeren 
Anzahl  von  bequemen  Verwandelungen  föhig  sind,  wie  jene. 

Ich  werde  hier  nur  eine  Verwandelung  anführen ,  und  zwar  die, 
wodurch  das  vierte  Element  /S*  d.  i.  sin*Ä  in  cos*ä  übergeht.  Zufolge 
der  dazu  dienenden  Formel  (21)  wird  nun  zwar 

Fi—fi,  f^+i,  i+i,f)  =  cF[—fi,  ^+4,  0,  cos^Ä) 
und  diese  Form  ist  nicht  anwendbar,  weil  die  FFunction  rechter  Hand  uor 
endlich  wird,  aber  vermöge  der  ersten  Forme!  (1 5)  bekommt  man  zuerst 

F(— ^,  fi+i,  f+i ,  /S«)  =  cos'&F(i+1+/i,  \—(i,  »+1,  /S^ 

und  wenn  man  die  Formel  (21)  auf  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung 
anwendet,  so  ergiebt  sich 

F(— /i,  ^+1,1  +  1, /S^  ==ccos*&F(i+1+/i,  1— /ti,  2,  cos*&) 
wo  man  nur  noch  die  Gonstante  c  zu  bestimmen  hat,  welches  hier  mög- 
lich ist,  weil  beide  FFunctionen  endliche  Ausdrücke  sind.   Das  mit  der 
höchsten  Potenz  von  ß  oder  sin  k  in  der  Function  linker  Hand  multipli- 
cirte  Glied  ist 

.    ^  (— 1)^^tL^tV^J' ''^'V'"'  sin^-fc 
und  das  mit  der  höchsten  Potenz  von  cos  k  rechter  Hand  multiplicirte 
GUed 

=  cf— -iv^*  ^+*•^-^•^+*•^'••••*^'^'~^  cosn 

\/  9.3 ^ 

Hieraus  folgt 

^  V        '/^    1+4.  •  +  «...  <  +  A»- 4 

und  wenn  man  diesen  Werth  substituirt 

ä2_,.=  (_4)H-t^sin«&cos*ÄF(»  +  1+/i,  4—^,  2,  cos'fc) 
welche  ftir  alle  ganzen  und.  positiven  Werthe  von  fi  und  i  gilt. 

Schreibt  man  —  /i  statt  [i,  so  wird 

F(^,  — /i+t,  %+\,f)  =  ccos*ÄF(»+1— /i,  1+/i,  2.  cos*fc) 
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und  wenn  man  diese  Gleichung  eben  so  behandelt,  erhalt  man 

R%  =  (—1)^*  [i sin«& cos'ÄF(t+4— /i,  l+i^i,  2,  cos*ä) 
die  auch  für  alle  ganzen  und  positiven  Werthe  von  fi  und  %  gilt ,  aber 
dabei  die  Erfüllung  der  Ungleichheit 

' .   verlangt-,  weshalb  der  Werth  von  ii^  davon  ausgeschlossen  ist.  *)   Fcir 
f  =  0  geben  diese  beiden  Ausdrucke 


•  .  31.  , 

Fttr  die  Fälle,  in  welchen  die  vorstehenden  Formeln  sich  nicht 
bequem  anwenden  lassen ,  dient  wieder  die  halbconvergirende  Reihe, 
die  ich  jetzt  auf  ähnliche  Weise'  yne  die  im  vor.  §  ableiten ,  und  bei 
welcher  ich  mich  auf  i{^  beschränken  werde.  Wenn  man  die  Differen- 
tialgleichung (1 4)  auf  die  FFunction  anwendet,  wodurch  J)^  dargestellt 
wird,  so  findet  man,  wenn  man  zur  Abkürzung  sich  erlaubt  blos  R  zu 
schreiben,  weil  hier  daraus  keine  Verwechselung  entstehen  kann, 

S/S(1-/S^  +  g  (1-/S»)  +  kf^ßR  =  0 

deren  erstes  und  letztes  Glied  man  von  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen befreit,  wenn  man  k  durch  die  Gleichung  /?  =  sinfc  als  solche 
einführt.  Es  wird  somit 

dP  +  d*SlDJkC08]k+  »/^  «— w 

deren  Integral  mit  Uebergehung  des  zweiten  Gliedes 


*)  Ich  führe  beilSufig  an,  dass  die  Vergleichung  der  eben  gefundeneD  Ausdrücke 
^on  /{!^.  UDd  R^H^i  mit  den  ursprünglichen  auf  merkwürdige  Relationen  führt ,  von 
welchen  ich  hier  die  folgenden  anführen  will.  Die  BinominalcoefQcienten  für  jede  ganze 
Potenz  lassen  sich  wie  folgt  ausdrücken : 

Femer  ist  für  jeden  ganzen  und  positiven  V^Terth  von  (a,%  und  /u — t, 

"       *      4.1+4+      4.a.H-4.i+«     +®*^- 

U.  8.  W. 
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R  =  w(^'>^  +  tt;*c-**>*  (39) 

ist,  wo  w  und  w^  die  willkührlicben  Constanten,  und  i=  V^IIT  ist. 
Wendet  man  nun  zur  vollständigen  Integration  die  im  Art.  1 4  des  vor.  § 
erklärte  Methode  an ,  so  bekommt  man  zur  Bestimmung  von  w  und  w^ 
die  folgenden  Gleichungen 

I  •      /dw 10        \ ö^to         dw         i 

*^f^\dk'^2sinkcosk)  •      dk*  d*  siiäFcösik 

**^V^   ^  asinJkcosüc/  dl^   ^    dk  sinJkcosik 

von  welchen,  wie  a.  a.  Orte,  nur  der  einen  Genüge  geleistet  zu  werden 
braucht. 

32. 
Setzt  man,  um  diese  Gleichungen  zu  vereinfachen, 

a?  =  VcoigÄ 
so  geht  die  erste  derselben  in  folgende  über 

und  um  dieser  Genüge  zu  leisten,  sei 

Die  Substitution  dieses  Ausdrucks  giebt  die  allgemeine  Gleichung 

mit  Ausnahme  von 

I 

Dieser  ist  durch  Cq  =  x  Genüge  geleistet,  und  die  Substitution  dieses 
Werthes  in  die  rechte  Seite  der  allgemeinen  Gleichung  giebt 

dCi     o         p       4      4  8 

d^^ — W^  T^  T 

welcher  durch 

genügt  wird.  Setzt  man  diesen  Werth  in  die  rechte  Seite  der  allgemei- 
nen Gleichung,  so  kommt 

dx^ tr,a?  428^  + 4i8? 

welcher 

C  —^ai"        ^* 


548  •*'  54«iP» 

genügt,  u.  s.  w.  Man  erkennt  schon  hieraus  die  Form  des  allgemeinen 
Ausdrucks  für  C.,  nemlich 
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wo  die  ganze  und  positive  Zahl  i  von  0  bis  oo  aasgedehnt  werden  uiuss, 

und  für  alle  tlbrigen  Werthe  von  t 

<  =  0 
ist.   Setzt  man  diesen  Werth  von  C,  in  die  obige  allgemeine  Gleichung, 
so  bekommt  man 


16(i-3)Ä  =  {iir-lfA^,  +  (2i-3)(2i— 7)iiL, 
etc.  bis 

-16(i-1)ii![^,=(2i-1)'ilÜi^„+(2i-5)(2i-4)4!^._„ 

—  46(»+1)>l!i5V„=(2t-1)(2i+3)ilV.) 
woraus  man  nach  und  nach  alle  ii  Coefficienten  berechnen  kann.   Man 

kann  diese  Gleichungen  in  eine  allgemeine  zusammen  ziehen,  wenn 
man  die  ganze  und  positive  Zahl  t*  einführt,  die  von  0  bis  f+1  ausge- 
dehnt werden  muss,  es  wird  alsdann  allgemein 

1 6(i-2i'+1 )  4^.4^= (2i-4i«+1)M^,+t  +  (2f-4i«+5)(2f-W+1  )A^Lu^ 
Setzt  man  hierin  für  jedes  ungrade  i 

*  —   « 

so  wird 

A  =  3>ir 

die  als  Gontrolle  benutzt  werden  kann.  Setzt  man  für  jedes  grade  t  nach 
einander 

(}  =  ^i  und  V  =  ^ 

so  kommt  wegen  Ai  =  0, 

.(«■+1)  5    .(0  AH-i)  9    4(0 

deren  mau  noch  mehrere  geben  kann. 

33. 
Geben  wir  nun  den  beiden  willkührlichen  Gonstanten  die  imagi- 
näie  Form  Ac"''  und  Ac"',  wo  i  =  /^^,   und  multipliciren  die  Aus- 
drücke von  w  und  w^  damit,  so  wird 

«,  =  Ac-'(C„  +  1  +  ^  +  ,^.  +  etc.) 
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Substitairt  man  diese  in  (39)  und  geht  zum  Reellen  über,  so  kommt 

Ä,=  2Acos(2^fc— ^(Co  — g  +  ^+etc.)  (40) 

+  2A  sin  {2f^k-t)l^-  ^  +  ^.  +  etc.) 

WO  noch  die  beiden  willkührlichen  Gonstanten  h  und  /  zu  besümmen  sind. 

Aus  den  Ausdrücken  des  vor.  Art.  habe  ich  die  Werthe  der  ersten 
CCoefficienten  wie  folgt  gefuijiden, 

C,  =  x 

p    JL_5    i» 

C  —  -^^x'  -I.  -^a?  4-  -^^^—  4.  ^^^ 

^8     8492'*'  ^8  49«    ^  8  492«  ~  8  492«» 

p    3  675   Q     495  k  __  825 4  725 

^4     524  288*^  +  65  536^     65536a?»     524288«' 

p    59535  XI         88  425   7  i   ^^'^^  j^  I   '^^^^    I  ^^^^"^^    i   "^'^^^ 

^ö     8388608^  ■'"8388608^  '4  048576^  '4  048  576«  "^  8  388  608«»'^  8  888  608«* 

p    2404  245   13     556  395   o  ,   2  028  825  k  ___  3  384  375 

^6     268435456^  7"  33554  432^  "*"  268  435  456^     268  435456«» 

74  5  365 2  837  835 

33  554  432«'     268  435  456  «'^ 

57972945   ik  .   428297925   n  .   433749825   7  .   40444  425 


^7     4  294  967  296^   "^  4  294  967  296  ^  '*'  4  294  967296^  "*"  4 


294  967296 


80  432  375    ,   447443  985    ,   4  56  808  575    ,   66  894  825 
4294  967  296«  "''  4  294  967296«"  »"  4  294  967  296«*  +  4  294  967  296«*» 

etc. 


34. 

Die  Bestimmung  der  beiden  willkührlichen  Gonstanten  werde  ich 
vermittelst  des  Ausdrucks  von  R  d.  i.  R^  durch  bestimmte  Integrale, 
jedoch  auf  eine  andere  Art  wie  im  vor.  §,  ausführen. 

Setzt  man  i  =  fi —  1 ,  und  ß=smk  in  die  Gleichung  (36),  so  wird 

U^A«)  /i+i       niM)       ,       M— 4      jM 

'^f*    —  2^  Sink  '^M-l  "T  2^  ginjfe  ^/^l 

oder 

IjC/-)        3^_J^  (44) 

wenn  man 

w;=  i(/G.-ie.))  ^  ^^ 

schreibt.   Die  Reiben  des  Art.  18  geben  aber  in  Verbindung  mit  der 
Gleichung  (32) 
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cos ft{f—e)  =  if *  +  2F^  cosf+  etc. 
aiüfiif — e)  =  %W^  smf+  etc. 

und  man  bekommt  daher 

y^  =  tX'cos^(/'— e)  coBfdf 

^'•  =  i/'«'° '*(''-*)  «•"/'*'/' 
die,  wenu  sie  in  (41)  substitüirt  werden,  A^'  durch  bestimmte  Integrale 
ausdrucken.  Die  Substitution,  die  im  vor.  §  für  die  Ermittelung  des  dort 
angewandten  bestimmten  Integrals  benutzt  wurde,  ist  hier  nicht  an- 
wendbar ,  weil  wenigstens  für  gewisse  Werthe  von  /i  und  k  die  Coeffi- 
cienten  von  df  in  den  obigen  Integralen  mehr  wie  Ein  Maximum  und 
Minimum  habeti.  Man  kann  aber  dagegen  für  den  speciellen  Werlh 
ft  =  -^  die  obigen  Integrale^  und  ihre  ersten  Differentialquotienten  nach 
k  durch  einfache  Ausdrücke  erhalten ,  und  diese  werde  ich  zur  Bestim- 
mung der  beiden  wilikuhrlichen  Constanten  h  und  l  anwenden. 

35. 

Seien  wieder  x  und  y  bez.  die  zur  wahren  und  excentrischen  Ano- 
malie gehörigen  imaginären  Exponentialfunctionen ,  dann  wird,  weil 
ß  =  sink  gesetzt  worden  ist,  die  GleiQhung  zwischen  x  und  y 

x{i — y  sink)  =  y — sinft  (43) 

Setzt  man  femer 

dann  ist  d  die  zum  Unterschiede  der  wahren  und  excentrischen  Ano- 
malie gehörige  imaginäre  Exponentialfunction,  oder  wenn  man 

f €  =  0) 

macht,  so  ist 

wenn  c  die  Grundzahl  der  natürlichen  Logarithmen  bezeichnet.  Aus  der 
Gleichung  (43)  ziehe  ich  durch  die  Elimination  von  y 

a^  sink  —  x{d — i)  —  ö  sinfc  =  0 
woraus 

2x  sink  =  O  —  i  ±  /l  — 2ö  cos2fe+ ö* 
folgt,  welcher  Ausdruck  auch  wie  folgt  geschrieben  werden  kann, 

ix  s\nk=  ö— 1  ±/öf  0  +  j  —  2cos2k 
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Die  Verwandelung  von  yf^  in  —  /— 4  giebt  hieraus  sogleich 

und  hieraus  erhält  man  durch  Addition  und  Subtraction,  und  durch  den 
Uebergang  zum  Reellen 

2  sinfe  cosf=  coso)  —  1  +  cos  i<o/2  cosco  —  2  cos2fc 


2  sin  k  smf=  sin  w  +  sin  4-a)/2  cos  o)  —  2  cos  2fe 

Untersuchen  wir  den  Gang,  den  diese  Functionen  annehmen,  wäh- 
rend /*  den  ersten  Halbkreis  durchläuft.  Wenn  /*=:  0  ist,  so  ist  auch 
(0  =  0,  und  die  Substitution  dieser  Werthe  in  die  vorstehenden  Glei- 
chungen zeigt,  dass  der  ersten  derselben  nur  durch  das  obere,  vor  der 
Wurzelgrösse  befindliche,  Zeiehen  Genüge  geleistet  werden  kann.  Da 
nun  jedenfalls  in  beiden  Gleichungen  zugleich  das  obere  oder  untere 
Zeichen  angewandt  werden  rauss,  weil  sonst  nicht  der  Bedingung 
sinY+cosY=  1  Genüge  geleistet  wird,  und  m  stets  positiv  ist,  wäh- 
rend f  und  6  im  ersten  Halbkreise  liegen,  so  muss  von  «  =  0,  welchem 
fz^O  entspricht,  ausgehend  in  beiden  Gleichungen  das  obere  Zeichen 
angewandt,  und  hiemit  fortgefahren  werden,  bis  co  sein  Maximum  =  2fe 
erreicht.  Für  dieses  Maximum  ist  die  Wurzelgrösse  gleich  Null,  und 
würde  imaginär  werden,  wenn  man  «  grössere  Werthe  beilegen  wollte; 
cos /"  ist  unterdess  negativ  geworden.  Setzt  man  nun  f=^  180^  so  ist 
wieder  to  =  0,  und  der  ersten  Gleichung  kann  nur  durch  das  untere 
Zeichen  Genüge  geleistet  werden.  Hieraus  folgt  eben  so  wie  vorher, 
dass  man  von  w  =  0,  welchem  /*=  180^  =  Jt  entspricht,  ausgehend 
bis  03  =  2fc,  welchem  Gange  von  co  rückwärts  gehende  Werthe  von  f 
entsprechen,  in  beiden  Gleichungen  das  untere  Zeichen  anwenden  muss. 
Um  also  f\on  0  bis  ti  wachsen  zu  lassen,  muss  man  zuerst  mit  Anwen- 
dung der  oberen  Zeichen  to  von  0  bis  2/^  zunehmen,  und  dann  mit  An- 
wendung der  unteren  Zeichen  co  von  2fe  bis  0  abnehmen  lassen.  Man 
sieht  hieraus  leicht,  wie  der  Zeichenwechsel  beschaffen  ist,  wenn  /*  den 
zweiten  Halbkreis  durchlaufen  müsste. 

Setzt  man  nun  zur  Abkürzung 

M  =  COSTCO /2  cos  w  —  2  cos  2/f 

N  =^  sin  J^w/2  cosw  —  2  cos2fe 
so  wird 

Abhan«!].  d.  K.  S.  Ges.  d.  Wissensch.  IV.  17 
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Nach  der  Substitution  der  vorstehenden  Reihen  in  die  Ausdrücke 
(44)  haben  die  Integrationen  keine  Schwierigkeiten  mehr,  man  findet 
leicht 

V  =ÄJi£M  j^  cos^Ä  +  «^  cos  4ik  +  -^  cos  6i  +  etc.  \  —  ^-^  sin  4^* 

**         n  sink    {fir — 4         '^      •  ftr — 4  '  ftr — 9  '  )         kn  sink  ^ 

-^^S^iA«°2ft  +  ^sio4ft  +  j^sin6ft  +  etc.j  +Ä 
_it£^j       _«4sin2Ä+-^sinU+4^sin6&+etc.|  +  ^ 

n  Sink    (  fiT — 4  •  ftr — 4  •  /*■ — 9  '  )   ^  n  sink 

m 

bei  welchen  zu  bemericen  ist,  dass  die  Glieder  innerhalb  der  Klammern, 
die  mit  /i* — ^  dividirt  sind,  und  also  unendlich  gross  werden ,  wegge- 
lassen werden  mllssen ,  und  die  ausserhalb  der  Klammem  befindlichen 
*  Zusatzglieder  an  ihre  Stelle  treten. 

Dieses  gilt  jedoch  nur,  wenn  fi  eine  ganze  Zahl  ist;  wenn  dieses 

nicht  der  Fall  ist,  so  fallen  die  von  E"^  abhängigen,  ausserhalb  der  Klam- 

^^  mem  stehenden  Zusatzglieder  weg,  und  innerhalb  der  Klammern  findet 

'  keine  Ausnahme  statt.   Durch  Hülfe  der  Gleichung  (41)  geben  nun  die 
vorstehenden  Ausdrücke 

<=^^l^--^cos4ft-4^cos6fc-4%cos8fc-e(c.t 

f*  n  sin'x  {fjT         yr — 4  ^" — 9  /*" — 46  ) 

WO  dieselbe  Bemerkung  gilt  wie  oben. 

Durch  dieselbe. Analyse  kann  man  auchJt^i  und  A^i  ausdrücken; 
ich  werde  hier  blos  diesen  Coeificienten  geben,  weil  jener  in  dieser 
Abhandlung  nicht  gebraucht  wird.  Die  Gleichungen  (42)  geben 

ß/H-«  ^^  '^A*  —  '^z* 

substituirt  man  hierin  die  obigen  Ausdrücke  für  W^  und  V),,  so  bekommt 
man  sogleich 

'»S.  =  ^VS^  I  f  +  ;;|t  cos  2fc  +  ^-1,  cos  4&  +  ^-1,  cos  6fe  +  etc. 

+  ^lS?i        ^s>n2&  +  ;^sinU  +  ^sin6A  +  etc.) 
WO  kein  Glied  eine  Ausnahme  bildet. 


* 
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37. 
Um  aus  den  vorstehenden  Ausdrücken  die  Summenausdrückc  fUr 

W  *'*'''   .  n 

R^  und  jj^  in  dem  speciellen  Falle  k  =^  -^-  zu  erhalten,  müssen  wir 
erst  die  Ausdrücke  von  E„  und  -^  für  denselben  speciellen  Fall  kennen 
lernen.  Diese  kann  man  wie  folgt  erhalten.  Sei 

dano  ist 

Wenn  man  nun  a  =  cos  ik  macht,  so  ist  zufolge  des  VorhergahendeD 

1/)  =  i  +  £■,  i  +  £■,  z*  +  £,  2?  +  etc. 
Setzt  man  ferner 

;f  =  1  +  O;  z  +  G,z»  +  I7,s"  +  etc. 
so  giebt  die  obige  Gleichung  allgemein 

^  :^  _  P^,  ■         ■■  • 

Setzt  man  hierauf  ft  ^  ■^,  so  wird  a  =  0,  und 

also  durch  die  Eotwickelung 

rp=\+  lz»-^z*+  i^j^z'  +  etc. 

Vergleicht  man  diese  Reiben  mit  den  obigen ,  so  erkennt  man  sogleich' 
dass.  wenn  i  irgend  eine  ganze  und  positive  Zahl  ist,  und 

w  =  »;    -ff^  =  (—'r' ,.......,      r 

aber  o  =  cos  2t  giebt  ^—  —  2  flir  i  =  -J,  also 


M        .  düf^^ 


woraus 
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3S. 

Es  ist  nun  leicht  die  Summenausdrücke  von  fiJT'  und  ^^.  für  fe  =;=  ^ 
anzugeben.  Setzt  man  fc  =  -j-  in  dem,  im  vorvor.  Art,  abgeleiteten  Aus- 
druck fUr  Ri\  und 

1)  ^  =  2» 
dann  wird 

sinii/ik  =  sini^r  =  0 

cos  9i/lk  =  cos  »TT  =  ( —  1  )• 

E^=E^  =  etc.  =  0 

2)  ^  =  2i  +  4 

&m%[ik  ==  sin(f7r+^j  =  ( — 1)* 
cos  %fih  =  cos  U;r  +  Y j  =  0 
und  der  genannte  Ausdruck  für  i{^  giebt 

«^H-i  —  (— 1  j  -  {-.  +  ;?-4 —  jiiziie  +  ^?i:i6  +  ®^i 
welches  jedoch  eine  schwach  convergirende  Reihe  ist.  Man  kann  aber 
den  Fall,  wo  fi  ungrade  ist,  auf  den  wo  [i  grade  ist  hinführen ,  und  da- 
durch zugleich  die  Summe  der  vorstehenden  Reibe  geben.   Setzt  man 
2t  statt  i,  und  darauf  ^  =  2t  in  die  zweite  Gleichung  (34),  so  kommt 

(45)  «2,+!   =  R^i ^  i?2,+i  sm  & 

Der  Ausdruck  für  jR^i  des  Art.  36  giebt  aber,  wenn  man  darin  ^  =  2t 
.und  &  =  -j- setzt, 


hervoi^eht.  Sei 
dann  wird 


es  wird  also 


und  wir  bekommen  zugleich  für  die  obige  Reihe  folgenden  Summen- 
ausdruck 

(46;  ?tl  ^  =  (_  ,)^,  ^  ji.  +  ^^  _  Ji_  +  ^A_  +  eu,; j    . 

WO  2t  + 1  für  fi  gesetzt  werden  muss. 

Differentiirt  man  die  Gleichung  (45),  und  verschiebt  den  Index  um 
eine  Einheit,  so  wird 
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Der  Ausdruck  voq  ä^,  des  Art.  36  giebt  durch  die  Dilleientialion 

1:%^' =  V  ^' ji  +  ,-^  cos  2*  +  i  CO,  «  +  «c.  j 

_  V  '-i=J!^  j         ,-|j  sin  2t  +  ^  sia  U  +  elc.| 

-  "  '^'  I        si »'"  2*  +  ^  ""  "  +  ^"'■i 
+    i»  '^1         ipcos2*  +  if|oosU+elc.| 

dB,  dgt 

+    ''^1      ^cos2*  +  ^costl  +  elc.j 
+    f   °-^\         ^BinM  +  ^staU  +  etcj 
SeUtt  maa  hierm  ft  =  ü  +  i  und  fc  ^  y,  so  ergiebt  sich 


und  es  wird  also 

dk  dt  ' 

Differentiirl  man  endlich  den  Ausdruck  von  n^  des  Art.  36  nach  k,  und 
setzt  nach  der  Differentiation  /i  =  2i+i  dnd  k  =n  -^,  so  bekommt  mäa 
zuerst    " ,  •" 

und  dieser  verwandelt  sich  vermöge  der  Gleichung  (46)  in 

womit  die  specielleo  Summationen  au£»gefttbrt  sind.  Substituirt  man  die 
Werthe  der  £Coeflicienten  des  vor.  Art;,  so  ergiebt  sich  ftir  ft  ^  ^. 

«K     — nv+i    — (— ■!}     t.a.i.T..'i"  •  FR      * 

<g'_<^"        ,      .,,.^.i.a.5...3^-.      i^ 
äk  dt  "^        ''        4.J.3...    i       •      1' 

39. 
Um  die  eben  gefundenea  Ausdrttcke  zur  Bestimmung  unserer  beiden 
wrllkührUchen  Conslanten  bequem  auwcaden  zu  können,  ist  erforderlich, 
dass  sie  in  halb  convei^ende  Rciheo  umgewandelt  werden.  Die  einfachste 
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« 

Art  dahin  zu  gelangen  scheint  mir  die  folgende  zu  sein.  In  Euler's  Inst, 
cal,  diff.  Cap.  VI.  ort.  1 59  ist  folgende  Gleichung  bewiesen, 

logl  +  log2  +  ...  +  logn  = 

ilog2;r  +  (n+i)logii-»  +  ^  _  jA_  +  ^.  +  etc. 

yfo  A,  B,  Cj  etc.  die  Bemouillischen  Zahlen  sind,  nemlich 

^=T'    *  =  Sf'     C  =  ^'     ^  =  ro'     etc. 
Nennt  man  nun  wieder  die  Grundzahl  der  natürlichen  Logarithmen  c, 

und  setzt 

n[n)  =  1.2.3  ...  n 

so  verwandelt  man  diese  ftilersche  Gleichung  leicht  in 


aber  es  ist 


also  auch 


wo 


n{n)  =  n"  (r-*/2«^  .  c*^" 

4. 8. 5... an— 4  JT(»n) 

4.2.8 11  «*(i2(n))» 

4. 8.5. ..an— 4  __     a||_  ^|/„-j(/, 
4.a.8...n  */  f^-jf 

r?„_2ü.  =  -±  +  ^_j^  +  etc. 


Löst  man  die  Exponentialgrösse  in  eine  unendliche  Reihe  auf,  so  findet  man 

4. 8.6. ..an— 4  a*      , 


4 .8.8  ....   n 


nn 


WO 


j    j 4^    ,    _4 _5 a4 899         ,       . 

•'«  8n  ■*■  428n*  +  40a4n»  8a768n*  aeaiUn»  "*"  ^^^' 


Wendet  man  nun  diese  Entwickelung  auf  die  zu  Ende  des  vor.  Art. 
gegebenen  Ausdrücke  an,  so  wird 

i(8»-) 


Rti+x  —(-1)  ,-p=/.-. 

Diese  Ausdrucke  nehmen  eine  nicht  minder  merkwürdige  Form  an, 
wenn  man  /t  darin  einfuhrt ,  und  zwar  in  dem  ersten  und  dritten  durch 
die  Gleichungen, 
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und  ia  dem  zweiten  und  vierten  durch 
—  — —         '       =nU  +  ~  +  -+  —  +^^+-^  +  e\^i 


Es  wird  durch  diese  Substitution 

1)  wenn  /t  eine  grade  Zahl  ist, 

#-(-')^^*        ■   : 

wo 

** — ^       */.  +  »?'  + m^~"  15«^       8*My  +  *'*^- 
S)  wenn  (j.  eine  ungrade  Zahl  ist, 

wo 

Fl  i    ■      *      ■        *  0  S1        ,        399        ,       . 

*   =  *  +  V  +  w?  —  im;?  —  »«7'  +  sl^v"'  +  ^*'=- 
Diese  letzteren  Ausdrucke  unterscheiden  sich  von  den  erstcren  nur  da- 
durch, dass  die  mit  den  ungradeo  Potenzen  von  ft  behafleien  Glieder 
das  entgegengesetzte  Zeichen  haben. 

40..  .         • 

Setzt  man  nun  ft  =  ^  in  die  GleichuiuUiO),  und  erwAgt,  dass  da- 
durch X  =  1  wird,  so  entsteht 

«r  =  2M  cos  (le  - /)  +  2ASR  sin  (f  ^  () 

WO  ,  » 

""'  I  +  elc.  '_-^ 


S3S 
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Differentiirt  man  die  Gleichung  (40)  nach  fc,  setzt  nach  der  Differentiation 
k  p=  Y^  und  erwägt  dass  daraus 

dx j 

'dk 

folgt,  SO  bekommt  man 


dk 


4/iA8  sin(^  — l)  —  ifihm  cos(^  —  i) 


wo  die  Reihen  dieselben  sind  wie  in  dem  vorstehenden  Ausdruck  von 
R^  .  Wenn  nun  fi  eine  grade  Zahl  ist,  so  wird 

sin  (?— i)  =  — (— <)^  sini 

oÖb(^  — /)=       (— 1)fcosl 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  vorstehenden  Ausdrücke ,  und  setzt 
diese  dann  den  bez.  Ausdrücken  des  vor.  Art.  gleich,  so  erhält  man 

K=2hcosl.i  —  U  sin/.ÜÄ 


y  %fi7t 


Hieraus  geht  hervor  dass 
ist,  welcher  durch 


K  =  %h  sin/ .  8  —  2Ä  cos/ .  2Ä 


cos  /  =  sin  ^ 


^  =  T 


Genttge  geleistet  wird.  Substituirt  man  diesen  Wertb,  so  wird 

JS-=2Ä  {8—9)1} 


fnt 


und  wenn  man  die  obigen  Ausdrücke  von  £,  8  und  971  substituirt,  und 
die  Division  ausfuhrt, 


r^  (  "^  266^»  2624 

Wenn  ^  eine  ungrade  Zahl  ist,  so  wird 

in(f_/)  =  (_i) 

(t-0 


sm 


2    cos/ 


cos 


( — 1)  2    sin/ 


und  hieraus  bekommt  tpan  auf  dieselbe  Art  wie  oben 

^     E>  =  ^h  sin/.8  +  2Acos/.ÜÄ 

jr»r=2Acos/.8  +  2A  sin/.ÜJi 


K2/U» 


also  wieder  sin  /  ±=  cos  /.    Setzt  man  daher  wieder  / 
Gleichungen,  so  geben  sie 


^  in  diese 
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r  ^^ 
Die  Vergieichüng  dieser  Gleichung  mit  der  oben  für  k  gefundenen  zeigt, 
dass  darauä    derselbe  Werth   für  h  hervorgehen  niuss.    Es  wird  also 
ohne  Rucksicht  auf  die  Form  von  /t  allgemein 

+  c  sih{2M-*5")  j^  _  ^  +  ^  +  etc.j 
wo 

und  die  Wertbe  von  C^,  C,,  etc.  des  Art.  33  aozüwendeo  sind. 

Es  wurde  oben  gezeigt,  dass  die  eDdlichen  Ausdrücke  des  Art.  30 
flir  J?^  in  deo  Fallen ,  wo  bei  grosBem  ft  der  Winkel  k  Mittelwerthe 
zwischen  seineoGrenzen  0  und  90°  einnimmt,  am  wenigsten  geeignet 
sind,  auf  bequeme  Art  den  Werth  von  i^'  zii  geben.  Der  Ausdruck  fdr 
X  zeigt,  dass  grade  in  diesen  Fällen  bei  tibrigens  gleichen  Wertfaen  von  . 
fi  die'vorstehende  balbconvergirende  Reihe  am  stärksten  coovergirt.  Je 
mehr  sich  k  .einer  seiner  beiden  Grenzen  aflWt,  desto  schwächer  wird 
bei  gleichen  Werthen  von  /t  die  Convei^enz  derselbeh ,  aber  grade  in 
diesen  Fällen  wird  der  eine  der  Ausdrucke  des  Art.  3(1  zur  Berechnnog 
geeignet.  Bei  gleichen  Werthen  Von  k  niiniDt  bei  Wachsendem  /*  jeden- 
falls die  Gonvergenz  der  balbccDvergirenden  Reibe  zu,  und  wenn  daher 
hei  kleinem  oder  grossem  k  die'Zahl  fi  so  gross  ist,  dass  die  Benutzung 
der  beiden  Ausdrucke  des  Art.  30  unbequem  wird ,  so  wird  die  balb- 
convergirende Reihe  dienen  können.  Die  Anzahl  der  oben  numerisch 
entwickelten  CCoefficienten  wird  wohl  in  jedöm  Falle ,  wo  es  der  vor- 
hergehenden Auseinandersetzung  zufolge  zwecicmsssig  ist  sich  ihref  za 
bedienen,  hinreichend  sein.  Ich  bemerke  noch,  därss  diese  Coefficienten 
von  /i  unabhängig  sind,  und  dass  sie  daher  in  den  Fällen,  wo  man  den 
Coefficienten  Rf  zwar  für  mehrere  Wwtbe  von  ft,  aber  einem  und  dem-; 
selben  Werthe  der  Excentricität  oder  k  entsprecbend,  zu  berechnen  hat, 
dieselben  bleiben,  und  nur  ein  Mal  berechnet  zu  werden  brauchen. 


41. 

Im  Vorstehenden  ist  alles  enthalten,  welches  zur  bequemen  Be- 
rechnung von  Rf,    erforderlich  ist,    ich  will  indess  noch  einen  merk- 
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wttrdigen  Satz  geben,  welcher  sich  dus  einer  der  obigen  Relationen 
leicht  ableiten  lässt.  Schreiben  wir  jetzt ,  da  verschiedene  Werthe  von 

(m*  k)  Im) 

k  in  Betracht  gezogen  werden  sollen ,  R^  statt  R^  ,  setzen  in  den  im 
Art.  36  entwickelten  Ausdruck  von  R^  ,  k^  statt  fc,  und  bezeichnen  die 
daraus  hervorgehenden  Werthe  der  £Coeflicienten  durch  E\  so  wird 

ijJ^*^=ei!sJ^M  _  ^cos4Ä>- 4^co66Ä' -447Cos8fc>-etc.l 


Setzt  man  nun 


k'  =  ^  —  k 


so  bekommt  man  die  Gleichungen 

sin  '&*  =  cos  *& 

sin  i/ik^  =  —  (—  iy  sin i/ik 
cos  ifik^  =  (—  1  )^  cos  i/ik 
sin  i/ik}  =  —  sin  ifik 

siüik^  =       sinäJfc 

sin  4fc*  =  —  sin  i& 

sin  6&*  =        sin  6& 
etc. 

cos  4Ä*  =       cos  4Ä 

.  cos  6fe*  =  —  cos  6Ä 

etc. 

wodurch  der  vorstehende  Ausdruck  in 
j,('s4-*)  =  _(_^)^Aii^jl__^cos4Ä_4&    os6fe--i^cos8Ä-etc.j 

übergeht.  Vergleicht  man  diesen  mit  dem  Ausdruck  fürÄ^T^  des  Art.  36, 
so  kommt  sogleich  ^ 

dorch  welche  RelatioA  die  Werthe  von  Ru^  für  ein  grosses  k  auf  die  fur 
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ein  kleines  k  zurück  geführt  werden.  Es  folgt  bieraas  von  selbst  die 
entgegengesetzte  Relation,  wodurch  R^  für  ein  kleines  k  aufjR^  für  ein 
grosses  k  hingeführt  wird. 


§  ni. 

Entwiekelung  der  Functionen  (>'*  cos mf  und  (>"  sin mf  In  Reihen,  die 
nach  den  Cosinussen  und  Sinussen  der  Vielfachen  der  excentrischen 

Anomalie  fortschreiten. 

42. 

Die  Entwickelungen  der  beiden  vor.  §§  geben  schon,  wenn  sie  mit 
einander  verbunden  werden,  di^  Auflösung  dieser  Aufgabe.  Es  war 

Setzt  man  daher 

so  erhält  man  aus  der  Multiplication  der  beiden  ersten  Reihen  mit  ein- 
ander, 

yvT"  =  y^-'ttr'  +  v,<"  i{|.'»+')  +  yf  >«<"+*'  + etc. 

+  yrÄr"+.V^"' «["""  + etc. 
womit  die  Aufgabe  gelöst  ist. 

43^. 
Man  kann  aber  diese  Aufgabe  auch  direct  lösen,  und  bekommt  da- 
durch, namentlich. wenn  n  eine  ganze  und  positive  Zahl,  und  m'^n  ist, 
einfache  Resultate,  indem  man  auf  lauter  endliche  Ausdrücke  hingeführt 
wird. 

Die  Gleichung 

(>  =  1  —  sin  qp  cos  s 

giebt,  wenn  wir  die  zur  wahren  und  excentrischen  Anomalie  gehörigen, 
imaginären  Exponentialfunctionen  wieder  mit  x  und  y  bezeichnen ,  wo- 
durch wie  oben 

wird, 

p"  xT  =  cos  ^\(p  y"  (1 —ßyf-"  (i  —  ^)"''"'" 
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Darch  die  EntwickeluDg  der  beiden  Binomien  ergiebt  sich 

{^—ßy)'^  =  i—'^ßy  +  ^'^  ify^  —  '^'^^^'T^Vy^  +  etc. 

(         /?\«+« —  4 n+m  ß     ,    n+w.fi+m-^  f^           fi+fn.»+m-4'.fi+«»-«  /^      i      -^ 
^      y)      ~         -r»+      *.»     IF VTTT-i /  ±etc. 

und  hieraus 

ic"=  cos  "iy  j  < + y  /i» + '''•^'.-  <;";r-*'./g* + "--^'y  y  y '-"'  /?■ + etc.  j 

«+l  =  -COS*'^.[^p<?+       ^,     ,       /?*+ «*  ■  >*  ■  8     •      <^  +  ^^'l 

^=     cos«-i9J— fTf— /?•  + jTTi-i /?*  + ■  4. '  »» .  8  .  * /S'  +  etc.j 

etc.  etc. 

"Vi  =-cos'"i9) -J-/J+ — ^TT^j — /?•+ 1» .  g. .  8 /J'  +  etc. 

W«.,  =     cos'^iyj     4.a     <?*+     .4«.»., /?•  + 4' .  >'  ■  8  ■  * /S"  +  elc.j 

etc.  etc. 

9  Diese  Ausdrücke  zeigen  sogleich ,  dass  unter  den  oben  genannten 

Bedingungen  nicht  bios  jeder  WCoeflScient  aus  einer  endlichen  Anzahl 
von  Gliedern  besteht,  sondern  auch  die  Anzahl  dieser  Coefiicienten  end- 
lich ist.   Diese  ist  stets  unabhängig  von  m  und  =  2n  +  1 ;  sie  erstreckt 

sich 

von  W'-  bis  F?'" 
•  — »  +»« 

Die  Anzahl  der  Glieder,  aus  welchen  jeder  Coefiicient  besteht,  ist 
höchstens  =  n  —  m+\,  sie  wächst  im  Allgemeinen  mit  der  Differenz 
n — m.  Die  obigen  Ausdrücke  geben  ferner  zu  erkennen,  dass  stets 

•  — t 

ist,  welcher  Satz  auch  schon  eine  nothwendige  Folge  davon  ist,  (>"  cos  mf 
und  p*  sin  mf  reelle  Grössen  sind. 


.44. 

Man  kann  zwischen  je  drei  aufeinander  folgenden  W  Coefiicienten, 
die  denselben  Werthen  von  n  und  m  zugehören ,  eine  liniearische  Glei- 
chung  ßndeo.  Die  Gleichungen 
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geben  durch  die  Differentiation 

g  =  /?cos«i9.(^-l) 

dx 4— /g* 

dy  —  {\-ßy)' 

Hiemit  wird  zuerst 


d .  p*  x^ 


n/?cos'i9>.(,'-*a:-(l-l)  +  m(1-/S«)^ 


die  sich  leicht  in 

verwandeln  lässt.  Substituirt  man  hierin  die  Werthe 

SO  bekommt  man  sogleich 


fi+^+n)ßw:^:—[i-^+ii+m)^w^+ii-^'^^ 

welche  mit  (36)  übereinstimmt,  wenn  man  n  =^0  macht. 

Um  von  einem  Exponenten  zu  andern  überzugehen ,  lassen  sich 
zwischen  vier  WCoefficienten  zweckmässige  Gleichungen  finden.  Die 
(47)  geben,  nachdem  die  erste  durch  die  zweite  dividirt,  und  der  Quo- 
tient mit  ()"  af*  multiplicirt  worden  ist, 

^n+i^-i  _  cos  *4^  (-^  —  2/S  + /S*  y)  p"  iT 
woraus 

^^..+1,  m-l  ^  ^^^  2^  ^n^m  _  2^  ^^^  ^^^  ^»,  m  ^  ^  ^^^  ^^  ^», «    ^^^^ 

folgt.*)  Durch  Hülfe  dieser  Gleichung  kann  man  aus  dem  einzigen 
Werthe  p^=1  alle  diejenigen  WCoefficienten  für  jeden  positiven  und 
ganzen  Werth  von  n,  und  jeden  ganzen  Werth  von  m,  welcher  <n  ist, 
berechnen,  die  man  vorzugsweise  in  der  Störungstheorie  braucht,  nem- 
lich  die  Coefficienten  von 

Qx;  (>jr"*;  p^a^;  p*;  Q^sr^\  etc. 

Um  dieses  zu  zeigen ,  will  ich  die  Formeln  für  die  ersten  derselben  an- 
führen. 


*)  Durch  Hülfe  von  (48)  kann  man  hier  einen  beliebigen  der  fTCoefficienten  rech- 
ter Hand  eliminiren ,  und  dadurch  eine  Gleichung  zwischen  drei  dieser  Coefficienten 
erhalten. 
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^  • 

Die  Gleichung  (>*=<  giebt  Wo*"=1  and  alle  übrigen  WCoeffi- 
cienten  sind  filr  n  =  0,  m  =  0  gleich  Null.  Setzt  man  nun  n  =  0, 
m ^  0,  und  nach  einander  (  =  —  4,  *  =  0,  *=1,in  (49),  so  erhält  man 

wir' =  cos  «i^);  Wo'~*  =  — 2/Jcos»i9);  W/' "*  = /S«  cos  »iy 

und  hieraus  wegen  W,"'"=  W^"" 

Wl*  =  /?cos»i^;  Wy  =  —  2ßcos*i<p;  W^'^  =  cos*i<p 

Setzt  man  femer  n  =  4 ,  m  =5  —  1 ,  und  nach  einander  i=  —  2, 
t  =  —  1 ,  etc.  bis  *  =  2,  so  entstehen 

wir*  =  cos  »i^  wir* 

wir*  =  cosHywj'"' — 2/?  cos  »4^  wir* 

Wl'-*  =  cos  'i<pWl'~^  —  2/Jcos  «i9Wo'~*  +  I?  cos  »i^Wir' 
Wi*-"'  =  —2ß  cos  »iyW,*'"*  +  /S*  cos  *i<pWo' "' 

W,*'~*=  /?»cos»i9.W,''~' 

Setzt  man  n=  1,  0»==  1,  t  = — 2,  etc.  so  kommt 

Wtt  ==  cos  'iipWh! 

Wi°  =  cos  *i^  Wo''  *  —  2ß  cos  »i^  wit 

Wo'"  =  cos  HyW,'**  —  2/J  cos  H(pWy  +  ß*  cos  »i9>wi/ 
etc. 

Die  übrigen  Coefliicienten  fürn  =  2  bekommt  man  aus  diesen  durch  die 
Gleichung  W-'"  =  Wi'"". 

Setzt  man  n  =  2,  m  =  — 2,  i  =  —  3,  etc.  so  geben  die  vorste- 
henden Coefncienten  mit  Zuziehung  von  (49) 

wir*  =  cos  »i9)Wir* 

wti^  =  cos  »i9>wir*  —  2/j  cos  »i9  wir* 

wir*  =  cos  *i(pWo~*  —  iß  cos  »jywirf  +  ^  cos  »jy  wir* 

W?'.-'  =  cos  »iV-Wf'"*  ^  2/Jcos»iy.Wo''~'  +  ßF  cos  »4(pWir* 
Wf""'  =  cos'iyWj''"'  —  2/?cos«i9)W,*'~*  +  /S«  cosH<pWo'"* 
Wt  "*  ==  —  2/?  cos » iy  Wj""  "*  +  /S*  cos  »ig)  W'' "' 

W,''"'=  iSF  cos  H(pW^'~' 
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Mit  n  =  2,  m  =  0,  i 

r»,- 


3,  etc.  wird 


wt"-' 


u.  s.  w. 


=  cos  »iyWlT* 

=  cos  *iy  w!:r' 


2ßcos>^W^r' 


cos*l(pWo  •*  —  2/? cos «i^w!:,  '  +  ^'cosJ^iipWtr*  .  • 

co&2.Va)W.*'~*  —  2/?  cos  «4m W«*" "'  4-  /9«  ans»Ui>w\~* 


co&'4-yW, 


2/J  cos  «i9  Wo '      +  /J«  cos  «^  WIV 


cos  2|(p  W,*'   '  --  2/?  cos  »iy  W,*" "'  + /?  cos  «J^  Wo 


r«,-« 


2/?  cos  »iy  Wy  "V  /S*  cos  ^iy  Wi^-"' 

2,-2 


'  /5^cosHy>^j 


Diese  Art  der  Berechnung  hat  keine  Unsicherheit  im  Gefolge,  weil  aHe 
Mullipiicatoren  kleiner  sind  vyie  Eins,  und  keine  Subtractionen  vorkom- 
men, indem  die  TVCoefficienten  abwechselnd  positiv  und  negativ  sind. 
Man  kann  durch  dieselben  Gleichungen  auch  die  Coefficienten  für  die 
zwischenliegenden  Werthe  von  m  berechnen,  wenn  man  ursprünglich 
ausser  der  Gleichung  q^  =  i  auch 

p  =  —ßcos^(p  .  y"*  +  (1+/J^)  cos 2^9  —  ßcos^icp.y 
zu  Hülfe  nimmt,  welche 

W/''  =  W^'  =  — /Jcos»i9;     Wo''"  =  (1+/J*)  cos^iy 

giebt.  Man  kann  diese  Rechnung  auch  noch  auf  andere  Art  ausfllhren, 
denn  auf  ähnliche  Weise,  wie  (49)  gefunden  wurde,  findet  man  auch  dass 


w, 


.«+1,111+1 


rflftn 


n,  m 


,n,m 


cos  2^9  w;;::  —  2/?  cos  «i<p  w"'  +^  cos  «i9>  w;ii 


rTl.n 


ist.  Für  Wi '    ergeben  sich  aus  den  Ausdrücken  des  Art.  43  sofort  die 
folgenden  einfachen  Ausdrücke 


w;'" 


cos 


Hy;  w:i:  =  -?p^w:'";  w;i; 


n,  n 


a 


/?W^;ii; 


w.:: 


n,  n 


2n— a 


»n,  n 


M — 3 


ßW:Ll;  etc. 


die  in  dieser  Rechnung  auch  mit  Vortheil  angewandt  werden  können. 
Es  lassen  sich  noch  viele  Gleichungen  zwischen  den  WCoeiBcienten 
ableiten,  die  ich  aber  hier  weglasse,  weil  die  vorstehenden  ihren  Zweck 
sicher  und  leicht  erfüllen. 
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45. 
Die  WCoefficienten  können  auch  auf  ähnliche  Weise  wie  die  der 
vor.  ^  durch  KettenbrUche  berechnet  werden ,  und  wenn  man  sie  auf 
die  im  vor.  Art.  dargelegte  Art  berechnet,  so  ist  es  zur  Controlle  dien- 
lich, auch  einige  derselben  auf  die  folgende  Art  zu  berechnen.  Setzt 
man  m+i  statt  i  in  die -Gleichung  (48),  so  kommt 

0  =  (m+n+i+1)/J  W:+%|  -  (i+(i+2m)|8«)  W::;.  +  (m--n+i-1)/9  WÜ:^,^, 
Nimmt  man  i  stets  positiv,  und  setzX  von  t  =  1  bis  t  =  w  —  m, 


n,  m 


p.^ ;    Pt  =  —  Fi  Oi 


sin^ 


P  fi — m — i-\-\     a n — m — f-|-4 

^«         <4.(<+lm)/9»  "         H-Sflv  sin '^  *      2 

^  [i  +  (<+2mJ /?^  [<—4  +  (1—4  +«m)  /J^  ^«  i-4+2m  sin »49  *      2 

so  bekommt  man 

Dör  Anfangswerth  ist  hier 

aber  wenn  die  WCoefficienten  vor  Vf^^ "  schon  unmerklich  werden ,  so 
rechnet  man  am  Zweckmässigsten  für  den  höchsten  Werlh  von  i ,  den 
man  braucht,  Qi  aus  folgendem  Kettenbruch 

/]  1 4-  8m  sin  '4a>      sec  *4ep 

C/t-  : .    -r-. 


wo 


4+ etc. 
^   (fj+^l  (n-tii-f4)  ^  ,  ^  (n— m— t)  (n-fm+t+1)  ^. 

_  (n+m+0  (n-fw-fg)  ^  .  ,.  _  (n~m^~4)  (n-ffw+i+a)  ^ 

/'••  —  (1+2)  (H-B)  ^  '  ^'«  —  (i+8)  (1+4}  ^ 

etc.  etc. 


46. 
Für  die  übrigen  Coefficienten  setze  man,  von  »=1  bis  i  =  n+m, 

'^  m— t 


Vir"»  •*• 


9.  ;    9«  —  —  G»  fi 
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p    . w-|-w — *4-l       gln»  - 

"'  1— tm  giD  '^  •      ■ 

L  ^         »— m4<  giny 

"'  "•  i— 1— IM  iiii»4»  ■      « 

'dann  wird 

Der  Anfangswerth  ist  wieder  f,^  ^:=  i ,  und  wo  dieser  nicht  gebraucht 
wird, 


&  = 


^^^^OUS. 


__  [«-ml  ['■+W+<)  a»  o  (»— w-H+OtH-"-*)  >>-> 

»^  — — (TO^)     "■      *'■"       (4»H*?ir " 

etc.  etc. 

47. 
Es  wird,  um  die  vorhei^benden  RedmungenaiiszufUhreQ,  wieder 
Dur  W^'"  gebrnacht;  ich  werde  aber,  wie  vorher,  so  aach  hier  etwas 
weiter  gehen.  Die  Ausdrucke  des  Art.  43  zeigen  sogleich,  dass 

w::;  =  (-ircos'-iy"-";"-'^'v:"T"^'f*'(-»-'»-  -»+»n+i.  ifl.  ^ 

WZT  =  (-  1}'cos^iy  "^r^T^.'.'^T'- '''"■''(- »+'"■  - "-'"+'■  »■+' '  '^ 

und  der  daraus  folgende  Werth  von  W^'""  kann,  wenn  /;* klein  ist,  oder 
allgemein  wenn  n — m  klein  ist,  zur  Berechnung  angewandt  worden. 
Dieser  ist  aber  der  a.  a.  0.  gegebene  Ausdruck,  nemlich 

W:'"  =  cos»'i9=  \i  +  !^V  +  "'""*;.'*•;'/"*>  +  etc.j 

Ich  werde  nun  ß  =  sink  setzen ,  und  die  von  cos  k  abhangigen  Aus- 
drucke suchen.   Durch  die  Gleichung  (S1)  bekommen  wir  sogleich 

F( — n — m.  —  n+m-N,  t+l,/J^  =  cF{ — n — m, — n+ifH-*.  —  2i»,cos*fc) 
Wenn  flt  <  n  ist,  so  kann  der  Ausdruck  rechter  Hand  nie  unendlich  wer- . 
den,  obgleich  das  dritte  Element  eine  ganze  negative  Zahl  ist,  denn  er 
bricht  stets  vor  dem  GUede  ab,  welches  die  Null  zum  Nenner  bekommen 
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von  Jx  zu  Jx  durch  Hülfe,  eines  Kettenbruches  berechnet,  und 
schhesslich  daraus  und  durch  Jx  ^  die  Functionen  selbst.  Es  dient  dazu 
der  erste  derbeiden  Kettenbrüche,  die  ich  a.  a.  0.  gegeben  habe,  nach- 
dem darin  i^v  =  Q  gesetzt  worden. "^j  Setzt  mati  nemlich 

*  ■ 


l  i+i       ■      4 


WO  die  Null  der  Grenz werth  der  Glieder  ist,  so  wird  ., 

■j(w)  |(0) 

Jx       =^X     PiP%  '"  Vm 

Wenn  X  eine  grosse  Zahl  ist,  so  kann  man  Jx  ^  durch  die  halbcon- 
vergirende  Reihe,  die  ich  a.  a.  0.  entwickelt  habe ,  mit  weit  geringerer 
Mühe  berechnen,  wie  aus  der  oben  angeführten,  die  stets  convergirt. 

Ich  bemerke  noch ,  dass  diese  /Functionen  in  die  Kategorie  der 
hypergeometrischen  Reihen  gehören ,  die  in  den  vorigen  §§  vorkamen. 
Man  findet  leicht 

r  =  rf:sF(...™+<.-J) 

WO  V  eine  unendlich  grosse  Zahl  ist. 


53. 

MaQ  kann  P^,^  und  Q\  ^  auch  durch  andere  Functionen  ausdrücken, 


die  in  die  Klasse  derjenigen  gehören,  wovon  ich  in  den  folgenden 
einen  ausschliesslichen  Gebrauch  machen  werde,  und  die  man  früher 
nicht  gekannt  zu  haben  scheint.  Die  Differentialgleichung  (57)  lässt  sich 
wie  folgt  schreiben^ 

wo  wie  früher 

ist.  Substitüirt  man  diese  nebst  (51). in. die  Gleichung 


*)  Es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  die  a.  a.  0.  gegebenen  Integralionsfactoren  als 
«/Functionen  definirt  werden  können,  in  welchen  der  obere  Index  keine  ganze  Zahl  ist, 
wie  er  seiner  ursprünglichen  Bedeutung  nach  sein  muss. 
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SO  entsteht 

WO 

fi  =  h  cos  ^g) 
ist.  Der  Coefficient  von  dy  unter  dem  Integralzeichen  lässt  sich  in  fol- 
gende drei  Factoren  zerlegen, 

von  welchen  der  dritte  aus  dem  zweiten  entsteht,  wenn  man  darin 

fi  in  —  fi,  und  y  in  y"'* 
verwandelt.  Es  ist  aber 

i^—ßy)  <^  =  i^—ßy)  [^  +  (^ßy-^  i^f  +  rs^f  +  etcj 

+  fißy  —  fiß'  y» 
Setzl  man  daher 

t  •  t 

^  —  —  f*+T  ßj=^+T 

etc.  etc. 

etc.  etc. 

so  wird 

(1  — /?y)  c«»*  • .     :=•  1  +  il, ßy  +  A^fy'  +  A^ß'y^  +  etc. 

und  der  eben  angeführte  Coefficient  von  dy  unter  dem  Integralzeichen 
wird 

=  ^-o"  y-*+*-'       ,    [A,  /S*  ^  .4*+,  ß,  /?*+•■'  +  ^+,  B,  /?*+*  +  etc.} 

+  ^r  (—  1 )'  y-*-'-»  {ß.  /?'  —  Ä/+1  Ä  /5'+*  +  B,+,  A^  ß^  +  etc.} 

Zufolge  des  Satzes  (54)  bekommt  man  hieraus  sogleich 

1)  wenn  A — t  positiv  ist, 

P'^  =  cos  ^i(p  { A,,.  /?*-  —  A,-.+i  Ä,  /?*-*+^  +  A,-.4.2Ä,/?*-«+^  +  etc.} 


^ 
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2)  wenn  « — h  positiv  ist, 

für  f  =  A  sind  beide  Ausdrücke  gleichbedeutend,  und  die  oben  bei  den 
P  CoefBcienten  gerundenen  Ausnahmefalle  sind  hier  in  der  allgemeinen 
Form  enthalten.  Durch  Hülfe  der  Gleichung 

or  =  4-  ^' 

bringt  man  die  QCoefficienten  auf  dieselbe  Form,  wo  aber  t  =  0  einen 

(A) 
Ausnahmefall  bildet,  in  welchem  der  Werth  von  *Oo  ^  welcher  Sijas  (55) 

folgt,  stets  angewandt  werden  muss. 

Die  Yergleichung  der  vorstehenden  Ausdrücke  (Ur  Fl  mit  (56)  giebt 
neue  Ausdrücke  für  die  /  Functionen ,  die  noch  nirgends  gegeben  wor- 
den sind. 

Es  lassen  sich  noch  mehr  analoge  Formen  aufstellen ,  die  ich  aber 
weglasse,  weil  sie  minder  einfach  sind,  wie  die  obige,  und  ihre  Ablei- 
tung dem  Inhalt  der  folgenden  ^  leicht  entnommen  werden  kann. 


54. 
Um  eine  Relation  zwischen  drei  P  oder  Q  CoefBcienten  abzuleiten, 
gehe  ich  von  der  identischen  Gleichung 


z 


aus.  Substituirt  man  hierin  für  -^  seinen  Werlh  aus  (57),  so  bekomuit  man 

woraus  vermittelst  der  Gleichungen 

die  folgende 

0  =  heQf'  —  2(A— »- 1)  QZ  +  heQ% 
sogleich  hervorgeht.  Durch  Anwendung  der  Gleichung 

bekommt  man  hieraus 

welche  jedoch  für  t  =  0  ihre  Geltung  verliert. 
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§v.        • 

Entwickelung  der  Cosinusse  und  Sinusse  der  Vielfachen  der  wahren 

Anomalien  in  Reihen,  die  nach  den  Cosinussen  und  Sinussen  der  Viel- 

fachen  der  mittleren  Anomalie  fortschreiten ,  und  umgekehrt. 

55. 
Diese  Aufgabe  lässt  sich  erstlich  aus  dem  Inhalt  der  §  II  und  lY 
lösen.  Dort  hatten  wir  nemlich,  wenn  wir  wieder  die  zur  wahren,  ex- 
centrischen  und  mittleren  Anomalie  gehörigen,  imaginären  Exponential- 
functionen  bez.  mit  x,  y  mid  z  bezeichnen, 

af  =  .TÄ?"  y' 

Multiplicirt  man  diese  beiden  Reihen  mit  einander,  so  bekommt  man 
wo 

c = it'  p*: + «r  pü* + «r  i^/» + «r  i^^ + etc. 

Dieser  Coefficient  besteht  also  aus  einer  unendlichen  Reihe  von  Pro^ 
ducten,  deren  jedes  aus  zwei  Factoren  besteht.  Dieses  ist  in  der  That 
die  Form ,  die  alle  vorhergehenden  Entwickelungen  haben ,  die  ich  in 
jedem  §  aus  dem  Product  zweier  Factoren  abgeleitet  habe.  In  fast  allen 
vorhergehenden  Fallen  bestand  jeder  der  beiden  Factoren  eines  jeden 
Gliedes  der  Goefficienten  aus  einem  einzigen  Gliede ,  und  ich  habe  da- 
her den  Goefficienten  selbst  sogleich  mit  Einem  Buchstaben  bezeichnet. 
Nur  in  der,  der  vorstehenden  analogen ,  Entwickelung  des  Art.  42  und 
in  der  Entwickelung  des  vorletzten  Art.  des  vor.  §  bestand  jeder  Factor 
aus  mehr  wie  Einem  Gliede,  weshalb  der  Goefficient  zuletzt  unter  einer 
der  obigen  analogen  Form  dargestellt  wurde. 

Die  beiden  Factoren  eines  jedem  Gliedes  der  Goefficienten  können 
auf  mannigfaltige  Weise  dargestellt  und  verändert  werden ,  wie  man  im 
Vorhergehenden  gesehen  hat;  es  giebt  aber  ausser  diesen  eine  neue 
Art ,  und  zwar  diejenige ,  wovon  ich  im  vorletzten  Art.  dfes  vor.  §  ein 
Beispiel  gegeben  habe,  die  ein  neues  Licht  auf  die  Entwickelungen  der 
Functionen  des  Radius  Vectors  und  der  Anomalien  nach  den  Gosinussen 
und  Sinussen  der  Vielfachen  der  mittleren  Anomalien  wirft,  indem  sie 
diese  Entwickelungen  auf  einen  bisher  noch  nicht  gekannten  Grad  von  - 
Einfachheit  und  Regelmässigkeit  hinftihrt. 
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Auch  diese  neue  Form  isU  während  sie  im  Ganzen  dieselbe  bleibt, 
in  ihren  einzelnen  Theilen  vielfacher  Abänderungen  fühig ,  von  welchen 
ich  im  Folgenden  nur  die  zunächst  liegenden  entwickeln  werde. 


56. 
Söi  wie  oben 

and  dem  entgegengesetzt 

Da  die  Differenz  zwischen  der  wahren  und  jnittl6ren  Anomalie  eine 
solche  periodische  Function  ist,  wie  im  Art.  1 7  allgemein  angenommen 
wurde,  so  finden  hier  die  Sätze  der  Artt.  1 9  und  20  statt.  Es  sind  also 
alle  C  und  jD Coefficienten  kleiner  wie  Eins,  mit  Ausnahme  des  dort 
bezeichneten  Falles,  in  welchem  sie  gleich  Eins  werden.  Da  ferner  hier 
augenscheinlich 


ist,  so  wird 


(fir'  =  dr'  imdD':^  =  D 


(0 


oder  CT  =-  ^  D 


57. 

Die  D  Coefficienten  kann  man  erstlich  ohne  Integrationen  finden. 
Es  ist  dem  Vorhergehenden  zufolge 

z  =  yc    »i*    *> 

WO  wieder  /?  ==  tg  4^  ist.  Hieraus  bekommt  man 

Um  die  Entwickelung  dieser  Function  auf  eine  regelmässige  Form 
hinzufuhren,  bemerke  ich  dass 


X'\-ß     O    \    (k  ot\         ^  ^-VßOD 


1 


(öS)      ^  =  /^+0-/^')rfc^    ^  =  ^+(^-/^rf£ 


<+^ 
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Substituirt  man  ^iese  iu  dem  Exponentea  der  vorsiehenden  Gleichung, 
so  "wird 

wo 

gesetzt  ist.  Die  recBte  Seite  dieser  Gleichung  lasst  sich  in  drei  Pacloren 
zerlegen,  neinlich  in 

wovon  ^er  dritte  aus  dem  zweiten  entsteht,  wen^  man  darin  — t  statt  *, 
— f»  statt  m,  und  ^  statt  x  schreibt.  Es  ist  nun 

(1+(!j;)-'<:~5s  =  (l+/tor  — ()+/!»)-<-' iii|Sr  +  ((+j>*)^l-/!'ii"  +  etc.. 

=  <-T/*«  +  '^/'^  -^=T4T"i^^  +  etc. 

—  m,«r  +  m 'il /}•  it>  —  m  aittl  ,!■»»  + elo. 

+    =^    ^i>  —    ^  tU^^  +  ete. 

+  etc. 
Setzt.man  daher 

SI!i  =  T  +  '" 

«.  =  '-TX  +  ^"'  +  T     .' 

^'S 1.9.1       +        (.1       *"+     *       I    +1.» 

etc.  etc. 

!».  =  X?  +  '¥'»  +  T  . 

etc. 
so  wird 

Ci+,*c)-c    '+^=1— SÄi/Sir  +  aJl./S*!'  — a»,/J'a!»  +  elc. 

(1+/Sr-')"=^=  <  +  91.1  +  5R,   f    +  «,  I-   +  elc. 

und  hieraus  folgt  sogleich,  wenn  mao  ft^=:i  +  k  setzt. 
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Da*  =  (—  1  )*  {2R*  ßf  —  a»H-i  %  ß^'  +  a»*+»  %  /^+*  +  etc.} 

C*=  { 91* /?»  — 9l*+,  2Ri /?»+»  + 9l*+»  2», /»»+*  + etc.} 

wo  k  nie  negativ  genommen  werden  darf.  FOr  k  =  0  gelten  beide  For- 
mein.  Um  die  entsprechenden  Ausdrücke  für  die  entgegengesetzte  Eot- 
\vickelung  zu  erhalten,  braucht  man  nur  die  vorstehenden  der  DCoeffi- 
cienten  in  die  Gleichung 

ZU  substituiren,  in  welcher  aber  i  =  0  eine  Ausnahme  macht. 


» , 


58. 
Um  andere  Aasdrücke  zu  erhalten,  bemerke  ich  dass 

Macht  man  in  dieser  die  Grösse  unter  dem  Integralzeichen  durch  die 
Gleichungen 

z  =  yc    ^^^     ^^ 
zur  Function  von  y  und  dy,  so  wird 

(59)  D':=i^f^J^'y-'^' i^-ßyr' i^-ßy-r^-' c-""^-'"' % 

^  c 

wo 

n  =  i  cos  ^1^ 
ist.  Hier  sind 

die  drei  Factoren,  von  welchen  der  letzte  in  den  zweiten  übergebt,  wenn 
man  darin  —fi  statt  /i,  —n  statt  n,  und  y""*  statt  y  schreibt.  Da  nun 

—   nßy    +  nf^  ^f—  „  eiil^  ^y»  + etc. 


+  -f /^y*--F^/s*y'±etc. 


n» 


a:i/S'»*±etc. 
+  etc. 
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ist,  60  wird  wenu  man 

p>  =  ^  +  ' 

j.,=(=i^+ti„+^ 

etc.                                           etc. 

Q,  =  i^  +  « 

Q.  =  >^±i^^'-±i.^^ 

A  =  *^i^ft^  +  '±H^»  +  ^^  +  Ä 

etc.                                           etc. 

{1-ft,-')-'-'  «■*"'=<+  0, 1  +  0,  S    +  ö.  5    +  etc. 
Der  CoeflicieDt  von  dy  unter  dem  iDtegralzeichen  wird  hiemtt 

+  ^r  y'-'^-'         {0,  ß'—Q^iPi^  +  Qf+tPtß^  +  etc.) 
Hieraus  folgt  sogleich  zufolge  (54)  ' 

\)  wenn /t—i  positiv  ist, 
D;;->:33{-l)'-(l-^|P^,^_P^^.0.,g-^'+P^0.r^+etc.i 

2)  wenn  i—fi  positiv  ist, 
Dj'  =  (1  -^)  {  ö^^  —  O^H-i^i/5'-^  +  Oi-M^i*.^-'^ +etc.  j 
Für  /i  =:  t  gelten  beide  Formeln.  Die  Ausdrucke  fUr  i^^,  Qi-^,  etc. 
bekommt  man  aus  den  obigen  Ausdrücken  für  J\,  Q,,  etc.  wie  folgt 

■■■~        (        1.8..^— (  — i   ^  1.1../.  — < 

r^_,  +  l  1.1.. ^_i  +  )         +        l.«..^_(        »  +  ■■• 

^-,  ^  .^-^ 

•••T^     I     1.«..^— *  ~  «.8..^— i  +  ( 
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••"T-       4       2.8..I  — ;i— 4   "T"  «.8..I  — |U 

etc/  etc. 

Durch  Anwendung  der  Gleichung 

^)_ju_D(o 

nehmen  die  CGoefficienten  mit  Ausnahme  von  f  =  0  auch  diese  Form  an. 


59. 
Durch  eine  kleine  Veränderung  des  Exponenten  von  c  in  der  Glei- 
chung (59)  kann  man  eine  dritte  Form  zu  Wege  bringen.  Addirt  und 
subtrahirt  man  nemlich  zu  diesem  Exponenten  n,  so  wird 

*^  c 

wo  die  drei  Factoren 

sind.  Auf  dieselbe  Art  wie  vorher  flndet  man  nua  den  Coeificientea  von 
dy  unter  dem  Integralzeichen 

=  J*»-  {—iy  y'-'^'^'  {RpSoß'  —  ÄH-i  Si  ß'^^  +  Rp^  S, ßp+*  +  etc. } 
+  ^-'-  y'-*-»- •  \S,Boß^  —  S,+,  Ä,  /?«+»  +  S,+,  i?,  /?»+»  +  etc. } 


wo 


n»     .      «• 


'H  —       Ti —  +  ^7i^  "  +  ^ir  IT  +  ^^■ 

etc. 


n»  n' 


S„  =  1  —  »  +  -,-  —  ^  +  etc.  =  c— 
S,  =  ^l±^_ü^„  +  M=^^^  +  etc. 


etc. 
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Es  wird  daher 

1)  wenn  /i  — t  positiv  isl. 
B"=(-'r(f-fll«,^S./S^-'U«..S,/r^'1-il^«S,/S'^  +  elc.) 

S)  wenn  i—/t  positiv  ist, 

uod  vermöge  der  Gleichung 

c!"  =  fJ>"  ,     ■ 

nehmen  die  CGoelficieuten,  wieder  mit  Aasaabme  vod  t  =  0,  auch  diese 
Form  ao ,  welche  sich  unter  andern .  von  den  beiden  vorhei^henden 
Formen  darin  unterscheidet,  dass  die  R  und  S  unendliche  Reihen  sind, 
wahrend  in  jenen  die  analogen  Coefficienten  endliche  Ausdrücke  sind. 

60. 
Es  wären  noch  die  Ausnahmefälle  Cq*  der  vorbeigehenden  Analyse 
zu  entwickeln,  allein  wenn  wir  statt  dessen  Cf  allgemein  auf  eine  der 
vorhergehenden  analoge  Art  behandeln,  so  werden  wir  auf  noch  drei 
andere  Formen  hingeführt,  die  auch  die  jO Coefficienten ,  vermittelst  der    , 
Gleichung 

jedoch  mit  Ausnahme  von  ^  =  0,  annehmen. 
Aus  der  Gleichung 

ergiebt  sich 

Die  obigen  Relationen  zwischen  x,  y  und  z  geben 

?  =  !^(H«-'(U/Sr-)-|, 

subslituirl  man  diese,  so  wie 
so  wird 

Aklunll.  i.  K.  B.  Gu.  i.  Wiu«ueb.  IV.  '  19 
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wo  wie  oben  m  =  i  cos  q>  ist.  Die  drei  Factoren  sind  hier 

SetEt  man  nun 

r,  ==  —TT-  +  -r"»  +  T 

etc. 


'■* 4.8. ..k  "r         4.8... ÜP— 4         W  +  .  .  -h        ^        j,    ^     4   "^  «.S..jt 

etc. 

ü,  =    «.>    +  -r  "» +  T 

etc. 

jT   i+a.<+8..<-f<+4         i+8.<+4..i■fi^>4  i+<+4       m^*  m^ 

*^'  4.8. ..I  +  4.8.  .1—4  "»   T    ••    ^         ^        8.8..I-4   ">"  8.S..J 

etc. 
dann  ^wird  der  Goefficient  von  dx  unter  dem  Integralzeichen 
=  ^o"  ^"^^  in/J*  —  r^t  ü, /?*+'  ±  etc.} 

+  ^«(_1)/a/— /-ilIT,/?'  — ir,+ir,/?'+»  +  etc.} 

und  hiemit 

1)  wenn  % — ju  positiv  ist, 

Cr'  =  (i^  {T^^^.  _  i;^^,  l^,  /s^«  +  i;_^  ü.^H^  +  etc.} 

2)  wenn  fi — t  positiv  ist, 

welches  die  vierte  Form  ist. 


61. 
Um  eine  fünfte  Form  zu  erhalten,  mache  ich  durch  die  Gleichungen 

K  —  ßv-^ 


z  =  yc 

dg         dy 


^iiv-y-') 


~  =  ^{^~ßy){i-ßr')oo^'i9 


V 
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die  Grösse  unter  dem  iQtegralzeichen  der  Gleichung  (60)  zur  Function 
von  y  und  dy.  Es  kommt 

wo  wie  oben  n  =  t  cos  ^\Kp  ist.  Die  drei  Factoren 

geben  durch  ähnliche  Entwickelung  wie  oben  den  Coefficienten  von  dy 
unter  dem  Integralzeichen 

=  ^o'"ir-^»-»  '    {Ä»/j*— ir*+,i,/j*+*  +  etc.} 

+  sr  (-1 )'  y^-'-'  {L,  ß'  —  Ih-,  ä,  ßHi*  ±  etc.} 

WO 

etc. 

^* 4.i.Jk  +         4.«..*— 4  wn-.-r      ^      «.8..*— 4  "^^ 

etc. 

^2  4.2      +      4      **  +    « 

etc. 

etc. 
und  hieraus  ergiebt  sich 

\ )  wenn  t  — /i  positiv  ist, 

C!'*^  =  COS  «i<p  { Ä,.^ /J^^  —  Ä,.^  it  z*'-'^*  +  Ä^H-t  ^^ 

2).  wenn  /u-^i  positiv  ist, 
Cr= (-1 1'*-'  cos.«i9){L^./9^  -  V^i  Jf,/?-^+I,..4«^»/»'"'^  +  etc.} 

6«. 
Um  eine  sechste  Form  zu  erhalten,  flige  ich  viri#der  dem  Bxpoii«ii- 
ten  von  c  die  Grösse  n — h  hinzu.   Dadurch  werdea  die  drei  Factorea 
unter  dem  Integralzeichen  der  Gleichung  des  vor.  Art. 


n 
S.t..lr 
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und  der  Coefficient  von  dy  unter  dem  Integralzeichen 

=  ^o"  jr-**-*-'  {  G,Hoß'—G^tH,ß^±  etc. | 

+  ^r  ( -1 )'  tr'-'-'  { Ä,  Co  ß'  -  ^H-t  G.  /?'+*  ±  etc. } 


wo 


»» 


G„=\  —  n  +  -Y  +  etc.  =  C-' 
G.  =  ^-«^»  +  ^4^  +  etc. 

/?,  =  «i^-e=|^»  +  *^=?^4^  +  etc. 
etc. 


n> 


fl;,  =  1  +  n  +  ^  +  etc.  =  c" 

H,=ei±l  +  4!„  +  ^««:.  +  etc. 

ff,  =  <il±i?+e±^„  +  «H^«^  +  etc. 
etc. 

Es  folgt  hieraus 

1 )  wenn  i  —  /i  positiv  ist, 

Cf^  =  cos^4^{G^^£ro>^^-G,.^,JIi/J^H-*+G^^^^^^^ 

2)  wenn  fi — t  positiv  ist, 

C<^>  =  (-i)/-cos»iy{i/^,  Go/T-'-F^,  G^ 

wo,   wie  in  der  dritten  Torrn,  die  G  und  jffCoefficienten  unendliche 
.  Reihen  sind. 

Diese  sechs  Formen  mögen  hier  gnUgen,  obgleich  man  noch  meh- 
rere geben  könnte. 

63. 
Die  Ausnahmefälle,  die  die  Uebergangsformel 

darbietet ,  verdienen  eine  besondere  Betrachtung.   Setzt  man  i  =  ifc  in 
dem  Ausdruck  für  jD^^^  des  Art.  57,  so  wird 

D^^  =  »,/?•  ^  9l,+,  %ß^^  +  «^,ÜR,/J^  +  etc. 
wo 
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81,    =i  +  m  +  ^  +  ,^  +  ...  +  j^, 

=%■  —  !. •..1+1 

etc. 
iD!,  =  i  +  i»i 

etc. 

Setzt  man  /<  =:  0  in  dem  zweiten  Ausdruck  fUr  D^^  des  Art.  58 ,  so  er- 
giebt  sich 

WO 

Of"  =  Oh-1  +  CTlTTi+t 
etc. 

P,=  — f+» 

''.  =  -'•.  +  0 

elc. 

Setzt  man  endlich  /t=^0  in  dem  zweiten  Ausdnick  für  2)^  des  Art.  59, 
so  kommt 

fli»  =  (f-fl|S,A/!'-S,+,Ji,,»t«  +  S^B,^f +  etc.| 

wo 

S— 1  — f— (V         ''*'      \\        '•*•'  ti   I  '+'  *'         '+'*'+  clc  I 
^'^'        ^      ''      «.•..i+M  l+>"+i+iT  — i+iril'"-) 

■'ti  —  '  — l— 1"  OTTi+i  ('       i+i»  +  i+<  T i+iri  XOK-) 
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etc. 
Ich  werde  weiter  untoi  9uf  diese  Ausdfttcke  zorückkoounen. 


64. 

Setzt  man  in  den  Ausdilldfeii  ^r  Cf  '  der  Artt.  60,  61  und  62  i=  0, 
so  wird  vor  Allem 

m  =  0,     n  =  0 
and  nan  bekommt 

(^' =  i-^r  ^^  {V.  ß»- -  u^i  r,/?H-i  +  |f^,r,/j'^  +  etc.} 


WO 


r4  =  — 2,  T,=  3,  T,  =  — 4,  etc. 

CJT^  =  (— ir  cos^i<jp{i^/J^  — I^i£,/?'^+  L^Ä,/?'^  +  etc.} 
wo 

K^  =  fi — 1,  K^  =  ^/i{/i  —  1);  etc. 

wo 

fi;.  =  ^  +  1,  £f^,  =  1,  JV»  =  0,  etc. 

Go=1,  Gi  =  /i— t,  G,  =  i^Oti— 1);  etc. 

Die  beiden  letzten  dieser  Ausdrücke  sind  identisch,  und  geben  für  C^' 
einen  endlichen  Ausdruck,  welcher  nach  der  Substitution  der  Factoren 
so  steht 

(62)  CiS^  =  i—iy^ ß'^cos^icp  {^+1_0u— 1)/9^  =  (— 1)^/?*(i+/i  cos 9) 

Man  l^ann  diesen  Ausdruck  a^ch  auf  andere  Art  finden.   Setzt  man 
1  =  0  in  (fie  Gleichung  (6*),  so  wird 
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Aber  AMge  des  §  I  ist 

Substiluirt  man  diesen  Werlh,  so  wird  weil 

ist. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  Co  cosf  gleich  dem  CoefficieDtea  von  af 
oder  von  x^''  in  der  Ealwrckelong  von  ^'  nach  den  Potenzen  von  x  ist. 
Alle  für  diesen  CoefScienten  im  §  I  entwickelteo,  verschiedenen  Fono^ 
kann  man  also  hier  nach  und  nach  substittiireD.  Diese  Coefficienten 
wurden  dort  allgemein  mit  V±i  bezeichnet,  setzt  man  also  darjo  »=£=2 
und  +1::^/*,  so  wird  überhaupt 

^»    —  S5^ 
Um  hieraus  den  oben  gefuDdeoen  endlichen  Aasdruck  wieder  zu  erbal- 
ten, braucht  man  nur  den  Ausdruck  (17)  zu  substituiren.  Dieser  wird  in 
unserm  Falle 

Schreibt  man  hierin  die  FFsnction  aus ,  und  aubstituirt  iq  die  vorher- 
gehende Gleichung,  so  wird 

welche  wegen  1+;?*  =  sec'itp  mit  (0S)  identisch  ist. 

ftS. 
Ausserdem  wiU  ieh  noch  die  PVinctionen 

cosfi{e — g)  and  8i»/»(#— j), 
wo  fi  eine  beRebige  Zahl  ist,  in  Reihen  entwickeln  ,  die  nach  den  Cosi- 
nussen und  Sinussen  der  Vielfechen  der  wahren  Anomalie  fortschreiten. 
Gehen  wir  zu  den  imaginäreoi  ExpOQMttieiraactioneD  über,  so  komroei) 
wir  auf  die  Function  (-^1,  die  nach  den  ganzen  Potenzen  von  x  zu  ent- 
wickeln ist.  Sei  daher 


P.   A.    llAKSeN. 

wo  •  nothwendiger  Weise  eine  gaoze  Zahl  ist.  Die  Gleichungen  • 

»  — R?i 
geben  hier 

.  Erhebt  man  diese  Gleichung  Seile  für  Seite  zur  Potenz  /i,  und  nimmt 
auf  die  Gleichangen  (58)  Rucksicht,  so  wird 

,   ,  "^        .   ■^»"' 

wo  -m  :^=  jM  COB91  ist. 

Bebandelt  man  diese  Gleichung  eben  so  wie  die  vorhergehenden, 
und  setzt 

F,  —  m 

f .  =  —  »•  +  •? 

etc. 
G^  =  m 

G,  =  n»  +  ^ 

etc. 
so"  erhalt  man 

\)  für  die  positiven  Werthe  von  t, 

ßl^'  =  F,  ß'  -  F^,  G.  ^'+»  +  F^.  G,  ^-H  +  ete. 

2)  für  die  negativen  Werthe  von  i, 

Ff'  .^  (-<)')G./J'  —  G^yFy  ß^'  +  G^F.^H^  +  etc.} 

Für  1  =  0  gelten  beide  Ausdrucke. 

Die  F  und  GCoefficienten  können  hier  durch  das  folgende  Ver- 
fahren gebildet  werden.  Sei 

T  =  "1  •     O  =  "^  ■    iX*  =  »»<  ■     ®**=- 
Man  schreibe  die  Zahleowertbe  von  m,  m,,  etc.  unter  einander  und  bilde 
wie  gewöhnlich  die  DiSerenzreihen  der  verschiedenen  Ordnungen,  nem- 
lieh  nach  folgendem  Schema 
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m 


m,- 

—  m  = 

=  a 

m, 

ß- 

—  a        tt^ 

fB,- 

-m,= 

=  ß 

ßx- 

—  «1  = 

=  «, 

■ 

OT, 

Y- 

-ß  —  ßr 

-Ä- 

-  Oj  —  ce,  etc. 

m,- 

-«,= 

=  Y 

n- 

-A  = 

=  A 

etc. 

»»« 

d- 

-r  —  n 

etc. 

m^- 

-«»»  = 

=  d 

etc. 

..» 

»»4 

9tc. 

• 

■ 

etc. 

• 

• 

dann  ist 

f 

- 

.  a  =  F,,  «^  =  F3 ,  a,  =  F^-,  etc. 
Bildet  man  eben  so  die  Summen,  nemlicb 

m 

m^'\'m  =  a 
m^  6  +  a  =  aj  / 

w»j  +  fiij  =  6  6j  4-  ttj  =  Oj 

m,  c  +  6  =  6j  6,  +  0,  =  ttj  etc. 

iWj  +  m,  =  c  Cj  +  6|  1=  6j         etc.  ^ 

m^  d+  c=  Cj  etc. 

m^  +  fWj  =  c(         etc. 
m^  etc. 

etc. 

so  wird 

a  =  G^^  ttj  =  G,,  a^  =  6?^,  etc. 


66. 

Zwischen  den  C  und  D  Coefficienten  lassen  sich  nicht  so  einfache, 
und  wie  es  scheint,  auch  nicht  so  viele,  endliche  Relationen*  angieben^ 
wie  zwischen  den  der  vor.  §§.  Ich  werde  hier  nur  Eine  Relation  zwischen 
fünf  dieser  Coefficienten  ableiten.  Es  ist 

dag  cosy  x  . 

dz  (/i*      1 

^*  4  oos*9 

Substituirt  man  diese  in  die  identische  Gleichung 


870  P.  A.  Hansbn, 


so  kommt 


d,af  =  fixf*  — 


<ii  '^  4  co%\ 

und  wenn  die  Gleichungen 

berttcksicbtigt  werden, 

0  =  ^sin^C^*^  +  i^sinyCT"*^  +  |/ti(4  +  2  sinV)  —  4f  cosVJC! 

+  4^  sinyCj'^*^  + /ti  sin  VCT^ 
Durch  Httlfe  der  Gleichung 


(/•) 


bekommt  man  hieraus 


dr'  =  ^Di 


wot  =  0  keine  Ausnahme  macht. 


§V1. 

Entwickelung  der  Functionen  q'^  cos  mf  und  q^  sin  mf  in  Reihen ,  die 
nach  den  Cosinussen  und  Sinussen  der  Vieirachen  der  mittleren  Ano- 
malien Fortschreiten. 

67. 
Diese  Aufgabe  kann  schon  durch  den  Inhalt  der  vorhergehenden  ^ 
auf  zwei  Arten  gelöst  werden.  Im  §  I  wurde  ()"  af*  in  eine  nach  den 
Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihe  verwandelt ,  und  im  §  V  wurden 
die  Potenzen  von  x  in  Reihen  verwandelt,  die  nach  den  Potenzen  von 
z  fortschreiten.  Die  Verbindung  dieser  beiden  Aufgaben  giebt  eine  Auf- 
lösung der  gegenwärtigen.  Es  wurde  gefunden 

multiplicirt  man  diese  beiden  Reihen  mit  einander,  so  ergiebt  sich, 
nachdem 
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gesetzt  worden  ist, 

X.--  =  vi"  dr>  +  V,'"'  (T*"  +  C  «;■+"  +  etc. 

+  v;-'ci->+tf'c;"^+»u=. 


Die  zweite  Aanosung  ei^'ebt  sich  aus  dem  Inhalt  der  §§  ni  und 
IV.  Dort  wurde 

y  =  ^F^^  z* 
gefundea,  und  die  Multiplication  dieser  beiden  Reihen  mit  ^namler  giebl 

xr  =  wrif  +  wT  V."  +wrif  +  eic. 

69. 

Ausser  diesen  beiden  Auflösungen  lässt  sieb  eine  einfache  directe 

Auflösung  auf  fthnliche  Art  wie  die  des  vor.  §  finden ,  und  mehrere  der 

dort  gefundenen  Fonnen  werden  sich  als  specieüe  Falle  der  hier  zd  ' 

entwickelnden  darstellen,   yermittelst  des  oft  angewandten  Satzes  wird 

4"    =irä/-,r^   f-:.^«-"*  («3) 

und  diese  geht  durch  die  Substitution  der  Gleichungen 

.  =  j,i„-T*-'-> 

T  =  T^"  (*+(&)-•  (l+/5Sr-'r^ 
in  folgende  über 


+J     /-CT"  '   -'  ...    . 
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wo  /• = f  cos  q>  ist.   Der  Coefficient  von  dx  anter  dem  Integralzeidieii 
bisst  sich  wieder  in  die  folgenden  drei  Factoren  zerlegen. 


Da  nun  die  Reihenentwickelung 

{\+ßx)c'^^=  1  —  ^ßx  +  ^-^ß^x"  +  etc. 

^IJLßx  —  fi  5=l+i  /J»  jt»  +  etc. 

+  ^/J«i?qpelc. 

+  etc. 
giebt,  so  wird  wenn  man 


«1 


™t  — VTI  4       '*  +  T 


etc. 


^P  I.S...»  i.t..   •— I  ^  — 


I  .  1         _ 

etc. 

«1  =  ^*7^  +  1- 

.'h  —  — m —  +  ~r"  /*  +  i 

^ —  t.l.»  '^  t.i  '^  "•"       <         1   '»"  i   i 

etc. 

^  — rmi + i.i...t-4 "  + 


etc. 
setzt  der  Coefficient  von  dx  anter  dem  faitegralzeicheii 

«ad  Uenns  folgt  aaf  dieselbe  Art  wie  oben 
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1 )  wenn  t  —  m  positiv  ist, 


k**  I « 


x;'-=H)i-ii^^{2R,_«/?^  +  aR._^,3l,/?^'  +  SDU4.9l,/^^ 


(<-W)' 

2)  wenn  m — i  positiv  ist, 


i2ii+3 


Für  m=i  gelten  beide  Ausdrücke.  Es  ist  zu  bemerken,  dass  die  Auf-, 
lösung  des  Art.  60  des  vor.  §  eiii  specieller  Fall  dfesei*  ist,  welcher 
daraus  hervorgeht,  wenn  man  n  =  0  macht. 


70. 

Eine  andere  Form  erhält  man ,  wenn  man  in  der  Gleichung  (63)   , 
die  Grösse  unter  dem  Integralzeichen  durch  die  Gleichungen 

Q  =  cos«i<3P  (1  —ßy)  [i—ßy-') 


X 


yC       » 


zur  Function  von  y  und  dy  macht.  Man  erhält  dadurch 

WO  f'  =  f  cos  '4-9>  ist.   Zerlegt  man  erst  den  Coefficienten  von  dy  unter 
dem  Integralzeichen  in  die  folgenden  drei  Factoren 

SO  wird  derselbe  nach  der  EntwicMiing 

=  ^o"  Mr  r-^'-M  C,  tfo /?' +  <VH  ^1 /y'+' +  etc. } 
+  ^r  (—1)»  y— -*-'  \H,  G,  /J»  +  tf^,  G,  /»»+•  +  etc.j 
wo 


G^  =  ir*.    flo=C 


und  ausserdem  allgemein 


r 
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"♦^  1.1...  p  •t+««- 

♦  i.i....9  '  i.t...f 

■**  I  .  «  .  .  .  ^  •     t   **"  ''^• 

•Bs  fol§;l  hieraus  auf  dinelbe  Art  wie  obeu 

I)  wenn  %—m  positiv  ist, 

2}  woui  » — t  positiv  ist. 


Von  dieser  Fonn  ist  die  des  Art.  62  ein  gpecieBer  Fall.  weldKr  dnrch 
die  Annahme  ■  =  0  entslelil. 


71. 
eine  andere  Fonn  ergiebl  sidi,  wenn  man  den  Coefficienten 
von  i§  unter  dem  Integralzeiciien  in  (64}  in  ft»|gende  Factoren  auflosl. 

Derselbe  wird  nun  nach  der  Entwickehmg 

=  ^V  — «  ^sT-^^^^liV^"  +  IWi  Ox^  +  etc.; 

wo 

P  — !^zi5±!_y 

^t  —  I  .  t  «  "^  ^    i 

'i —  1.1.  s  t.t       '  "'^     f      t      n 

etc. 


e#c. 
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Ol    n-f-m-t-^ » n-}-i?i .  it-|-i?i  —  i    ,    it-|-ffl^-<  .n+wl       ,    n4-m«H    y*     ,     »* 

etc. 

•  "^  4  1  .8. .0—4  +  1.8.  . 


q—i  +  1.8.  .^ 

etc. 


ist,  und  hieraus  folgt 

1 )  wenn  t  —  m  positiv  ist, 

jC''"=(— 1)^cos«^'^^>i9{/\_/J^--  +  P^,0,/?^«  +  P^^ 

2)  wenn  m  —  t  positiv  ist, 

X'«=(_i)«-cos^<'^>>i9j0_./r-+o^^ 

wovon  die  Form  des  Art. 61  ein  specieller  Fall  ist,  welcher  durch  die 
Annahme  n  ==  0  entsteht. 

Ich  füge  hinzu,  dass  man  noch  mehr  Formen  angeben  könnte, 
muss  es  aber ,  um  diese  Abhandlung  nicht  zu  weit  auszudehnen ,  bei 
den  vorstehenden  bewenden  lassen.  Ich  bemerke  noch,  dass  die  Coeffi- 
cienten  P,  Q,  etc.  dieses  §  sich  durch  ahnliche  Algorithmen  berecbnett 
lassen,  wie  die  des  Art.  65. 


72. 

Der  Fall  t  =  0  führt  Yereinfochung  mit  sich.   Setzt  man  t  =  0  in 
die  Gleichung  (63),  so  wird 

Aber  es  ist 

dir  f*      dx  " 

%  cos  9    X 

also 

^"'"'  =  i^r=i.co89  J^^nrx  P*^^ 


4m 

Dieser  Ausdruck  zeigt,  dass  XJ*'"*  dem  mit  cos  9)  dividirten  Coefficienten 
von  x"*^  in  der  Entwickelang  von  ff"^  nach  den  Potenzen  von  s  gleich 


'H.m 


ist.  Dieser  Coefficieot  wurde  im  §  I  allgemeio  mit  T.  bezeichaet, 
und  es  ist  also 

^     —-^^ 
woraiif  die  im  §  1  gegebenen,  verschiedenen  Formen  der  VCoefficieDlen 
nach  Belieben  angewandt  werden  können. 

Von  diesem  Absdruck  ist  wieder  der  im  Art.  6i  abgeleitete  ein 
specielier  Fall. 

73. 
Aus  der  Analyse  dieses  §  gehl  die  unerwartet  einfache  Auflösung 
des  Jfe|)]t)fer' sehen  Problems  hervor,  die  ich  schon  veröffentlicht  habe, 
und  die  sich' als  ein  specielier  Fall  der  hier  behandelten  Aufgabe  dar- 
stellt. Da 
(65)  f  =  p-ydg 

ist,  so  kommt  es  fUr  die  Erlangung  des  Ausdrucks  der  Hittelpunkts- 
gleichung  nur  auf  die  Entwickeluog  von  (i~*  nach  den  Potenzen  von  z 
an.  Setzt  man  nun 

1)  n=  —  2  und  tn:^0  in  die  Formeln  des  Art.  69,  so  wird, 
wenn  man  zugleich  die  Zeichen  der  mit  ungradem  Index  versehenen 
Sit  Coefficienten  umkehrt, 

M,     =(+p  +  |-  +  Jf^  +  ..  +  j^, 

etc. 
9!.  =  T  +  A' 

etc. 

i""'"  =  J^  |W /«' -  m»n  91, /»•+■  ±  elc.  I 
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Substituirt  man  nun  diesen  Ausdruck  in  die  Gleichung 

m 

Q-*  =  s IT*'"  z\    ■ 

und  diesen  in  (65),  geht  zum  Reellen  über  und  integrirt,  so  wird 

f—g  =  s;'  1  |ü»,^'  —  an^-i  5ii /?•+*  +  mi^t%ß''^  +  etc.}  sinij 

Eine  andere  Auflösung  findet  man,  wenn  man 

■« 

2)  n  =  —  2  und  m  =  0  in  die  Formela  des  Art.  70  setzt.  Kehrt 
man  zuglefch  die  Zeichen. der  6 GoelBcienten  um,  deren  Index  ungrade 
ist,  so  wird  .  • 


G, 

1     r  IV     **■'"*    \\ 

+  etc. 

1 

G.>. 

V     •;     s.s..»4-i    ' 

+  etc.j 

etc. 

^0 

—  c» 

« 

^1 

-   u;(i+;*+; 

,  +etc.J 

• 

H, 

-   ^+Ä  <+-:-»'+4 

4  +  etc.| 

etc. 

.    X,-*'"  =  [\+ß^  \GJl,ß^  -  C^,H,/?'+'  +  G,,,fr,/?'+*  T  etc. 

woraus  auf  dieselbe  Art  wie  oben 

f-g  =  {\-ß^)  S,-  1  \G,U,ß'  -  G^,  tf,/?'+='  +  etc.j  sinij, 

folgt.  Setzt  man 

3)  n  =.  — 2  und  m=  1  in  die  Formeln  des  Art.  71  und  kehrt 
zugleich  die  Zeichen  aller  mit  ungradem  Index  versehenen  P  und 
Q  Coeflicienten  um,  so  entsteht 


2     •    •  •    •    J.3..I 


'i+l 

'•  ^  2.8. 

. .  1+4 

>.+. 

P        X 

y+2 

^.+1   +  a. 

8..i-f« 

Otc. 

0. 

^1     l; 

0, 

Q^  +  i 

• 

0, 

Q       ^ 

etc. 

Alihaiiill. 

il.  K. 

S. 

Cps. 

d. 

Wigaensch.  IV. 

20 


278  P.  A.  Hansbn, 

und  biemit 

f-~  9  =  (<—/?*)  -ST  T  \Piß'  +  P.fi  0|/?*+'  +  Pi^.  Q,ß'^'  +  etc.j  sinij, 

Jede  dieser  drei  Auflösungen  des  jKepp^'schen  Problems  ist  bei  Weitem 
einfacher  wie  die  vorher  bekannten ,  und  besonders  die  letzte  lässt  an 
Einfachheit  nichts  zu  wünschen  übrig. 

Vergleicht  man  die  im  Art.  63  abgeleiteten  Werthe  der  Coeffi- 
cienten  Do  mit  dem  Vorstehenden ,  so  zeigt,  sich ,  dass  sie  den  Coeffi- 
cienten  der  Mittelpuuktsgleichung  gleich  sind.  Man  darf  daher  nicht 
hoffen,  sie  auf  endliche  Ausdrucke  hinführen  zu  können,  wie  im  Art.  64 
bei  den  Coeflicienten  Cq    möglich  wurde. 

Ueber  die  Convergenz  der  in  diesem  und  in  dem  vorhergehenden  § 
vorkommenden  unendlichen  Reihen  habe  ich  noch  nichts  gesagt.  Man 
findet  aber  leicht,  dass  sie  alle  für  jeden  Werth  von  fi  und  t ,  so  wie 
ftlr  alle  Werthe  von  /?  <  1 ,  also  auch  für  alle  Werthe  von 

e  <  1 

convergiren. 

74. 

• 

Um  Relationen  zwischen  den  XGoeßicienten  abzuleiten ,  bediene 
ich  mich  wieder  der  oben  mehrmals  angewandten  Methode.  In  die 
identische  Gleichung 

substituire  ich  in  die  Gleichungen 


dx 
d.x 


^^'"y  o«-i  (1.  _  x\ 

2  COS.^  ^  \X  ) 


m 


—2 


^=  m  cos  qp  ()""'  isf" 


Hieraus  entsteht 


(66)         *  ^4^"  =  Hä?  P"-'  (^'  -  ^^')  +  m  cos  (p  r"  ^ 

Diese  lasst  sich  auf  mehrfache  Art  durch  den  Ausdruck  von  {)  durch  x, 
nemlich  durch 

sin  if  [sr'^  +  a?)  —  2  cos  ^9)  (>"*  +  2  =  0 
verändern.  Multiplicirt  man  nemlich  diese  Gleichung  nach  und  nach  mit 

—     2  cosy  2  COSy 

und  addirt  die  Producle  zur  rechten  Seite  von  (66),  so  erhallt  man 
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ieotif 

welche  Gleichungen  zwiseheu  vier  XCoefiGciealeo  gebeo  werdea.  Mul- 
tiplicirt  man  die  rechte  Seite  von  (ff9)  mit 

s6  entsteht 

.;  ^  '-^  =  ^^^'^^  +  !=±^L^  p.  ^^  (70)      . 

s  cosV      "  *  cosV      " 

.  welche  eine  Gleichung  zwischen  fUnf  XCoefficienten  geben  wird. 

DilTerentiirt  man  die  Gleichungen  (67)  und  (68) ,  so  bekommt  man 
leicht 

j*^ig^  +  jt^  =  [„(n_2)+fl»*]c08V^-'!r-  — f»{2n— ajf-'ar 
+  n(n — 1)e"-*a:  +  m(n— 1}sinv(i"-*(a:^'— af^'}  (71) 

und  hieraus  ergeben  sich  durch  Hülfe  .der  Gleichung 

sia<p{x-^+x)  —  2  cosVp"'  +  2  ==  0 

die  folgenden  beiden-  .  ■, 

^^^+*^^=[n(»-2)  +  n»'-2m(«-l)]cosVe'^a=--[n{2n-3)-2in(ft-l)](>"^a" 

-fn(n— ^)p"-*Jr+2CT(^>— Dsiny^'^iT*-'  (7 

^^^  + s  ^^  =  [n(n-2) +m'+ 2m(n-l)]  cos  Vp*^^- [«(2n-3)  +  2Bi"t»-l)]  p**»" 
+  B(n-1)(»"-'ir"-2m(n— <)sin9)e'^af^'  (73) 

Substituiil  man  nun  die  Gleichungen 

in  die  Gleichungen  (66)  bis  (73),  so  bekommt  man  die  folgenden  Re- 
lationen, 

20* 


ENTWICKELÜNG   DER  NEGATIVEN  UND  UNGRADEN  POTENZEN 

DER  QUADRATWURZEL  DER  FUNCTION 

r^  +  r*  —  2rr'  (cos  ü cos  ü'  +  sin  U sin  U'  cos  J), 

Die  Entvvickelung  der  Potenzen  der  in  der  Ueberschrift  genannten 
Function  ist  an  sich  von  besonderem,  mathematischen  Interesse,  weil  sie 
zu  den  schwierigsten  Aufgaben  gehört,  und  auf  merkwürdige  Formen  hin- 
führt. Die  negativen  und  ungraden  Potenzen  der  Quadratwurzel  derselben 
haben  ausserdem  ein  hohes  Interesse,  weil  sie  in  der  Mechanik  des  Hirn- 
mels  allenthalben  erscheinen,  sowohl  in  der  Theorie  der  Bewegung  der 
Himmelskörper  um  einander,  wie  in  der  um  ihre  Axen,  und  nicht  minder 
in  der  Theorie  der  Figur  derselben.  Die  Entwickelung  der  Potenz  — ^ 
dieser  Function,  welche  vorzugsweise  in  den  genannten  Theorien  erscheint, 
ist  namentlich  in  zwei  verschiedenen  Formen  behandelt  worden.  Für  die 
Anwendung  auf  die  Theorie  der  Bewegung  der  Himmelskörper  um  ein- 
ander, für  welche  U  und  V  die  Argumente  der  Breite  irgend  zweier 
Körper  bedeuten,  während  r  und  r'  die  Radii  Vectoren,  und  /  die  gegen- 
seitige Neigung  der  Bahnen  ist,  hat  man  sie  sonst  immer  in  eine  Reihe 
entwickelt,  die  nach  den  Sinussen  und  Cosinussen  der  Vielfachen  der 
mittleren  Anomalien  fortschreitet.  Ich  habe  sie  für  diesen  Zweck  in  den 
«Absoluten  Störungen  in  Ellipsen  von  beliebiger  Excentricität  und  Neigung» 
für  den  einen  Körper  nach  den  Cosinussen  und  Sinussen  der  Vielfachen  der 
excentrischen  Anomalie,  und  in  meiner  Pariser  Preissschrift  nach  den 
Cosinussen  und  Sinussen  der  Vielfachen  anderer  Bögen  oder  Winkel,  die 
ich  partielle  Anomalien  nenne,  entwickelt:  Die  zweite  Form,  die  man  der 
Entwickelung  der  in  Rede  stehenden  Function  gegeben  hat,  ist  die  nach 
den  Potenzen  von  r  und  r  geordnete,  welche  vorzugsweise  in  der  Theorie 
der  Rotation  und  der  Figur  der  Himmelskörper  zur  Anwendung  kommt.  In 
den  «Absoluten  Störungen  etc.»  habe  ich,  um  die  beabsichtigte  Form  zu 
erhalten,  erst  die  Entwickelung  nach  den  Potenzen  von  rund  r'  vorgenom- 

21* 
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inon,  und  bin  dadurch  dahin  gelangt,  die  Berechnung  der  Entwickelungs- 
coeilicienten  Ubei^aupt  in  sehr  kurzer  Zeit  ausführen  zu  können. 

Spatere  Untersuchungen  haben  mich  Uben^eugt,  dass  in  vielen  Fällen 
diese  Art  der  Entwickelung  dieser  Function  auf  weit  kürzere  Arbeit  bei 
der  Berechnung  der  numerischen  Goeflicienten  hinführt,  wie  alle  anderen 
bisher  bekannten  Yerfahrungsarten.  Wenn  r  und  r'  so  beschaffen  sind, 
dass  ihr  Yerhaltniss  der  Bins  nahe  kommen  kann,  dann  wird  dieses  Ver- 
fahren  freilich  nicht  mehr  kurz,  aber  qs  ist  schon  nicht  mehr  unbequem, 
wenn  r:r'  zwischen  0,5  und  0,6  liegt,  und  kann  selbst  immer  noch 
mit  Nutzen  bei  Werthen  dieses  Verhältnisse^  angewandt  werden ,  die 
etwas  grösser  sind.  Ist  hingegen  der  grösste  Werth  desselben  kleiner 
wie  0,5,  so  wird  es  schon  beträchtlich  kürzer,  und  überhaupt  um  desto 
kürzer,  je  kleiner  der  grösste  Werth  dieses  Verhältnisses  ist.  Diese  Ent- 
wickelungsnrt  wird  sich  daher  mit  Nutzen  bei  der  Berechnung  der  ab- 
soluten Stönmgen  der  kleinen  Planeten,  die  jetzt  in  so  grosser  Menge 
auftauchen,  anwenden  lassen;  eine  Berechnung,  die  dringend  noth- 
wendig  wird ,  um  nicht  den  einen  oder  andern  derselben  wieder  ver- 
loren gehen  zu  lassen. 

Ntmenllich  fUr  diese  Planeten  bietet  die  genannte  Entwickelungsart 
wesentliche  Rechenvortheile  dar,  die  in  dem  Umstände  ihren  Grund 
haben,  dass  die  störenden  Planeten  immer  dieselben  sind.  Es  kann 
nemlich  ein  nicht  unbeträchtlicher  Theil  der  Rechnung  ein  für  alle  Mal 
ausgeftthiH  werden,  weil  die  numerischen  Werthe  der  bezüglichen 
Coeilicienten  von  den  Elementen  der  Planetenbahnen  unabhängig  sind. 
Ein  anderer,  auch  nicht  unbedeutender,  Theil  kann  deshalb  ein  für  alle 
Mal  ausgefllhrt  werden,  weil  es  blos  von  den  Excentricitäten  der  Bahnen 
der  störenden  Planeten  abhängt,  so  dass  schliesslich  bei  der  Anwendung 
auf  einen  speciellen  Fall  nur*  die  dritte  Abtheilung  der  Rechnung  aus- 
zuftihren  ist,  welche  von  den  Elementen  der  Bahn  des  gestörten  Planeten 
abhängt.  Die  ins  Einzelne  gehende  Auseinandersetzung  dieses  Verfiihrens 
und  die  Anwendung  desselbt^n  auf  ein  Beispiel  muss  ich  indess  einer 
anderen  Abhandlung  vorbehalten,  wovon  ich  schon  einen  Theil  aus- 
gearl>eitot  habe. 

Die  Entwickelung  der  in  Rede  stehenden  Function  nach  den  Po- 
tenzen von  r  und  r'  ist  schon  längst  auf  eine  elegante  Form  gebracht 
worden .  allein  diese  kann  hier  nicht  angewendet  werden .  da  in  der- 
selben die  Glieder  grade  die  entgegengesetzte  Form  haben,  deren  man 
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zum  oben  genannten  Zwecke  bedarf.  Sie  sind  nemlich  nach  den  P  o- 
lenzen  der  Sinusse  und  Cosinusse  von  1/ und  U\  und  nach  den  Co- 
sinussen der  Vielfachen  von  /  geordnet,  während  wir  sie  nach  den 
Cosinussen  und  Sinussen  der  Vielfachen  von  1/ und  U\  und  nach  den 
Potenzen  des  Sinus  oder  Cosinus  von  /  haben  müssen,  weil  U  und  U' 
die  Argumente  der  Breiten,  und  /  die  gegenseitige  Neigung  der  Bahnen 
des  störenden  und  gestörten  Planeten  bedeuten. 

Eine  Entwickelung  dieser  Art  ist  noch  nirgends  gegeben  worden ; 
die  welche  ich  hier  gebe,  hat  daher  auch ,  abgesehen  von  ihrer  astro- 
nomischen Anwendung,  das  rein  mathematische  Interesse,  dass  sie  die 
Coefficienten  von  r  und  r'  in  einer  neuen,  bisher  unbekannten  Form 
darstellt.  Der  allgemeine  Ausdruck,  den  ich  ftir  diese  Coeflicienten  er- 
halten habe,  ist  sehr  einfach,  er  besteht  für  die  positiven  und  negativen 
Coeflicienten  abgesondert  aus  einem  einzigen  Gliede,  und  ist  eine 
Function  von  Facloricllen,  oder  mit  andern  Worten  Function  der  Gaussi- 
schen //Functionen  mit  Argumenten,  die  ganze  und  positive  Zahlen  sind. 
Aus  diesem  Ausdruck  setzen  sich  die  Coeflicienten  der  Cosinusse  der 
Vielfachen  von  U  und  U'  dergestalt  zusammen,  dass  sie  ganze  und  ratio- 
naie  Functionen  von  tg^J/sind.  Die  numerischen  Werthe  der  Coeflicienten 
derselben  sind  bis  zur  21.  Potenz  von  r  berechnet  und  dieser  Ab- 
handlung angehängt.  Üie  Berechnung  selbst  habe  ich  ausgeführt,  und 
Hr.  Dr.  Scheibner  hat  die  Controllen  derselben  nach  Anleitung  des 
Art.  26  berechnet. 

Da  die  ganze  Entwickelung  strenge  ausgeführt  ist,  so  gilt  sie  für 
jeden  Werth  von  /,  aber  da  die  Coeflicienten  der  höheren  Potenzen  von 
ig'lJ  bedeutend  gross  werden,  wahrend  die  ganze  und  rationale  Function, 
welcher  sie  angehören,  nur  bedeutend  kleinere  Werthe  annehmen  kann, 
so  wird  ihre  Anwendung  in  dieser  Form  beschwerlich,  wenn  /  eine 
gewisse  Grösse  übersteigt.  Da  man  sie  jedoch  noch  ohne  Unbequem- 
lichkeit für  die  grösste  jetzt  bekannte,  in  unserm  Planetensystem  vor- 
kommende, Neigung  —  die  der  Pallasbahn  von  ohngeföhr  35^  —  an- 
wenden kann,  so  hatte  ich  mich  mit  derselben  begnügen  können,  aber  um 
auch  Formeln  für  den  nicht  undenkbaren  Fall  zu  geben,  dass  Planeten 
mit  grösseren  Neigungen  bekannt  werden  sollten,  habe  ich  mehrere 
Umformungen  damit  vorgenommen.  Es  zeigt  sich  leicht,  dass  diese 
ganze  und  rationale  Function,  abgesehen  von  einem  allgemeinen  Factor, 
welcher  hervortritt,  in  die  Classe  der  Gaussiscben  hypergeometrischen 
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Reihen  gehöi-t,  und  dass  folglich  die  Umformungen,  deren  diese  Reihen 
fähig  sind ,  hierauf  angewandt  werden  können. 

Bei  den  Formen,  die  ich  hier  beabsichtigte  dieser  Reihe  zu  geben, 
trat  das  BedUrfniss  hervor  sie  in  Fällen,  wofür  man  bis  jetzt  keine 
Summenformeln  hatte  (namentlich  im  Falle  wo  das  vierte  Element 
=  —  1  wird)  Summiren  zu  müssen,  und  dieser  Umstand  veranlasste 
eigene  Untersuchungen  über  die  Summa tion  dieser  hypergeometrischen 
Reihe,  und  gab  Veranlassung  zum  Inhalt  des  ersten  Paragraphen  dieser 
Abhandlung.  Man  darf  hierin  daher  nicht  eine  vollständige  Abhandlung 
über  die  Summation  dieser  Reihen  erwarten,  sondern  nur  die  Sum- 
mation  derselben  in  den  Fällen,  die  im  zweiten  Paragraphen  zur  An- 
wendung kommen.  Ausser  diesem  wird  man  jedoch,  darin  mehrere 
neue  Summationsformeln ,  die  sich  mir  in  dieser  Untersuchung  gelegent- 
lich darboten,  sowie  einen  neuen  allgemeinen  Ausdruck  finden,  der 
eine  weit  allgemeinere  Benutzung  zuzulassen  scheint,  wie  die,  die  ich 
hier  daraus  gezogen  habe. 

Während  im  grössten  Verlaufe  des  zweiten  Paragraphen  die  Ent- 
wickelung  der  Potenz  — ^  der  Eingangs  genannten  Function  ausgeführt 
wird,  zeige  ich  am  Schlüsse,  nachdem  ich  die  Formeln  zum  Uebergang 
zu  den  Coefficienlen  der  Cosinusse  und  Sinusse  der  Vielfachen  der 
wahren  Anomalien  entwickelt  habe,  wie  man  davon  zu  der  Entwickelung 
der  Potenzen  — f ,  — ^,  etc.  der  genannten  Function  übergehen  kann. 
Der  dritte  §.  endlich  behandelt  kurz  ein  paar  Formen,  die  ich  nicht 
glaubte  mit  Stillschweigen  übergehen  zu  dürfen. 

§!• 

Von  der  Summalion  der  Gaussisehen  hy|iergeometrischen  Reihe. 

1. 
Euler  hat  [Inst.  calc.  integr.  Vol.  II.  probl.  134)  durch  ein  sehr  ele- 
gantes, in  späteren  Schriften  oft  nachgeahmtes,  Verfahren  eine  hyper- 
geometrische Reihe  summirt,  die  der  Gaussischen  (Disquisiiiones  ca. 
ser,  infinit,)  analog  ist,  und  auf  diese  hingeführt  werden  kann.  Eulers 
Resultat  umfasst  aber  nicht  alle  Fälle,  auf  welche  es  bezogen  werden 
kann,  sondern  ist  einer  Erweiterung  fähig,  von  welcher  ich  hier  das 
Wesentlichste  entwickeln  werde.    Sei  die  Reihe 

1/;  (j-)  =  1  +  a^  fej  a?  +  (L^  b^  X'  +  a^  ftg  x^  +  . . . 
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ZU  summiren ,  in  welcher  ö|  ,  Oj ,  etc.  irgend  welche  numerische  C(k 
eOicienten,  und 

sind.    Sei  ferner 

qp  (a?M)  =  1  +  a,  j?i*  +  a^  aj*  w'  +  03  X*  fi*  +  . . . 
Wenn  nun  P  irgend  eine  Function  von  w,  und  a  und  b  ohne  Indices  zwei 
beliebige  Grössen  bezeichnen,  dann  ist  identisch 

I    P(p{xu)du  =  /    Pdu  (i +a^xu  +  a^ü!^u^  +  a^j^t^  +  .,) 

Ja  Ja 

Stellt  man  hierauf  die  folgenden  Gleichungen  auf 

/    Pu  du  =  bj  Pdu 

Ja  Ja 

f^Mdu  =  h.l^Pda 

Ja  Ja 

J^Pi^du=b^pPdu 

etc. 
und  substituirt  sie  in  die  vorstehende  identische  Gleichung,  so  wird 

/    P(p{xu)du  =  (i  +a^b^  X  +  a^b^x^ ^  a^b^x^  + . , .)  f  Pdu 

Ja  Ja 

woraus  sogleich 

I      Pq>  {xu)  du 

Ja""" 

folgt,    in  welcher  Gleichung   noch   die  Function  P  und   die  Grenzen 
a  und  6  der  Integrale  zu  bestimmen  sind. 

2. 

Die  oben  aufgestellten  Gleichungen  geben 


f''  Pu  dtt  —  b^  r  Pdu 

Ja                              Ja 

h^  J''  Pu^  du  —  h,  J''  Pu  du 

h,f''Puhlu  —  b^  ["pu'du 

etc. 

also  iibcrhaupl 

6,_,  f"  Pu'du  —  6,  f"  Pu'-'du 

Ja                             Ja 
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Die  obigen  Ausdrücke  für  6| ,  6, ,  etc.  geben  aber  allgemein 

es  wird  daher 

(2)  [r^i—i)  J^  Pu'du  =  {ß  +  i—  i)  J^  Pi^-^du 

wo  im  Allgemeinen  die  ganze  und  positive  Zahl  «von  1  bis  oo  ausgedehnt 
werden  muss.  Sei  durch  die  unbestimmte  Integration 

erlangt,  wo  Q  auch  eine  Function  von  u  ist.  Bestimmt  man  nun  nach 
der  Ermittelung  der  Ausdrücke  für  P  und  Q  durch  diese  Gleichungy  die 
Grenzen  a  und  6  der  Integrale  durch  die  Bedingung,  dass 

Qu'  =  0 
an  jeder  derselben ,  und  dass  innerhalb  derselben  Qu*  nicht  unendlich 
werde,  so  ist  es  klar,  dass  die  Gleichung  (2)  erfüllt  ist.  Differentiirt  man 
zu  dem  Ende  die  vorstehende  Gleichung,  so  kommt 

{y  +  i—\)Pi^du  =  {ß  +  i—i)Pu'-^du  +  iQu''^du  +  u'dQ 

und  diese  zerfällt,  weil  sie  für  jeden  Werth  von  i  gelten  muss,  in  fol- 
gende zwei 

Pu  =  P+Q 

(y  — 1)  Pudu  =  {ß—i)Pdu  +  udQ 
woraus 

Q  \^  V    11-4  ^P  '/    11(1»— 4) 

hervorgeht.  Durch  die  Integration  dieser  wird,  wenn  k  die  willkührliche 
Constante  bezeichnet, 

(3)  ;  Qu'=  ku^^'"'  {i—uy-^ 

und  da  die  Eins  der  kleinste  Werth  von  i  ist,  so  sieht  man  sogleich, 
d^»^^^^^  •/J>0  und  y>/J 

sind,  die  Werthe  u  =  0  und  w  =  1  die  Gleichung  Qu*  =  0  erfüllen, 
ohne  dass  zwischen  diesen  Grenzen  Qu*  unendlich  wird.  Wenn  daher 
diese  beiden  Ungleichheiten  statt  finden,  so  wird  der  Ausdruck  (1) 

f    J*"^  (4— tt)''"'*'"*  9  [XU]  du 

(3*)  •        V  (X)  =  -fr-y-,         .-,--. 

I    u^       (h—uY     ^       du 
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Zu  bemerken  ist  hiebei  sowohl,  wie  bei  den  andern  unten  folgenden 

Sununenformeln ,  dass  die  Bedingungen ,  unter  welchen  Quf  =  0  wird, 

die  Gleichung  (2)  im  grössten  Umfange  erfüllen,    und  dass  es  daher 

Fälle  geben  kann,  in  welchen  aus  der  (2)  eine  der  folgenden  Gleichungen 

hervorgehen : 

0  =  0  oder  00=00 

Die  Fälle,    in  welchen  diese  Identitäten   statt  finden,    müssen  ausge- 
schlossen werden. 


3- 
Die  Gaussische  Reihe  ist 

F  (a.  ß,r.x)  =  i+^  ^  4.  ^J^-_^_J±J.  -c»  +  . . . 
es  ist  also  in  Bezug  auf  diese 

und  es  wird  daher 

<p{xu)  =  i  +T^+     «.T    ^"  + TäTsj    -^«^+- 

=  (i — ont)-' 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  qp  [xu)  in  (3=^),  so  ergiebt  sich 


F  (a,  ß,  y,  X)  =  A (4) 

welches  die  Eulersche  Summenformel  ist,  wenn  man  in  seiner  Reihe 
die  Substitutionen  macht,  die  nothwendig  sind,  um  sie  in  die  Gaussische 
umzuwandeln.    Da  in  der  letztgenannten  die  beiden  ersten  Elemente 
a  und  ß  mit  einander  verwechselt  werden  dürfen,  so  folgt  aus  der  vor- ' 
stehenden  Summenformel  sogleich  die  folgende 

F  («,  /?,  y,  X)  =Jf^ (5) 

welche  das  Erfüll tsein  der  Ungleichheiten 

«  >  0  und  y  >  « 
verlangt. 
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Ausser  den  obigen  BediDgungeD ,  unter  welchen  Ou*'  =  0  wird, 
giebt  es  noch  andere,  die  bei  Euler  nicht  voricommen ,  und  die  ich  auch 
sonst  nirgends  aufgestellt  gefunden  habe.  Schreiben  wir  die  Gleichung  (3) 
wie  folgt. 


und  setzen  wir 

/J>0  und/*— y >/?+».— 1 

dann  wird  Quf  =  0  für  ti  =  0  und  ti  =  —  oo,  ohne  für  irgend  einen 
Zwischenwerth  unendlich  zu  werden. 

Die  zweite  dieser  Bedingungen  kann  erfüllt  werden ,  wenn  a  eine 
ganze  und  negative  Zahl ,  und  y  überhaupt  eine  negative  Grösse  ist, 
denn  vermöge  dieser  Beschaffenheit  von  a  ist  stets 

i  <  —  a 
Es  wird  demzufolge,  wenn  man  —  a  statt  a,  und  —  y  statt  y  schreibt, 


» oo 


F  (—  «,  ß,  —Y,x)=  J^ 

jrV-'(i_«r'^+''+'^*. 

in  welcher  man  durch  die  Substitution 

die  Grenzen  der  Integrale  auf  0  und  1  zurückführen  kann.  Da  vermöge 
dieser  Substitution  die  Werthe 

M  =  —  00  und  y  =  1 

u=  Q  und  y  =  0 
correspondiren,  und 

wird ,  so  ergiebt  sich 

I      u^        (^  — M)  (4+(a:  — Ott)   du 

(6)         F{-a,ß,—r,x)=Jf^- 

i    " 
wenn 

/?>0,  y>a  — 1 

und-  u  eine  ganze  und  positive  Zahl  ist.  Dieses  ist  eine  neue  Summen- 
formel, die  für  eine  Reihe  anderer  Fälle  wie  die  obige  gilt.  Durch  Ver- 
tauschung von  a  und  ß  mit  einander  findet  man  hieraus 


u 


1      Ä— 1  Y 
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1    «-1..       ,»'-/»(< +(»_Ou/d« 


F  («.  —ß,  -r,  X)  =  4rTn 


/     u"     '(1— ttfd« 

Jo, 
welche  voraussetzt,  dass 

«>  0,  y>  ß  —  i 

und  dass  ß  eine  ganze  und  positive  Zahl  sei. 


5. 

Seien  ferner  ß  und  y  negative  Grössen,  dann  wird  die  (3),  wenn 
man  — ß  statt  ß,  und  — y  statt  y  schreibt, 

und  dieser  Ausdruck  wird  Null  für  m  =  1  und  u  =  (x>,  ohne  für  irgend 
einen  Zwischenwerth  unendlich  zu  werden,  wenn 

ß>y>  t  —  t 
ist.    Die  zweite  Ungleichheit  kann  wieder  erfüllt  werden,  wenn  a]eine 
ganze  und  negative  Zahl  ist.    Es  wird  daher  alsdann 


F{—a,  — /?,  — y,  x)  = 


u  {i  —  u)  (i  —  xu)  du 


^  -^-^'^  (^-^uf-'-'du 


Man  führt  hier  die  Grenzen  der  Integrale  auf  0  und  i  zurück,  wenn  man 


u  =  — 

y 


0  (u — x)  du 


setzt,  und  erhält  dadurch 

F  (-  «,  -ß.  -y,  X)  =  Jy- j-:^^ (7) 

/      /       (4  — ur  du 

Jo 
wenn 

ß>y>  cc  —  i 
und  «  eine  ganze  und  positize  Zahl  ist.  Durch  Vertauschung  von  a  und  ß 


mit  einander  ergiebt  sich 


F{-a,  -ß^—y,x)  =-^« 


^->'-^(^_u)"-^-*(u~a;)''du 


Jo 


wenn 

cc>y>  ß  —  i 

und  ß  eine  ganze  und  positive  Zahl  ist. 
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6. 
Die  in   den  NeDoern   dieser  SammationsformelD  voricommendeD 
Integrale  lassen  sich  durch  die  Gaussischen  //Functionen  erhalten,  da 
unabhängig  von  der  Theorie  der  FFunctionen  bewiesen  werden  kann, 
dass  allgemein 

(8)     /v-<^-»)'->.="4.,r-v" 

ist,  wenn  X  und  /a  positive  Grössen  sind.  Da  in  dem  speciellen  Falle 
X  =  \  die  Zähler  dieser  Summationsformeln  dieselbe  Form  annehmen, 
so  kann  man  in  demselben  auch  diese,  und  folglich  auch  die  FFunctionen 
selbst  durch  die  //Functionen  ausdrücken,  Aus  (4)  und  (5)  erhält  man 
ohne  Unterschied 

welches  die  bekannte  Gaussische  Summationsfo^mel  ist.  Wegen  des  im 
Zähler  von  (4)  und  (5)  enthaltenen  Integrals,  welches,  nachdem  x  =^i 
gesetzt  worden  ist,  den  Factor  (1- — li)^-'»-«-*  enthält,  muss  hier  zu- 
folge der  einen  Bedingung ,  die  die  Gleichung  (8)  verlangt, 

r  —  a  —  /?>  0 

sein ,  und  es  scheint,  als  müsse  auch  entweder  a  oder  ß  positiv  sein, 
dieses  ist  aber  nicht  nothwendig,  denn  der  Factor,  welcher  den  Aus- 
druck (A)  unbestimmt  machen  könnte,  wenn  weder  a  noch  ß  positiv  ist, 
ist  in  dem  Quotienten  der  Integrale  verschwunden.  Ausser  dieser  Sum- 
menformel geben  die  Ausdrücke  (6)  und  (7)  für  den  Fall  x  =  1  die  fol- 
genden : 

(öj  /<  (— a,  /?.  — y,  1)        _  ^^^^^^^^^—^ 

{^)  t  (— a,  — /?.  — y,  1)  —  (—1)    //(y)7/(-rf-.y-^) 

und  die  zu  (6)  und  (7)  correspondircnden  Summationsformeln   geben 

zwei  ähnliche,  die  man  auch  aus  den  Vorstehenden  durch  Yertauschung 

von  a  und  ß  mit  einander  erhält.    Die  Vorstehenden  gelten   fUr  eine 

Reihe  von  andern  Fällen  wie  (A),  worunter  ich  hier  nur  den,  wo  in 

F[a,ß.Y^\) 

y — ß  —  a =ü 

ist,  Jiervorheben  will,  welcher  durch  (B)  summirt  werden  kann,  während 

er  von  (A)  ausgeschlossen  werden  muss.    Die  Summationsformeln  (B) 

• 

und  (C)  setzen  jedenfalls  voraus ,  dass  das  in  der  FFunction  mit  a  be- 
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zeichnete  Element  eine  ganze  und  positize  Zahl  sei,  in  Bezug  auf  die 
übrigen  Bedingungen  sind  sie  aber  einer  weiteren  Ausdehnung  fähig 
wie  die  der  allgemeineren  (6)  und  (7),  aus  welchen  sie  hier  abgeleitet 
worden  sind.  Man  wird  dieses  aus  den  folgenden  einfachen  Be- 
trachtungen erkennen ,  aus  welchen  sie  auch  hervorgehen.  Dieselben 
Betrachtungen  führen  überdiess  auch  noch  auf  eine  andere  Summations- 
formel  hin,  die  mit  keiner  der  vorstehenden  identisch  ist. 


7. 
In  meiner  vorigen  Abhandlung  habe  ich  gezeigt,  dass  die  Gleichung 

wo  c  eine  Function  von  a,  ß  und  y  ohne  x  ist,  allemal  statt  findet,  wenn 
beide  FFunctionen  endliche  Reihen  (ganze  und  rationale  Functionen  von  x 
und  bez.  von  1 — x)  sind,  die  nicht  unendUch  werden  können.  Setzt  man 
nun  x=\  in  die  vorstehende  Gleichung,  so  wird  dieFFunction  rechter 
Hand  gleich  Eins,  und  man  erhält 

F  (a,  ß,  y,  x)  =  C 

Setzt  man  x  =  0,  so  wird  die  FFunction  linker  Hand  gleich  Eins,  und 

es  ergiebt  sich 

F  («,/?,«  +  /?  — y+1,  1)=| 

in  welcher  man  darauf  y  fiXr  a  +  ß  —  y+i  schreiben  kann.  Die  obige 
Bedingung  findet  statt,  wenn  entweder«  oder  ß  eine  ganze  und  negative 
Zahl , '^)  und  nur  nicht  y  eine  kleinere  oder  eben  so  grosse,  ganze  und 
negative  Zahl  ist.    Ich  will  daher  die  obige  Gleichung  so  schreiben: 

F{—a,ß,r,x)  =  cF{—a,ß,ß  —  a  —  r+i.^i  —  x) 

wo  a  eine  ganze  und  positive  Zahl  sein  soll,  ß  und  y  aber  beliebige 
reelle  Grössen  sind ,  letztere  jedoch  dem  oben  aufgestellten  Ausnahme- 
fall unterliegt. 

Die  Constante  c  kann  nun  durch  die  Yergleichung  des  in  jeder 
FFunction  mit  der  höchsten  Potenz  von  x,  das  ist  mit  x^,  multiplicirten 


*)  Die  FFunctionen   können  auch  bei  gebrochenen  Werthen  'der  beiden  ersten 
Elemente  derselben  endliche  Reihen  werden,  wenn  nur  zwischen  a  und  ß  gewisse  Be- 

lationen  statt  Gnden;  z.  ß.  für  a  =  —  -— ,  /?  = — ,  wenn  a  eine  ganze  und 

positive  Zahl  ist.    Diese  Fülle  werde  ich  aber  hier  ausschliessen. 
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Gliedes  bestimmt  werden.  .  Man  findet  leicht  das  allgemeine  Glied  der 
FFunction  links  vom  Gleichheitszeichen  = 

und  das  der  FFunction  rechts  vom  Gleichheitszeichen  = 

^  f    \.% <./?  — a— y  +  4./?  — «— y  +  J.../?  — a  —  y  +  i    V'         •*; 

Das  letzte  Glied  wird  daher  = 

•  M)-;:;i:;;:;t:i:"^ 

und  bez.  =  (-1  )•  MJ^^±^.:^l-^  (1  _  ^y 

Aber  das  in  der  Entwickelung  von  (1 — xy  mit  af  multiplicirte  Glied  ist 
=  ( —  xy,  hiemit  wird  sogleich 

^  —  ^~^i  r.r+^ y+«-< 

Um  diesen  Ausdruck  auf  /^Functionen  hinzuführen,  dient  die  Funda- 

^ 

mentalgleichung  der  Theorie  dieser  Functionen ,  nemlich 

(z+1)(z+2)...(z  +  «)=-^,^'+*i- 

WO  z  jede  beliebige  reelle  Grösse  sein  kann,  n  hingegen  eine  ganze  und 
positive  Zahl  sein  muss.  Wir  bekommen  hiemit  die  Gleichung 

(9)     F(-«./J,y.x)  =  H)«-^^i£=§^i^F(-a,^,^-a-y+1,1-x) 

die  auch  in  §  2  Anwendung  finden  wird.   Setzt  man  nun  hierin  j;=  t, 
so  bekommt  man  die  Summenformel 

und  setzt  man  x  =  0,  so  bekommt  man  eine  Formel,  die  nach  der  Sub- 
stitution von  y  für  ß — «  —  y+  1  mit  dieser  identisch  wird.  Da 

wenn  z  eine  ganze  und  positive  Zahl  ist,  so  giebt  die  Formel  (D)  fol- 
genden merkwürdigen  Satz,  dass 

F(— «, /^,  y.  1)  =  0 
wenn  ß — a  —  y  eine  ganze  und  negative  Zahl.,  und 

ist.  Wenn  ß  =  y  ist,  so  versieht  sich  dieses  von  selbst,  da 

ist,  aber  wenn  das  zweite  und  dritte  Elemeat  einander  nicht  gleich  sind. 
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SO  ist  die  FFunction  keine  Binomialfonnel.  Die  Summenfonnel  (D)  wird 
unbestimmt,  wenn  ß  oder  y  ganze  negative  Zahlen  sind,  welches  davon 
herrührt,  dass  in  diesen  Fällen  die  Coästante  c  eine  andere  Form  an- 
nimmt.  Sei  überhaupt  p  eine  negative  Grösse,  dann  ist  leicht  zu  finden, 
dass  der  obige  Ausdruck  für  c  die  folgende  Form  annimmt : 

y.y  +  4   . :   .  y  +  «— 4 

Hiemit  ergiebt  sich 

F{-a,  -ß, r,  X) = Jg^f^' j^^ll!  F(-«.  -ß,  - («+/?+y-i ),  1  -xj    (1 0) 

und  nachdem  x  =  i  gesetzt  worden  ist 

^  ^~«'         P^  ^  ^)  —   nia  +  y^i)  n{Y  +  ß^i)  (*^) 

die  mit  der  Gaussischen  Summenformel  (A)  identisch  wird ,  wenn  darin 

—  a  statt»,  und — ß  statt/?  geschrieben  wird.  Die  vorstehende  Ab- 
leitung setzt  zwar  voraus,  dass  u  eine  ganze  und  positive  Zahl  sei, 
welches  die  vorhergehende  Ableitung  der  Formel  (A) ,  so  wie  die  von 
Gauss  selbst,  nicht  verlangt,  die  vorstehende  Ableitung  zeigt  da- 
gegen aber,  dass  wenn  a  oder  ß  ganz  und  positiv  ist,  die  Bedingung 
y  —  ß  —  a  >  0  nicht  für  die  Gültigkeit  derselben  erforderlich  ist, 
welcher  Umstand  nicht  aus  jenem  Beweise  hervorgeht.  Setzt  man 
X  =  0  in  (10)  und  schreibt 

yfüra  +  ß  +  r  —  i 
so  bekommt  man 

welche  mit  der  Sunqmationsforrael  (B)  identisch  wird,  wenn  man  darin 

—  ß  {{xr  ß  schreibt,  woraus  folgt,  dass  diese  auch  für  negative  Werthe 
von  /?und  y  gilt,  wenn  nur  nicht  y — ß  oder  y  negative  und  ganze  Zahlen 
sind.  Es  folgt  ferner  aus  der  vorstehenden  Summationsformel  der  Satz, 
dass  F  (—  «,  — /?,  — y,  1)  =  e 

ist,  wenn  y—a — /Seine  ganze  und  negative  Zahl  ist,  und  nur  nicht  zu- 
gleich y — a  und  / — ß  ganze  und  negative  Zahlen  sind.  Setzt  man  end- 
lich —  ß  für  /?,  und  —  y  für  y  in  den  obigen  Ausdruck  für  c,  so  entsteht 

y-y""^ y  —  «  +  * 

und  hieraus  ergiebt  sich,  sowohl  für  a;=1  wie  für  a?=:0, 
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welche  mit  (C)  identisch  ist.  Ich  bemerke  schliesslich,  dass  man  diese 
Smnmenfonneln  auch  aus  der  Gaussischen  vermittelst  der  angeführten 
Fundamentalgleichung  der  //Functionen  ableiten  kann. 


8. 

Wenn  man  u  auf  reelle  Weise  beschränkt,  so  sind  im  Vorher- 
gehenden alle  Falle  erschöpft,  in  welchen  Quf  =  0  werden  kann ,  giebt 
man  aber  u  imaginäre  Werthe,  so  werden  andere  Bedingungen  möglich, 
und  es  ößhet  sich  ein  neues  Feld  für  die  Summation  der  FFunctionen. 

■ 

Der  allgemeinste  Ausdruck,  den  man  für  ti  wählen  kann,  ist  der  folgende: 

II  ==  r  (cos  sy  +  /— 1 .  sin  sy) 

wo  s,  r  und  y  reelle  Grössen  sind,  von  welchen  ich  hier  nur  y  als  ver- 
änderlich betrachten  werde.  Substituirt  man  diesen  Ausdruck  in  (3), 
und  verleibt  den  constanten  Factor  r^-^*-^  der  willkOhrlichen  Constante  k 
ein,  so  ergiebt  sich 

Qu'  =  kf-^  {cos  [(r^ß)q + (/?+i-1  )sy]  +  /^T.  sin  [(y-/S)  (? + (/S+i-1  )sy]} 

wo  1  —  r  cos  sy  =p  cos  q 

—  r  sin  sy  =p  sin  q 

ist.  Derselbe  Werth  von  u  giebt  femer,  wenn  man  stets  die  constanten 
Factoren  der  Constante  k  einverleibt, 

Pdu  =  kpr-^-'{cos\{r-ß''i)q+ßsy]+yr=^.sin[{r'^ 

ff  [xu)  =  hr""  (cos  al  — V^HT.  sin  a/) 

^^  \  —  xr  cos  sy  =  h  cos  / 

—  OT  sin  ^  =  A  sin  / 

ist.  Substituirt  man  diese  Werthe  in  (1 ) ,  und  setzt  darauf  den  reellen, 
und  den  imaginären  Theil  dieser  Gleichung ,  jeden  für  sich ,  gleich  Null, 
so  bekommt  man  die  folgenden  zwei  Ausdrücke : 

r 

F  («,  ß,  y,  x)  = 


f    h    '  i     '     ^  Wt[{r-ß—^)q^^ßty-al]dv 


'  P*'  <?08[(y  — /?  — 4)9  +  /?  5y]dy 

a 


*6 

F  (a,  /?,  y,  x) 
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wo  die  Grenzen  der  Integrale  wieder  durch  die  Bedingung  bestimmt 
werden  müssen,  dass  an  jeder  derselben  der  obige  Ausdruck  für  Qu'^^=  0 
werde,  ohne  zwischen  denselben  unendlich  w.erden  zu  können.  Es  ist 
hiebci  noch  zu  bemerken,  dass  wenn  nur  die  eben  ausgesprochenen 
Bedingungen  erfüllt  werden,  die  Grenzen  des  imaginären  Theils  anders 
angenommen  werden  dürfen  wie  die  des  reellen. 

9. 
Es  würde  mich  zu  weit  führen ,  weqn  ich  jetzt  alle  Fälle  unter- 
suchen wollte,  in  welchen  die  Bedingungen  für  Qu*  =  0  erfüllt  werden 
können,  ich  muss  dieses  auf  eine  andere  Zeit  verschieben,  und  darf  mich 
hier  nur  mit  dem  Falle  beschuftigen,  welcher  in  §  2.  angewandt  werden 
wird,  und  überhaupt  die  Veranlassung  dieser  Untersuchungen  gewesen 
ist.  In  diesem  Falle  sind  — a,  — ß  und  y  ganze  und  positive  Zahlen,  und 
OS  ist  überdiess  x  =  —  1 .  Führen  wir  diese  Annahmen  in  die  Formeln 
des  vor.  Art.  ein,  so  dürfen  wir  r  =  1  und  «  =  2  setzen,  wodurch 

/)  =  2  sin  y,  g  =  -?f  +  y 

wird,  wenn  ;rdasVerhüllniss  desKreisumfanges  zum  Durchmesser  bezeich- 
net. Hiemit  erhalten  wir,  wenn  wir  fortfahren  alle  constanten  Factoren 
der  willkührlichen  Constante  einzuverleiben ,  und  —  ß  slatt  ß  schreiben, 

Qu^=ksin^+<'y  {cos  (y-/?+2i-2)y  + /-II.  sin  (y~/?+2i-2)y} 

Da  nun  y  und  ß  positiv  sind,  so  wird  unabhängig  von  i,  Qu'  =  0,  wenn 
y  zzz:  0,  =  TT,  =  2;r,  etc.  wird,  ohne  je  unendlich  zu  werden.  Für  die 
Integralionsgrenzen  können  wir  also  setzen 

a  =  0,  b  ^^  71 
Verbindet  man  ferner  die  Annahme  x  =^  —  1   mit  r  =  i   und . «  =  2, 
so  wird  .  h  =  2  cos  y;  l  =z  y 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  die  beiden  Summenformelb  des  yor.  Art. 
substituirt,  und  darin  — a  statt  a,  und  — ß  statt  ß  schreibt,  so  wird 

» 

/      COS  "y  sin ^^"^    "^i/.  cos  {y  —  ß+a  — i)y.  dy ^ 
au  */0 ' 


F  (—  f^  —  /V,  y,  —  1 )  ^  2 


/      sin'"*"'*~%.  cos{y  —  ß  —  \]y,dy 

Jo 


r'^ 


/      cos  "j/  sin  '  "*"         y.  sin  (y  —  /?  +  «— 4)|/.  dy 

/  *  sin*"^'*     %.  sin  (y  — /?  — MV-  ^y  ' 
Abhandl.  d.  H.  S.  Ges.  d.  VVissensch.  IV.  22 
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Ich  lege  in  diesen  Formeln  den  Elementen  a,  ß  und  y  die  Bedeutung 
unter,  dass  sie  ganze  und  positive  Zahlen  sein  sollen,  weil  dieses  der  Fall 
ist,  in  welchem  ich  sie  weiter  unten  anwenden  werde.  Es  ist  aber  leicht 
zu  erkennen,  dass  die  Gültigkeit  derselben  nicht  auf  diese  Bedingungen 
beschränkt  ist. 

■ 

10. 

Für  die  Anwendung  der  eben  gefundenen  Summenformeln  auf  den 
genannten  Fall  ist  vor  Allem  zu  bemerken ,  dass  man  sich  der  ersten 
bedienen  muss,  wenn  y  +  /*  —  1  eine  grade  Zahl  ist,  indem  in  diesem 
Falle  der  zweite  Ausdruck  -J-  wird.  Wenn  dagegen  y  +  /?  —  1  eine  un- 
grade Zahl  ist ,  so  muss  die  zweite  Summenformel  angewandt  werden, 
indem  dann  der  erste  Ausdruck  —  wird.  Es  tritt  hier  der  Fall  ein,  dessen 
in  Art.  2  gedacht  wurde,  dass  nemlich  in  den  angefahrten  Fällen  die 
Gleichung  (2)  0  =  0  wird,  und  daher  nichts  bedeuten  kaun. 

Um  die  Integrationen  auszuführen ,  sei  nun 

wenn  y  +  /? —  i  grade  ist, 
cos"y.  sin'  +'*~*y  := 

l±ßjzL 
-~f^+^r  K^os  (r  +  /^+«— 1)y  +  a,  cos  (y  +  /9+f<  — 3)y  +  .. . 

+  fl,  cos  (— y  — /9— «  +  3)y  +  «ocos  (—y —  /?—«  + 1)y} 

und  wenn  y  +  /?  —  1  ungrade  ist, 
cos  "f/.  sin  '+'*""*  1/  = 


rifl^a-i  K  sin  (y  +  /^+«— Ijy  +  ^t  siD  (y +  /?+«— 3)1/+..  . 

z 


—  a,  sin  ( — y  —  /*;  —  «+  3);/  —  a^^  sin  ( — y  —  ß — r«  +  1)y} 
dann  ist  offenbar  im  ersten  Falle 


♦'0 


;+/»-• 


cos"y.  sin '+'»-' y.  cos  [y  —  ß  +  n  —  \)y.dy^  Jt"  ' y^i^+lTn  «.< 


und  im  zweiten  Falle 
/    cos  "ij.  sin  r+K-hj.  sin  (;'  —  {i-\- «  —  1 ) //.  dij  =-.  t  ^-.4jA—x  »a 

Die  Integrale  der  Nenner  können  wir  bekannten  Formeln  entnehmen, 
denn  man  weiss  dass 
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sm'f y .  cos  2py .  dy  ={—i)Pntj  \'' 

0  *     n[q+p)  II{q—p) 

\m'^+'y. sia  {2p  +  i)y  .dy  =  {—iyn-,,-+T    "'"'^''^ 


ist,  wenn  p  und  q  ganze  und  positive  Zahlen  bedeuten ,  und 

ist.  Substituirt  man  diese- Ausdrucke  in  die  Summenformeln  des  vor.  Art., 
so  ergiebt  sich ,  y  +  ß  mag  grade  oder  ungrade  sein, 

F(-«,  -ß,  y,  -<)  =  (-  iy  Vl~+fi-f'  -0  (^<)  • 

für  welche  nur  noch  der  Ausdruck  von  a^  zu  ermitteln  ist.  Es  isf  viel- 
leicht überflüssig  diesem  hinzuzufügen,  dass  wenn  z  eine  ganze  und 

positive  Zahl  ist, 

// (z)  =  1.  2.  3...Z 
und  ausserdem 

//(0)  =  < 

ist.  Zur  obigen  Summenformel  ist  noch  zu  bemerken ,  dass  durch  die 
Vertauschung  der  Elemente  a  und  ß  mit*  einander  daraus  eine  ähnliche 
entstellt,  die  im  Allgemeinen  die  Summation  vermittelst  anderer  Zahlen- 
werthe  der  in  dem  Ausdruck  vorkommenden  Factoren  giebt,  und  dass 
daher  Fälle  vorkommen  können,  in  welchen  es  in  den  Anwendungen 
vortheilhafter  ist,  »ich  der  durch  diese  Vertauschung  entstehenden  Sum- 
menformel zu  bedienen. 

Diese  Formel  giebt  nicht  blos  die  Summe  der  bezeichneten  FFunction, 
sondern  auch  die  einiger  anderen.  Die  allgemeine  Verwandelungsformel 

F  («,  /?,  y,  X)  =  i\  —  xr-F{H.  Y  —  ß.  y.  -^) 
giebt 

F  (_«,  y  +  ^:  y,  -^)  =~-  F  (-  «,  —ß.Y^-  1) 

/^  (y  +  «^  — /*.  y,  i)  =i-^(-«^  — /*' y^  — 1) 

und  die  Summenformel  (11)  giebt  daher  auch  die  Summe  dieser  beiden 
FFunclionen,  in  welchen  das  vierte  Element  =4  ist.  Ferner,  die 
Gleichung  (10)  des  Art.  7.  giebt  wenn  man  a?  =  —  1  setzt 

und  die  vorstehende  allgemeine  Verwandelungsformel  giebt,  wenn  man 

X  =  2  setzt, 

•22* 
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F(_12,  —8,  1,  -1)  =  1  —  l'-f  +  7;-;;;'-;  qp  etc. 

=  1  —  96  +  1848  —  12320  +  34650  —  44352 

+  25872  —  6336  +  495 
=  —  238 
wie  oben.. 

•    '  12. 

Man  kann  auch  Ausdrücke  geben,  durch  welche  die  aCoefficienten, 
jeder  für  sich,  erhalten  werden.  Sei  e  eine  ganze  und  positive  Zahl,  und 

a-/?-y+4  =  +  « 

dann  ist  aucli  stets  — ^^  eine  ganze  und  positive  Zahl ,  die  Null  ein- 
geschlossen.  Es  wird  hiemit 

und  die  Entwickelang  der  Binomien  giebt 

(*'—  7)^  =  ^'~'  —  4^  *'"'"*  +  ^"*/.T'~'  «'"'"*  +  etc. 

(z  ±  4")'  =  «•  ±  f  *'""  +  -  V.i^  *'~*  ±  «^• 
woraus  sogleich 
ra„=1 


(13) 


£ 


«1  =  +  , 

i  .t  — <  A  —  t 

^'2  ' —  "IT2  F" 

+    («.6  —  < .  c  — 2    *      *       l  —  t 
-       — |~<T27är T'T" 

«.«—41« — 2.«  —  8        «.« — 4     A  —  «    ,    il  —  e.A  — «  —  S 

I     ie,i  —  4..«  —  4        «.«  —  4.«  —  2     A — «   ,     6      k  —  «.A  —  t  —  2 

^5  i  I       r  2  .  .  6  4.2.3  2~  "*"  T  ITi 

«.« — 4..« — 5       «.« — 4..« — 3     X — «   ,    4.« — 4     A — «.A — « — 2       A— «.A— 6  — 2.A — «—4 

^6  4.2.  .6  4.2.  .  4  2~  "^"772  2T4  2.4.6 

etc. 

folgt.  Wenn  man  den  letzten  der  durch  (12)  berechneten  aCoefficienten 
auch  durch  den  bezüglichen  Ausdruck  (13)  berechnet,  so  erhält  man 
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auch  eine  Controlle  für  die  Richlii^keit  der  numerischen  Rechnung.  Für 
das  obige  Beispiel  wird  f  =  4  und  k  ^^  20,  und  daher  durch  [  1 3) 

ög  =  28  —  336  +  70  ^  —  238  r» 

wie  oben. 

13. 

Man  sieht  aus  dem  Vorhergehenden,  dass  die  /7FuDctionen,  die 
wir  hier  betrachtet  haben,  sich  im  Allgemeinen  nicht  durch  ein  einziges, 
aus  /ZFunctionen  bestehendes  Glied-  darstellen  lassen,  es  giebt  jedoch 
besondere  Fälle,  in  welchen  dieses  möglich  .wird.   Unter  diesen  will  ich   , 
erst  den  Fall 

betrachten.   Die  Gleichungen  (1 2)  geben  in  diesem  Falle  sogleich 
0^  =  0 

«,  =  — i(«+(?  +  y  — 1) 
«,  =  0 

etc. 
und  es  wird  daher.  Wenn  ausserdem  p  ungrade  ist, 
F(— «,—/?.  y,  —  1)  ^0 
und  wenn  ß  grade  ist, 

F<—a  —äy^i)  =(     i)^^  n[r-i)n[ß) 

welcher  Ausdruck  denen  der  Art.  5.  und  6.  analog  ist.  Ein  anderer  Fall, 
in  welchem  ein  analoger  Aasdruck  entsteht,  ist  der,  wo 

ist.   Die  Ausdrucke  (1 3)  geben  in  diesem  Falle 
«0  =  '1  •  «1  =  ±  * 

1_(.1_C          -         _|_  l  —  \.X-% 
•*4  = JT* '     'hi  —  ± 17* 
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Hieraus  folgt, 

wenn  ß  eine  grade  Zahl  ist, 

und  wenn  ß  eine  ungrade  Zahl  ist, 

F(_„.-^,,,_i)=+(_1)  ,,^^^_^,^(,^^,^^^ 

wo  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn 

und  das  untere,  wenn 

a—'ß  —  r+i  =  —  I 

ist.  In  meiner  vorigen  Abhandlung  habe  ich  durch  eine,  von  der  hier 
angewandten  gänzlich  verschiedene,  Methode  die  Function 

F  ( —  /ti,  fi,  i ,  sin  ^k) 

und  deren  erstes  Differential  in  Bezug  auf  k,  in  dem  Falle  wo  ä  =  ^ 
summirt,  diese  Functionen  gehören  in  den  eben  behandelten  Fall,  und 
ich  werde  daher  zeigen,  dass  das  sich  aus  den  hier  entwickelten  Aus- 
drücken ergebende  Resultat  mit  jenem  übereiostimmt.  Es  wird  ver- 
mittelst eines  bekannten  Satzes 

dF(-^,^  4,  sin  «AB  ^  _  2^8  ginfc  cosfc  F  (1  —  ^,  1+^,  2,  sin  *Ä) 

und  die  beiden  zu  summirenden  Functionen  sind  daher 

F(— /e,  ^,  1,i)  und  —fi^F{i—fA,  1+//,  2,  i) 

die  ich  der  Kürze  wegen  mit  F  und  F'  bezeichnen  werde.  Durch  die 
Verwandelungsformeln  des  Art.  9.  bekommt  man  nun  zuerst 

F  =  ±;F{-fi,i-fi,i,-i) 

F=  -  -f_-,  F  (1  - ^,  1  -^,  2,  -  1) 

Es  ist  also  hier  bezüglich 

u  =  fi,  fi  =  n^  —  < ,  y  =  ^ 

und  a=z  fi  —  1,  ß  =  t^  —  1,  y  =  2 

es  wird  daher  für  die  erste  Function 

«  —  /?  —  y  +  \  ^=  +  1 

und  für  die  zweite 

«  —  ß  —  y+1  =.  —  \ 
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SubBtiluirt  man  diese  Werthe  der  Elemente  a,  ß  und  /  io  die  obigen 
Sammenfonn^ln ,  so  bekommt  man 

wenD  fi.  ungrade  ist, 
F=fc    ^    -        ■ 


nic- 

-1) 

1 

^)y 

und  wenn  fi  grade  is^. 


•^    "(-?-)"  (<=?-■) 


oder  wenn  man  die  /TFunctionen  ausschreibt, 
wenn  ft  ungrade  ist, 


F 

_  t 

-<J 

1.1. s 
3.4.» 

•  ■/•- 

-a 

1 

■  1 

F' 

=  - 

-2^F 

und 

wenn  ft 

gra'de  ist. 

_  H 

1       '  a, 

.s.S. . 

■  ^  — 

.*.«.. 

■** 

F- 

=  2, 

^F 

mit  jenen  Resultaten  tibereinstimmend. 

§»• 

EntwickeluDg  der  negativen  und  ungraden  Potenzen  der  Quadrat- 
wurzel der  Function 

r^  J-  r''  —  2rr'  (cos  ü  cos  17'  +  sin  JJ  sin  ü'  cos  ^)' 
nach  den  Potenzen  von  r  und  r',  und  den  Cosinussen  und  Sinussen  der  Viel- 
fachen der  wahren  Anomalien. 

14. 

Es  solleQ  fortwährend  r  der  Radius  Vector  des  PlaDeten  m,  r*  der 
des  Planeten. m'  bedeuten,  und 

r'  >r     r      '.-•      1   I  ..M     A 
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sein.  Den  Winkel  zwischen  dein  Radius  r  und  der  gegenseitigen  Knoten- 
linie der  beiden  Babnebenen  nenne  ich  ü,  und  den  zwischen  r  und 
demselben  Theil  derselben  Knotenlinie  U';  die  Neigung  der  Bahnebenen 
gegen  einander  sei  /.  Es  ist  zwar  hier  gleichgültig,  ob  man  für  /  den 
spitzen  oder  den  stumpfen  Winkel  wählt,  den  die  beiden  Bahnebenen 
mit  einander  machen,  um  aber  von  einer  festen  Kegel  auszugehen, 
werde  ich  annehmen,  dass  /  nie  grösser  sei  wie  90®.  Die  Winkel 
U  und  ü'  müssen  ihren  Anfang  in  den  Theilen  der  Bahnebenen  nehmen, 
die  diesen  Winkel  /  einschliessen ,  und  es  ist  folglich ,  wenn  der  Winkel 
zwischen  r  und  r  mit  H  bezeichnet  wird, 

cos  H  =  cos  U  cos  ü'  +  sin  ü  sin  U'  cos  / 

=  cos  ^iJ  cos  {V—  U)  +  sin  ^J  cos  {U'+  U) 

Nennt  man  die  gegenseitige  Entfernung  der  beiden  Planeten  A,  so  wird 
A'  =  f*+  r « —  %r  cos  ^J  cos  {V—  ü)  —  2rr'  sin  V  cos  {U'+  U) 

Um  diesen  Ausdruck,  so  wie  dessen  Entwickelung ,  auf  den  Fall  an- 
wenden zu  können ,  wo  der  eine  der  beiden  Himmelskörper  rückläufig 
ist,  braucht  man  nur  in  den  Formeln  der  elliptischen  Bewegung  des- 
selben die  mittlere  Bewegung  negativ  anzunehmen.   Sei  nun 

y  COS  ^J  =±:  a ;  -^  sin  %J  =  ß, 

dann  lUsst  sich  der  vorstehende  Ausdruck  leicht  auf  folgende  Form  bringen, 

(1 4)  $*  =  1  —  2a  cos  [V—  U)  —  2/?  cos  {U'+  U)  +  a^  +  2a/?+ (i^ 

die  eine  Verallgemeinerung  der  bekannten  Form 

1  — 2y  cos  x+)^ 
ist,  und  in  diese  übergeht,  wenn  man  entweder  a  oder  ß  gleich  Null 
macht.    Setzt  man  ferner 

2  cos  (U  —  U)  =;,  +i-,  2  cos  {ü'+  U)  =  q  +  ^ 

dann  sind  p  und  q  die  den  Bögen  U' —  U  und  U'+  U  zukommenden, 
imaginären  Exponentialfuuciionen ;  nemlich ,  wenn  man  die  Grundzahl 
der  natürlichen  Logarithmen  mit  c  bezeichnet, 

Durch  die  Substitution  dieser  Ausdrücke  bringt  man  (1 4)  auf  folgende  Form 

(15)  <^  _=  ii-ap-(i<i)  (1  -  --  -  f)  -«/?(rf-  ßj 
welche  ich  der  beabsichtigten  Reihenentwickelung  zu  Grunde  legen  werde. 
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15. 

Durch  die  Entvvickelung  der  Factoren  und  des  Quadrats  des  Aus- 
drucks (1 5)  kann  man  leicht  seine  Identität  mit  dem  Ausdruck  (1 4)  nach- 
weisen, allein  man  kann  ihn  auch  auf  die  folgende  Art  direct  finden. 
Ich  beziehe  die  beiden  Körpfer  m  und  m  auf  die  Achsen  der  rechtwink- 
lichen  Coordinaten  x,  y,  z,  und  x,  y,  z.  Die  Ebene  der  Bahn  des  m 
soll  die  xy  Ebene,  und  der  aufsteigende  Knoten  von  m  aufm'  die  o?  Achse 
sein ,  dann  haben  die  Coordinaten  von  m  und  m  folgende  Ausdrücke, 

X  =  r  cos  U       • ,  X  =  r  cos  IJ' 

y  :=  r  cos  /  sin  U,  y  =  r  sin  V 

z  =:  r  sin  J  sin  U ,  z  =  0 
und  es  ist 

4 

=  k'-ar— (y— y)  /=!}  {x—x  +  (j/'-y)  /—i}  +  z*     (1ö) 


Die  vorstehenden  Ausdrücke  der  Coordinaten  geben  aber 
X-  —  (y  —  y)  /^  -^  r  (cos  U' —  /Hl .  sin  17' )  —  r  (cos  V —  /— 1 .  cos  /  sin  ü) 

^^r  Ic  —  y  cos  jJ. c  —  y  sm^jJ.c  I 

=  r'c-"'  "^^^  (1  — «  c'''"-  ''i  '^^^  —  /?c'*''+  ^'  ^ 

und  wenn  man  hierin  —  /— i  statt  V^IIT  schreibt,  so  erfolgt 
^'-0.  +  (y'-y)  /=:?  =  r'c"'^  (l  -  J  - -f-) 

Die  Gleichungen 
geben 

also 

2/— r..sini7=rf-ri' 

und  hiemit  erhUU  man 

Substituirl  man  diese  Ausdrücke  in  (16),  so  geht  (15)  daraus  hervon 
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16. 
'  Ich  werde  nun  zuerst  den  Ausdruck  (1 5)  nach  den  Potenzen  von 
a  und  ß  entwickeln,  und  den  allgemeinen  Ausdruck  der  Coefficienten 
ableiten,  es  ist  klar,  dass  man  durch  die  Summation  dieses  Ausdrucks 
in  Bezug  auf  alle  Glieder,  für  welche  die- Summe  der  Exponenten  von 
a  und  ß  dieselbe  ist,  den  Coefficienten  der  betreifenden  Potenz  von  y 
erhalt.    Sei 

F=\-ap-ßq.  F'=\-^-{ 

dann  wird  (1 5) 

^  =  Fr-^(/J_ri)' 

und  die  Reihenentwickelung  giebt  zuerst 

Von  dieser  Reihe  ISsst  sich  leicht  das  allgemeine  Glied  aufstellen.    Der 
u^  Binomialcoefficient  der  Potenz ^  hat  folgenden  Ausdruck 

^      '  a*"  27  (m  +  tt) // (2m) // (tt) 

WO  die  Argumente  der  /ZFunctionen  stets  ganze  und  positive  Zahlen 

sind,  weil  m  eine  solche  Zahl  bedeutet.    Also  der  u^  Coeflicient  der 

Potenz  —  4^  ist  =  //  (au) 

a'«(ir(u))' 

und  die  obige  Reihe  wird  daher  durch  folgenden  allgemeinen  Ausdruck 

dargestellt, 

welcher  nun  weiter  zu  entwickeln  ist. 


17. 
Durch  Hülfe  des  Ausdrucks  (1 7}  bekommen  wir  zuerst 

•  a*" // (tt  +  n)  77 (itt) // (n)    ^   ^  ^  '    '^ 

aber  der  Coefficient  von  «*  ß^  in  der  n*"  Potenz  von  ap  +  ßq  ist  = 

4  .  J  .  3' .  .  .  I 

und  da  in  jedem  Gliede  k  +  l  =  n  ist,  so  kann  man  diesen  Coeflicienten 

auch  so  schreiben  //(») 

T£{k)n(i) 
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Es  wird  also 

2ii-fl 

'     j***  n(u-\-n)  n{%u)  Tiik)  n[i)  ^  ^ 

Der  CoefTicient  von  «*/?'  ist  hier  stets  ein  einziges  Glied,  welches 
auch  mit  p^q^  lüultiplicirt  ist,  da  nun  F'aus  F  durch  Verwandelung  von  p 

inp""*  und  q  in  q^^  hervorgeht,  so  wird  die  Entwickelung  von  F' V- 

aus  der  eben  abgeleiteten  durch  blose  Verwandelung  von  p''q^  in  f^q"^ 
erhalten.    Es  ist  daher 

F  -  "^^  =  .^«y    ;    niiu+tn)nw *     ,. 

'        2-" //(u+n)  77(8«)  //(fc) //(/)   ^       ^ 

Im  Product  dieser  beiden  Grössen  kann  der  Factor  «*/?'  durch  alle  mög- 
lichen Verbindungen  von  k  =  0,  1=^  0  bis  fc  =  fe,  /  =  /  liervor- 
gebracht  werden.    Nemlich  die  in  F' i"  mit 

«V^    «V»    «V^ «V 

«V",  «V'  «V*.  •  •  •  •  «v 

iniiltiplicirten  Glieder  geben ,  wenn  sie  bez.  mit  den  in  F        2^^  mit 

«V,     «*/?'■"'.    «v~*.    •  •  •  •  «v° 

multiplicirten  verbunden  werden,  Glieder  die  alle  mit  «*/?' multiplicirt 
sind.  Diese  Verbindungen  sind  die  einzigen,  die  solche  Glieder  hervor- 
bringen können,  und  sie  unterscheiden  sich  alle  durch  die  Exponenten, 
die  p  und  q  bekommen.    Diese  sind  für  die  obigen  Verbindungen  der 

Reihe  nach  i.    i    •  l    i    i    '  l      i 

P  9  y       V  H       y      P  q     \       ...  P  f]" 

Der  Coedicient  eines  jeden  dieser  Glieder  ist  Ein  Glied,  denji  jede  dieser 
Potenzen- wird  in  dein  Coelficienten  von  «*/?' nur  Einmal  hervorgebracht. 
Denkt  man  sich  nun  ausser  unter  k  und  /  auch  unter  r  und  a  zwei 
ganze  und  positize  Zahlen,  die  Null  eingeschlossen,  so  kann  man  das 
allgemeine  Glied 

in  (FF)  -  -^  mit  «V'P*"^'?'"*^ 
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multiplicirt  sich  denken,  und   dieses  kann  nur  auf  Eine  Art,  nemlich 
durch  die  MuUiplication  des 

in  F[        2-  von  ä'ßy^q-" 
abhängigen  mit  dem 

in  F 2-  von  a*-*/J'-^p*-^g'-*' 

abhängigen  entstehen.   Setzt  man  daher 

(1 9)  {FF)  -  '-^  =  ^M  [K  l)  r</5' 

WO  also  überhaupt  M  [k,  l)  den  Coefficienten  des  in  {FF')         2-  mit 

a'^  ß^  multiplicirten  Gliedes  bezeichnet,  und 

(19*)  M  (fc,  /)  =  SN{t,  a)p''-^q'-^ 

so  dass  überhaupt  iV(T,  a)  den  Coefficienten  des  in  M  (fc,  /)  mit  p*-*^^'"*' 

multiplicirten  Gliedes  bezeichnet,  so  erhält  man.  sogleich 

^       ^  ^'     ^  2^*77(tt  +  f;  +  ii;)//'(tt  +  r  +  a)(Xr(«tt))«//(t;)//(u?)  77(0  f/{a) 

WO 

W  =  fe-f/,    V  =  k  T,    W  =  /  G 

ist.   Die  eine  Summatlon  des  Ausdrucks  (19^^)  muss 

von  T  =  0  bis  r  =  k 

und  die  andere 

von  0  =  0  bis  a  =  l 

ausgedehnt  werden.  Da  aber  das  Product  FF  reel  ist,  und  keine  Sinusse 
enthält,  so  müssen  die  Coefficienten  der  negativen  Potenzen  von  p  und  9 
denen  der  gleichen  positiven  gleich  sein,  und  gleiches  algebraisches 
Zeichen  haben.  Man  braucht  daher  die  Summation  nur  bis  dahin  aus- 
zudehnen wo  beide  Exponenten  negativ  werden. 


18. 
Da  der  r^'  Binomialcoefficient  der  m**"  Potenz 

_//  ( w) 

ir  (r)  //  (m  —  r) 

ist,  so  bekommt  man  sogleich 

9"     "*"    7/(2)  /7(2tt  — 2)       q""''^    "^    Jf  [u]  11  {^u      4)       ^""^    "T  •  •  "T     ^« 

77  (2m)  p"-*  77  (2m)  p**"^    ,  ,  77  (2t<)  ^"^ 

77(1)  77(2tt  — 4)  9*'~*  77(3)  77  (2a— 3)  g""^  7/ (<)  7T(2tt— <)    p"~* 
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Es  ergiebt  sich  au^  diesem  Ausdruck,  dass  die  Form  der  Glieder 
in  dem  Coeflicienten  von  a*  ^  in  der  Entwickelung  von  -j-  schliesslich 
eine  zweifache  ist,  und  dass  die  Glieder  der  einen  Form,  welche  aus 
der  ersten  Zeile  des  vorsiehenden  Ausdrucks  entstehen  werden ,  mit    . 

hingegen  die  der  andern  Form,  die  aus  der  zweiten  Zeile  hervorgehen 
werden,  mit  a_-27— i    /-20— i 

multiplicirl  sein  werden.    Setzt  man  daher 

so  wird  der  CoefTicient  E  {k,  l)  die  folgende  Form  haben 

E{kJ)  =  ^G{T,G)p'-^'q'-^'—  -S'/7(r,a) />*-*'->  (/'-»«-»    (2<) 

und  die  Aufgabe  besteht  zunächst  darin ,  die  Ausdrücke  dieser  G  und 
//Coeflicienten  durch  bekannte  Grössen  zu  erlangen. 

Substiluirt  man  zuerst  den  Ausdruck  (19)  in  (18),  so  bekommt  man 

E(k,l)  =  M{k-u,  l-„)  ..i^^^  (r±-fLy 

=M-{k,i){n  -ny 


p 

wenn  man 


(-22) 


M-{k.l)=-^!^l^^^,M{k-u,l-u) 


setzt.    Setzt  man  andrer  Seits 

M'  (fc,  /)  =  ^-N'  (r,  g)  .  p^-2t-«^/-?«--  (23) 

dann  giebt  der  Ausdruck  (20) 

N'fr^a)  =  ^-, Jri^_+Jw-iu)  iißu+^r+U) 

indem  durch  die  Substitutionen  k  —  u  statt  k,  und  /  —  u  statt  / 

n  in  n  —  2i/,  v  in  v  —  u,   und  w  in  w  —  u 
übergehen.    Schreibt  man  nun  zur  Abkürzung 

und  verslelit  unter  X  die  ersle,  und  unter  —  X'  die  zweite  Zeile  des 
Ausdrucks  rechter  Hand  in  der  Gleichung  (20*),  so  wird  vermöge  der 
Gleichungen  (21),  (22)  und  (23),  zuerst 

^'G  [t,  o)  ;/-2^  q'-^-  =  ^XN'  (t,  o)  p*"«^-"  qi-i"-« 
2^11  (t,  o)  p^-i^-iq'-io-i  ^  yX'N'{T,  a)j}''-''-''q'-^'-' 
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•  « 

und  da  diese  Gleichungen  identisch  sein  mtti^sen,  so  bekommt  man  durch 
die  Substitution  der  Ausdrücke  von  X  und  X'  in  dieselben  sogleich 

WO  die  Summatipnen  sich  auf  u  beziehen,  und  auf  alle.Werthe  desselbeo 
ausgedehnt  werden  mttsseh,  die  Glieder  geben,  die  nicht  Null  werden. 


19. 

Substituirt  man  nun  flir  die  iVCoefficienten  ihren  Ausdruck  (24) 
in  die  oben  erhaltenen  Ausdrücke,  so  ergiebt  sich 

(25)  G  (r,  a)  =  KT,  H  (r,  a)  =  KT 

wenn 

j^ n{%v+%w)  i7(lr+ao) 

«**  ii(v+w)  n{T+a)  ii(v)  n{w)  n[T)  n{a) 

a^  n {v)  n  ja)        , «*"  ii{v)  n(w)  n[t)  n-(o) 


n  (v— u) /7(a— II) // (2tt)  ^ //(v -f#-j-4)/rfa~fi+4)//(u;— 4)/7{r— 1)//(i«~J)//(i) 

:  a'**  rr  jv)  ir  jw)  n  (r)  n  (a) 

"*"  i7(tj  — tt+s)  /r(a-tt+2)  /r(u;— a)i/(r-a)  i7(att— 4)  iT(4)  "*"••' 

,  J^"  TT  (v)  //  (W)  n  (r)  /f  (a) 


-f 


/7(u;  — tt  +  l)  //(r  — tt  +  l)  i/lv  — <)  /r(a-4)  //-(«u  — 2)  //(«) 
«*•*  TT  (u;)  //  (r) 


7/(u;  — tt)  77(r  — tt)  //(2tt) 


jn., /7(lt;+gtf?^a)  /7(ar4-la4-a) 


r=:-2r 


2*-^*  //(v+io  — 4)//(r  +  a  +  <)/Z(t;)  TT  (ti;  —  4 ) /T (r)  //(a  +  4) 

2^"  //(v)  //(g+l)   

7/(1;  — tt)  77(a  — tt-i-^)  nyiu  —  K)  77(1) 


, 2^"  77  (t;)  //(u;-<)  7/(r)  /7(a  +  4) 

■^    77(t;  — tt  +  4)  77(a  — tt  +  2)  77(m;— 2)  n[t  —  K)  7/(2tt  — 8)  77(8)  "*""• 

a-^T/fv)  77(u;  — <)  77(0  77(g  +  4) 

■'"    77 (u;  -  a-f  1)  77(r  — m  +  2)  77  (v  — 2)  77(a  — <)  77(2tt  — 8]  77(3) 

j 2^"  77  (t?)  77  (w-  4)  77(r)  77(a+4) | 

''"    77(u>  — tt)  77(r  — a4-4)  77  (v  — 4)  77  (o)  77(2u  — 4)  77(4)1 

gesetzt  wird.  Die  Summalionen  dieser  Ausdrücke  für  T  und  T'  müssen 
so  ausgeführt  werden  wie  am  Ende  des  vor.  Art.  angeführt  wurde. 
Man  sieht  hieraus  leicht,  dass  in  Bezug  auf  T  die  Summation  sich,  wenn 


EnTWIGKELUNG  der  negativen  DND  UNGRADEN  POTENZEN   U.S.W.       315 

a  <v 
im  ersten  Gliede  von  ti  =  0  bis  ti  =  o 

-  zweiten   —       -     ti=1    -     ti  =  o+1 

-  dritten     —       -     ti  =  2-     u  =  a  +  2 

u.  s.  w. 
und  wenn 

a  >  V 

im  ersten  Gliede  von  w  =  0  bis  u  =  v 

-  zweiten   —       -  '  u  =  i    -     u  =  v  +  i 

-  dritten     —       ^   u  =  2   -     u  :=  v  +  2 

u.  s.  w. 

■ 

erstrecken  muss.  Betrachtet  man  den  Ausdruck  für  T  näher,  so  findet 
man,  dass  das  letzte  Glied  mit  dem  ersten,  das  vorletzte  mit  dem  zweiten, 
u.  s.w.  identisch  wird,  wenn  man  in  jenen  w  in  v,  und  t  in  a  verwandelt, 
und  es  ist  leicht  einzusehen,  dass  dieses  so  sein  muss.  Man  kann  daher  die 
Grenzen  der  Summalion  auch  so  ausdrücken.   Sie  erstreckt  sich,  wenn 

im  letzten  Gliede  von  ti  =  0  bis  u  =  r 

-  vorletzten  ti=1    -    u  =  t  +  i 

u.  s.  w. 
und  wenn 

im  letzten  Gliede  von  u  =  0  bis  u  =  w 

-  vorletzten w=1     -    u  :=  w  +  i 

U.  6.  W. 

In  Bezug  auf  die  Summation  des  Ausdrucks  für  T'  findet  ein  ganz  ana- 
loges Verhalten  statt. 

20. 

Um  diese  Ausdrücke  fUr  T  und  T'  näher  kennen  zu  lernen ,  ist  es 
hinreichend  die  ersten  Glieder  derselben  für 

u  =  0,  M  =  1,  w  =  2,  etc. 
auszuschreiben.    Erwägt  man  dass  allgemein 

n{z  +  n)  =  {z+  i)  {z  +  i){z+3)  .  .  .{z  +  n)  n  {z) 
ist,  wenn  n  eine  ganze  und  positive  Zahl  bezeichnet,  so  findet  man 
leicht,  dass 

Abhandl.  d.  K.  S.  G«s.  d.  WiMcnicb.  IV.  2B 
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r-i+8yj-  +  y  ^,^,  +y — ,.,.».t.».t —  +  etc.     . 

+*     T.  «Tri—  +  *^     «.«.4.a TT  +  "     i.t.i.s ♦.».«.>      +  ^te. 

+  otc. 

W  — *.•    i^ki-Z^-A« ••• — *.••• •     .£ML_/      .   Ä»— 4.r— *.» — 1,9.9 1.0— i 


+2S»{a+l)     ,,.,,     +«^(o+«)     ,.,.,., —  TT  +2^(«+<)     «.».i.« ».i.i.t    +« 

+  elc. 

*)  WO  in  beidaaBichtangen  die  Glieder  so  weil  forlge^ielzt  wofden  mAgseo, 
bis  sie  Nol  werden,  welches  stets  der  FUl  Kl,  da  9.  w,  r  und  a  ganze 
und  positive  Zahlen  sind.  Die  vorsIdieMlen  AnadMcke  folgen  einem 
einfachen  Gesetze,  und  man  erkennt  leicht  darans,  dass  T  wie  T'  aus 
dem  Product  von  zwei  Factoren  bestehen,  von  welchen  der  eine  blos 
Function  von  r  und  a,  und  der  andere  blos  Fondioii  von  w  und  r  ist. 
Der  erste  dieser  Facloren  in  T'  ISsst  sich  fiberdies  noch  in  zwei 
Factoren  zerlegen.   Setzt  man  ndmlich 

y I   I   ^  r»*    1   aS  r«r — i.9.  m — t    ,   q^  r.r — t.r  —  f.  •«• — i.9  —  i    ,       - 

*   '  +  ^1.1''"^         4.S.I.«         +^  I.S.S.I.t.S  »'^*^- 

W'          I    ■    a  •P-«'    ■    ^  ic-ir — «.r.r—l    ,    a*  ir.w— l.ir — f. r.r — l.r — S    ,    ^.^ 
=  '  +  ^17?  +  ^       t.i.i.i       +^ i.».s,i.i.» +  ^*^ 

so  isl  Y  =  VW 

und  setzt  man  femer 


=  •+*-i-r+2^ — rm — +*^ ».».7.1.».» — -+etc 


«»wird  r'=  4r  «+r  FW 


*)  Ich  bemerke  hina,  dass  wcod  man  siatt  dieser  die  letzten  Glieder  xttm  TuadT' 
f\\f  H  f^  0,  M  »•  I.  eir.  amsdireibt.  man  dieselben  Aosdröcke  bekommt,  weiches  anch 
lllolil  Hlitlwü  sein  kann. 
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21. 
Die  eben  gefundenen  Functionen  V,  W,  F'  und  W  sind  Gaussiflche 
hypei^ometrißche  Reihen,. in  welchen  das  vierte  Element  gleich  Eins 
ist.   Vergleicht  man  sie  nemlich  mit  der  im  §  I.  angeführten  allgemeinen 
Form  dieser  Reihen ,  so  findet  man 

iq  V 

a  =  —  V,        '  ß  =  —  o,   y  =  i,   xzz=ii 

in  W 

a  =  —  w,  ß=  —  T,   y  =  i,   x  =  \ 

in  V 

in  W 

ar^^  —  tt^  +  1,    ß  =  —  ^y,    y  =  f»    a?==1 

Da  die  beiden  ersten  Elemente  dieser  Reihen  ganze  und  negative  Zahlen 
sind,  so  kann  man  sie  durch  die  Summationsformel  (E)  des  Art.  7. 
summiren ,  und  erhalt  dadurch  unmittelbar 

7r(t;  —  i)  11(0  — -1) 

iv iT(-i)/r  (to+T— i) 

^"^  —      17(«;-|)iT(r-|) 
y,   _    7r(f)  i7(t;  +  a--t) 

—  ir(ti-i)7r(a+i)    • 

wo  die  /ZFunclionen  in  ihrer  allgemeinen  Bedeutung  genommen  werden 
müssen ,  aber  durch  die  Reductionsformel 

/7  («  -  i)  =  «t  2-«- §{Jl     V  ■ 
WO  n  das  Verhttltniss  des  Kreisumfanges  zum  Durchmesser  bezeichnet, 

■ 

in  solche  verwandelt  werden  können,  deren  Argumente  ganze  und  po- 
sitive Zahlen,  die  Null  eingeschlossen,  sind.  Es  wird  dadurch 

Y  iy(t<;+'>g)  n[v)  n{o) 

ly  _       II{tw  +  U)II{w)II{T) 
~  "       77  (w  +  T)  TT  (iw)  JT(Jr) 

~~       // (r  +  ff)  77  (au;}  77 («a  +  «) 


my. Q  7T(«t/;  +  «T)77(u;)77(T+<) 

*   77{m;  +  t)  77(«u;)  77(2r4-2) 


23  • 
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Man  kann  diese  Ausdrucke,  so  wie  die  des  vorvor.  Art.  für  K  und  K* 
noch  yerein&chen.  Aus  der  für  ganze  und  positive  Zahlen  stattfindenden 
Formel  n  [z)  =  i.2.3.  .m 

folgt  leicht  die  Reductionsformel 


IT(U) 


2M .  3  .  5  . . .  22  —  1 


IT  [2) 

Setzt  man  daher  allgemein 

^  (^     J\—    1  .3.5  ...   .i  {»  +  »')   -1 

71  [z,  z)  —  —^  ~        -     —       Y^zrr~ 

und  wegen  /7  (0)  =1  ins  Besondere 

p(0.0)=1,    p(0.z)  =  ^-^:---§=i 

ff  (0,0)  =1.     31  (0,2)  =1 

so  wird 

K  =  Q  (v.w).  (}  {t,  a),   K'  =  Q  {v,  w  —  i) .  Q  {t,  a  +  i) 

■W=7t{w,T)  ,      W^'=^'- 

also     ■ 

T  =n{v.a).7i{w:r),    T  = -^^^^^^^^  n  {v.  a) .  n  {w,  r) 

und  wenn  man  diese  in  die  (25)  substituirt, 

G  (r,  o)  =  Q  (v,  w) .  p  (r,  a) .  TT  {w,  r) .  n  {v,  a) 

womit  die  im  Art.  1 8  angekündigte  Aufgabe  gelöst  ist.  In  Bezug  auf 
die  Q  und  77  Functionen  bemerke  ich  noch  Folgendes.   Dass 

P  (z,  z)  =  p  (z,  z) 

ist,  oder  dass  man  die  beiden  Argumente  der  (>  Functionen  mit  einander 
verwechseln  darf,  ist  aus  dem  obigen  Ausdruck  dieser  Function  ohne 
Weiteres  sichtbar,  aber  es  ist  auch  stets 

u  {z,  z)  =  n  {z,  z) 

welches  durch  nähere  Betrachtung  des  obigen  Ausdrucks  für  diese 
Function  leicht  zu  finden  ist. 


Entwickelurg  der  negatiten  dnd  dngraden  Potenzen  d.  s.  w.      31 9 

22. 

Durch  Hülfe  der  eben  gefundenen  Ausdrücke  fUr  die  G  und  HCo- 
efficienten  giebt  die  Gleichung  (21)  sogleich 

E  [k,  l)  =  ^9  (i>.  w) .  (>  (t,  o) .  TT  {w.  t)  .  71  {v,  a)  p*-**  g'-*"  (26) 

Dieses  ist  der  einfache  und  allgemeine  analytische  Ausdruck  der  Co- 
efficienten  der  Entvvickelung  des  Ausdrucks  (1 5)  von  -r-  nach  den  Po- 
tenzen von  a  und  ß,  und  es  lassen  sich  in  demselben  überdies  noch  die 
beiden  Glieder  in  Eines  zusammen  ziehen ,  wie  weiter  unten  gezeigt 
werden  wird.  Fürs  Erste  werde  ich  aber  dieselben  von  einander  ab- 
gesondert stehen  lassen,  weil  ihre  numerische  Berechnung  in  dieser  Ge- 
stalt Vortheile  darbietet,  die  ich  weiter  unten  näher  erörtern  werde. 
Für  jedes  paar  gegebene  Werthe  von  k  und  /  müssen  im  ersten  Gliede 
des  vorstehenden  Ausdrucks  die  Summationen  sich 

von  r  =  0  bis  r  =  k 
und  von  a  =  0  bis  a  =::  / 
hingegen  im  zweiten  Gliede  sich 

von  T  =  0  bis  r  =  k  —  1 
und  von  a  =  Obisa  =  /  —  1 

erstrecken.  Die  Summe  der  Glieder,  die  mit  «*/?'  multiplicirt  sind,  ist  also 

=  (fc  +  1)  {l+\)  +  kl 

und  das  erste  Glied  dieses  Ausdrucks  giebt  die  Summe  der  positiven, 
das  zweite  Glied  dagegen  die  Summe  der  negativen  Glieder  an.  Ich 
bemerke  noch,  dass  in  Folge  des  Art.  17  stets 

V  =  k  —  T,   w  =:  l  —  a 
ist. 

Ehe  ich  weiter  gehe,  wird  es  wohl  nicht  uodienlicb  sein  zur  Er- 
läuterung des  obigen  Ausdrucks  ihn  für  ein  paar  bestimmte  Werthe  von 
k  und  /  vollständig  auszuschreiben.  Sei  fc  =  2  und  /  =  3,  dann  wird 
zufolge  desselben  der  Coeflicient  von  a^  fi^  in  -^  = 


B(2,3)-(>(S,3).p(0,0) 

+e(ä.2)-e(o.<) 

+  <.(2.l).(,(0,2) 
+  e(2,0).<,(0,3) 
+  ?(<.3).p(t.O) 

^  +(.(<.i)-e(2,i) 

^L  jM-f('.0)-P('.3) 

^h  Jb'C(0.3).(>(2,0) 

^H  *-+p{0,2).(.(2,)) 

^B  +,(0,1).  (,(2,2) 

I 


»{.3,o)pY  -threP.ä) 


.;i(3,0).ii(2,0)p}' 
«(2.4).«(2,0)p',  -t|^(,(2,1).(,(0.ä).,(2.0).;.(2.4);,,' 
ii(2,2).»(1,0)y'5-'-t|Jf(2,0).(i(0,3).:i{1,0).i(2,2)fr' 
;r(2,3).;i(0,0)y'5-'-4y(>(),2).j(M).>.(3,().it(1,0)|l-V 

,(),0).™(3,i)pY  -*r|p('.')-e(<.ä)-''(2.')-»('.')i>-Y 

;.(1,1}.>i(2,i)/,     -4;-Jp(1,0).f(l,3).,(il).,(1,2);,-y.' 
n((,2).ii(l,1)y"9-' 

»(r3).»(),o)p«{-» 

ji(0,0).ii(3,2);i-y 
n(0,1).»(2,2)p-', 
»(0,2).ir().2);i-V' 
n(0.3).;[(0,2);)-"9^ 

jpn  den  posiliven  Gliedern  dieses  Ausdrucks  erltennt  man  sogleich ,  dass 
'.    Jdte  Cöefficienlen  der  negativen  Potenzen  von  p  und  (/  denen  der  bezug- 

/lichen  positiven  gleich  sind,  aber  in  den  negativen  Gliedern 
'»vfiigenschaft  erst  nach   der  Substitution  der  numerischen  Werthe  der 

,  ^Coefficientcn  liervor.    Es  wird  dadurch 


!  (2,3)  - 
+ 
+ 
+ 


1.3.6.7 


7.3       1     * 


3. t.s  .s 

1.S.1.3.S.a.T.9 


1.1.4. 
S.S. 


+ 


rP"r 


.3.3.1.  t.S.l. 
.8. 1,8. f.». 5. 


.3.1.1.1.1.4. 


'  .1  .1  .  1  .'1 
.3 . S  .3.  3 


9.3.9.1. 

+  etc. 


p  q 
p'r 


t     (.3.). f.a.s. 7. 3. 3. 5      _,  ^_j 


wo  in  den  negativen  Gliedern  die  eben  genannle  Eigenschaft  leicht  zu 
erkennen  ist.  Der  Uebergang  zum  Reellen  kostet  keine  Muhe,  wenn  man 
sich  erinnert,  das.*; 
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?"?"'+ 7^  =  2  cos  {m  (ü'~ü)  +  m'(ü'+lO} 

ist.   Man  braucht  ^Iso  nur,  ohne  Rücksicht  auf  die  entgegengesetzten 
Glieder  zu  nehmen, 

2  cos  { (m  +  m)  ü'—  (m  —  m)  ü]  für  p"  g»' 
zu  setzen;  bei  den  mit  p^^  multipUcirten  Gliedern,  oder  mit  andern 
Worten  bei  den  Gliedern ,  welche  die  imaginären  Exponential  Functionen 
nicht  enthalten,  föllt  die  Mulliplication  mit  2  weg.   Der  obige  Ausdruck 
wird  daher,  wenn  man  zum  Reellen  übergeht, 


+•  2  liJilrr  cos  (ü'+  f^) 


23. 

Bevor  ich  zu  den  Goeflicienten  der  Potenzen  von  r  und  r'  Übergebe, 
will  ich  fitalt  der  zu  ü'^—  ü  und  U'+  Ü  gehörigen,  imaginären  Expo- 
neatialfunctionen  die  zu  V  und  ü  gehörigen  einführen.   Sei 

2  cos  ü=  u  +  -i^,  2  cos  U'=  a  +  -j- 

dann  erhalten  wir  folgende  Relationen 

« 

hieraus,  und  wenn  wir  wie  oben  ft  +  /  =  n  setzen,  ergiebt  sich 

A  — 2t  — 1^/— 2a  — 1  __  ^'n  — 2t  — 2a— 2|^— («  — 2/— 2T  +  2a) 

Setzen  wir  nun  ^  •  ^   . 

T  +  G  =  f,    l  +  r  —  a  =  f+g 

so  gehen  in  den  Ausdruck  (26)  die  Exponentialfunctionen  über  in 

?i'''-2/w-<"-*-^-*'>  und  u'—^-^-^u-^"-*'^-'^^ 
aber  da  dieser  Ausdruck  reel  sein  muss,  so  darf  man  dafür  auch 

^^'-(n-2/)^»-2/-2^    mjjl    „'-(»•-t/-2)^n-2/-2^ 
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schreiben.  Da  ferner  A^  eine  symmetrische  Function  von  U  und  V  ist, 
so  darf  man  auch  in  diesen  Exponentialfunctionen  u  und  u  mit  einander 
verwechseln ,  und  also 

i^n-j/ti'-(«-*/-2^)  und  u"^*-^-"*  u'-(«-«/-«^ 

in  dem  Ausdruck  (26)  schreiben ,  ohne  in  den  Coefficienten  derselben 
eine  Aenderung  vornehmen  zu  müssen.  Es  wird  daher,  wenn  man 
auch  k  eliminirt, 

(27)  E (n-/, /) ^ ^Q (v, w) .Q{r,a).n {w, r) . n (v, o) fi»-»/u'-<— */-^> 

>^^  /'=T  +  a,  g=l  —  2a 

V  --  n — l  —  T,    tt;  -—  /  —  a 
gesetzt  werden  muss. 

24. 

Es  ist  schon  im  Art.  1 6.  gezeigt  worden,  dass  man  den  Coefficienten 
von  C^y  durch  die  Summation  der  Coefficienten  von  «"""'/?',  deren  Aus- 
druck eben  ermittelt  worden  ist,  erhält;  wenn  man  bei  dieser  Summation 
n  unveränderlich  annimmt.  Diese  Summation  soll  jetzt  ausgeführt  wer- 
den.  Setzt  man  ^  ^n=«>  »^  /r\« 

so  ist  D„  der  Coefficient,  dessen  Ausdruck  durch  die  bez.  Summation  der 
JECoefficienten  ermittelt  werden  muss.  Der  Ausdruck  (27)  dieser  Coeffi- 
cienten giebt  aber  leicht  zu  erkennen,  dass /);,  folgende  Form  haben  muss, 

/)„  z=  ^  C  (n  —  2/;  —  (n  —  2f—  ig) ) .  u— *^u  "<«-*/- »^> 

wo  die  eine  Summation  sich 

von  f=0  bis  f=n 
und  die  andere  sich 

von  g  =  —  f  bis  g  =  n  —  f 
erstrecken   muss.     Aber   da  A    reel   ist,    so   ist   nothwendig,   wenn 
m  und  m  irgend  zwei  Indices  bezeichnen, 

C  (m,  m)  =  C  ( —  m,  —  m) 
und  da  A  in  Bezug  auf  U  und  U'  symmetrisch  ist,  so  muss  auch 

C  (m,  m)  =  C  (m',  m) 
sein.    Man  braucht  also  in  der  That  die  Summation, 
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wenn  n  eine  grade  Zahl  ist, 
nur  von  f  =  0  bis  f  =  ^n 
und  von  g  =  0  his  g  =  n  —  2f, 

und  wenn  n  eine  ungrade  Zahl  ist, 

nur  von  f  ==  0  bis  f  =  ^^^ 

und  von  g  =  0  bis  g  =  n  —  2f 

auszudehnen ,  um  alle  Glieder  von  D„  zu  erhalten ,  deren  Coefficienten 
einander  nicht  gleich  sein  müssen. 

Es  ist  nun   zunächst   der  Ausdruck  der  C Coefficienten   zu   ent- 
wickeln.   Da  einestheils 

'i  =  ^E  [n  -  /,  l)  «»-V' 

und  anderntheils 

ist,  so  ergiebt  sich ,  wenn  man  die  Werthe 

a  =  -^  cos  ^^J,  /?  =  -^  sin  ^j^J 

substituirt, 

D„  =  ^'E  (n  —1,1).  cos  '"iJtg^'iJ 

und  wenn  man  (27)  substituirt,  ,    * 

D^  =  cos ^"iJ  -S' tg^'i J  {/>fi»-Vu'-(«-*/-2^)  —  Fm"- */-*  u'-^— y-^J} 

wo  zur  Abkürzung 

P  =  Q  (v,  w) .  ()  (r,  a) .  TT  {w,  r) .  7t  {v,  a) 

geschrieben  ist.  Um  hieraus  den  Ausdruck  der  C  Coefficienten  zu  erhalten, 
ist  nichts  weiter  zu  Ihun,  wie  den  Exponenten  von  u  im  zweiten  Gliede 
dem  im  ersten  Gliede  gleich  zu  machen.  Dieses  bewirkt  man,  indem  man 
im  zweiten  Gliede    ^_  ^  ^^^^  ^^  und  j/  +  1  statt  g 

schreibt.   Erwägt  man  dass  hieraus  verm(%e  der  Gleichungen 

v  =  n  —  /  —  T,w:^^l — a    ) 
die  gleichzeitige  Verwandelung  von 

/  in  /  +  I 
T  in  .T  —  1 
fi;  in  U7  +  1 
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bedingt  wird,  während  v  und  a  uoveründerl  bleiben,  so  bekommt  man 
sogleich 

C{n  —  %  —{n  —  if—ig))  =  cos  »»^J^tg^V  {jP— 0  tg^/} 

■ 

wo  P  denselben  Wertli  wie  oben  hat,  aber 

ist.  Da  in  jedem  CCoefGcienten  ausser  n  auch  /*und  g  feste  und  unver- 
änderliche Werlhe  haben ,  so  hängt  der  vorstehende  Ausdruck  nur  von 
einer  einfachen  Summation  in  Bezug  auf  a  ab.  Um  dieses  hervorzuheben 
ziehe  ich  aus  den  Gleichungen  (28)  durch  die  Elimination  die  folgenden 

v=n  —  f—g—a 
w  :=g  +  o 

T  =  f —  (J 

I  =  jf  +  2a 

substituirt  man  diese,  so  ergiebt  sich  schliesslich 

(29)   C (n  —  2/;  —  (n  —  2f—  ig) )  =  cos  *-i/  tg ^^^JS  {P  tg  *^J  —  0  tg  *•+' J  J  j 

wo 
P''^{n—f-g-a,g+a).Q{f-a,a).n{n-f-g—a,a).n{y+a,f-a) 

ist,  und  die  Summation  im  ersten  Gliede 

von  a  =  0  bis  .  a  =  /' 
hingegen  im  zweiten  Gliede 

von  0  =  0  bis  o  =  f —  1 
ausgedehnt  werden  muss. 


25. 

Die  CoeÜicienten  in  der  Gruppe  der  CCoeflicienten,  die  denselben 
Wcrthen  von  n  und  /*  angehören,  besitzen  die  Eigenschaft,  dass  sie  sich 
wiederholen,  so  dass  der  erste  dem  letzten,  der  zweite  dem  vorlefzten. 
u.  s.  w.  gleich  ist.  Um  dieses  zu  beweisen  schreibe  ich  den  eben  ge- 
fundenen Ausdruck  wie  folgt. 

C  {n-2f.  —  {n  —  2f—2g))  == 

cos'«UUr^^jh^'-l'^'>+<0^^)is'iJ+-a{9,^)is'^J+...+a{g,r)ls*-^iJ\ 
^    '     \-b{0,(i)^'iJ-b{gJ)i^%J-...-big,f-i)tg*f-^jl 


2u  1 
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wo  also  a  [g,  0),  a  {g,  1),  etc.  6  {g,  0),  etc.  positive  Zahlen,  und  specielle 
Werthe  der  ol)en  mit  jP  und  Q  bezeichneten  Coefficienten  sind.  Ich 
mache  nun  darauf  aufmerksam,  dass  der  ursprüngliche  Ausdruck  filr  A^ 
seinen  Werth  nicht  ändert,  wenn  man  darin  180® — J  {\Xr  J,  und — Ü' 
für  U'  schreibt,  und  dass  daher  dieselbe  Eigenschaft  auch  in  der  Ent- 
wickclung  von  -j-  statt  finden  muss.  Setzt  man  daher  in  dem  vor- 
stehenden Ausdruck  der  CCoefEcienten 

180®— J  statt/,  und  n  — 2/*— ^  statt  gf 
so  darf  er  seinen  Werth  nicht  ündem ,  denn  vermöge  der  zweiten  Sub- 
stitution geht     _(^_2f—  ^g)  in  +  (n  —  2/^  —  ig) 

über.    Es  entsteht  hiedurch 

C(n  — 2/;  — (n  — 2/^-2»))  = 

a(n-2^y,0)+a(»-2^(;.1)cotgV+.  .  +  «(»- 2^j/,/)colg*4J 
-b{n-2f-g,0)  cotg  V-6{n-2f j,1)  cotg  V--..-fc(»-2/'-j.H)  cotgV'-'iJ 

Vergleicht  man  die  gleichartigen  Glieder  dieser  beiden  Ausdrücke  der 
C Coefficienten  mit  einander,  so  erhält  man 


-2-Jcotg*<»-V-^)J/ 


a{H—2f- 

-9<  /■) 

-a{g,0) 

.   b{n—2f- 

-9J-^)  = 

=  6(j/.0) 

a  («  —  2f- 

-9^f-^)- 
etc. 

• 

,    bin—if- 

-94-^)  = 

etc. 

=  h{g,\) 

a{n     %f 

-j^.i) 

—  a{9J— 

•1),   b{n-2f- 

-9^)       = 

=  H94-^) 

a{n—2f- 

-?.  0)             : 

<9'f) 

,    6(»_2/-- 

-1/.  0)        = 

=  b{g,f-i) 

Jeder  a  und  iCoefficient  kommt  also  zweimal  vor,  wenn  nicht  die  An- 
zahl der  einen  oder  andern  derselben  ungrade  ist,  in  welchem  Falle  der 
mittlere  derselben  nur  Einmal  vorhanden  ist.  Man  kann,  wie  ich  gleich 
zeigen  werde,  durch  diese  Eigenschaft  bei  der  numerischen  Berechnung 
dieser  Coefficienten  eine  vollständige  Controlle  ihrer  Richtigkeit  erhalten. 


26. 

Da  die  a  und  6  Coefficienten  unabhängig  von  den  Elementen  der 
Bahnen  der  Himmelskörper  sind,  und  daher  in  jedem  Falle  dieselben 
bleiben,  so  habe  ich  sie  bis  zu  n  =  20  berechnet,  und  in  der  Tafel  IV 
dieser  Abhandlung  angehängt.  Ich  habe  bis  zu  dieser  Grenze  alle  Co- 
efficienten berechnet,  obgleich  man  meistentheils  nicht  alle  einer  jeden 
Abtheilung  braucht.  Ich  meine  dass  man  für  die  neuen  Planeten  hiemit 
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ausreichen  wird,  und  sollten  einzelne  Fälle  vorkommen,  in  welchen  man 
sie  für  einige  Werthe  mehr  von  n  bedürfte,  so  habe  ich  die  weitere  Be- 
rechnung derselben  dadurch  zu  erleichtern  gesucht,  dass  ich  die  Tafeln 
I  und  II  für  (>  (z,  z)  und  n  [z,  z)  efwas  weiter  ausgedehnt  habe. 

Nicht  alle  Coefficienten  sind  nach  den  obigen  Formeln  direct  be- 
rechnet worden,  sondern  dieses  hat  nur  für  die  positiven  Glieder  statt 
gefunden.  In  so  weit  nämlich  diese,  dem  eben  bewiesenen  Satze  zu- 
folge, einander  nicht  gleich  sein  müssen,  wurde  der  Ausdruck  für  jP  oder 

(30)  a{g,a)^Q{n'-f-g''a,g+a).Q{f-a,a).n(n-f-g-o,o),7i{g+a,f-ö) 

angewandt.  Die  Berechnung  der  negativen  Glieder  oder  der  6  Coefßcienten 
wurde  dadurch  bewerkstelligt,  dass  ich  den  Factor  suchte,  mit  welchem 
man  den  nächstvorhergehenden  aCoefGcienten  niultipliciren  muss,  um  den 
6  Coefficienten  zu  erhalten.  Es  ist  dem  Vorhergehenden  zufolge  Q  oder 

Aber  aus  den  Ausdrücke^  des  Art.  21  für  die  q  und  Vr  Functionen  findet 
man  leicht  die  Relationen 

Wendet  man  diese  auf  den  vorstehenden  Ausdruck  an ,  so  findet  man 

(31)  b{g,  a)  =  {n  —  f—g  —  o),k  {g,  g)  .  a  {g,  n) 
wo 

(32)  ^  (^'  «)  =  (,,+»ViT)t+0 

und  also  von  n  unabhängig  ist.  Diese  Art  der  Berechnung  der  6Coeffi- 
cienten  ist  nicht  nur  einfacher  wie  die  directe,  sondern  sie  bietet  auch 
eine  vollständige  Conlrolle  über  die  Richtigkeit  aller  berechneten  Coeffi- 
cienten dar.  Schreibt  man  nemlich 

n  —  2f  —  g  statt  g,  und  f —  o  —  1   sUitt  o 
in  (31),  so  entsieht 

b  {n^%f^g,  f^a-^  1 )  =  {g+a+^ ) .  A  {n-^f-g,  /"-a-l ) .  a  {n^2f-g,  /^-a-1 ) 

aber  die  im  vor.  Art.  zwischen  den  a  und  fc  Coefficienten  entwickelten 
Relationen  haben  den  allgemeinen  Ausdruck 

\b{g,a)^b{n^2f^g.f-^o^i) 
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die  vorhergehende  Gleichung  wird  dadurch 

b{9.o)  =  {g  +  G  +  ^).k  [g\  a')  .  a  {g,  o  +  \)  (34) 

wo  '  ar  II*  ä 

g  =  n  —  2f—g,  a  =  f—a  —  i 
ist.  Dieser  Ausdruck  macht  jeden  fc  CoefBcienten  von  dem  zunächst  nach- 
folgenden aCoeflicienten  abhängig,  während  (31)  denselben  aus  dem 
zunächst  vorhergehenden  giebt. 

Der  Coefficient  A  {g\  a)  wird  aus  (32)  berechnet,  nachdem  man 
darin  die  numerischen  Werthe  von  g'  und  g  statt  der  von  g  und  a  sub- 
stituirt  hat. 

Hat  man  nun  einmal  alle  aCoefficienten,  die  einander  nicht  gleich 
sind,  durch  (30)  berechnet,  und  rechnet  dann  die  fcCoefficienten  erst 
durch  (31),  und  dann  durch  (34),  dann  ist  die  Berechnung  aller  Coeffi- 
cienten  controllirt.  Man  braucht  sich  bei  der  Anwendung  dieser  Controlle 
nicht  speciel  um  (34)  zu  bekümmern,  denn  wenn  man  bei  gegebenen 
Werthen  von  n  und  f  durch  successive  Veränderung  der  Werthe  von 
g  und  a  fortfährt  alle  Coefficienten  zu  berechnen,  so  wird  man  von  selbst 
auf  (34)  hingeführt.  Z.  B.  für  n  =  9  und  f=i  bekommt  man,  wenn 
man  g  =  i  und  a  =  0  setzt, 

6  (1,0)  =  6  .A(1.0).a(1,0);  A(1,0)  =  4^ 

woraus  der  Werth  von  6  (1 , 0)  folgt,  nachdem  a  (1 , 0)  aus  (30)  berechnet 
worden  ist.  Im  weiteren  Verlaufe  der  Berechnung  der  Coefficienten  für 
n  =  9  und  /"=  2  kommt  man  auch  auf  die  Werthe  jf  =  4  und  a  =  1 , 
und  hiemit  geben  (31)  und  (32) 

6  (4,1)  =  2  .  A  (4,1)  .  a  (4,1);  A  (4,1)  =  ^3- 

Für  dieselben  Werthe  von  n  und  f  zeigen  (33)  aber,  dass 

6  (4,1)  =  6  (1,0) 

a(4,1)  =  a(1,1) 

es  wird  also 

6  (1,0)  =  2  .  A(4,1^  .  ff  (1,  1) 

welche  Gleichung  den  Werlh  von  6(1,0)  durch  a(1,1)  giebt,  und  mit  (34) 
offenbar  übereinstimmt,  wenn  man  darin  ausser  den  obigen  Werthen  von 
n  und  /',  .9  =  1  und  f>  =  0  setzt.  Aus  (30)  ergiebt  sich  für  unser  Beispiel 

a  ['\ ,Uj  ^=  j.4.6...'."TT2"T  *  TT  '  T 

a  (iii)         S.4.6...40.S.4   *  TT  '  T"  *  T  . 
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Wenn  man  nun  bei  der  Berechnung  des  Logarithmus  eines  dieser  Co- 
efßcienten,  oder  bei  der  Berechnung  des  von  k  (1 ,0)  oder  k  (4,1)  Fehler 
gemacht  hat,  so  zeigen  diese  sich  durch  die  Nichtübereinstimmung  des 
durch  die  beiden  vorstehenden  Gleichungen  doppelt  berechneten  Werthes 

von  6  (1 ,0). 


27. 

Der  im  Vorhergehenden  für  die  CGoefBcienten  gefundene,  allgemeine 
Ausdruck  (29)  gilt  für  jeden  Werth  der  Neigung  J,  und  da  man  diese 
immer  so  wählen  kann,  dass  sie  nicht  grösser  wie  90"  ist,  so  folgt,  dass 
tg  •}-/  nie  grösser  wie  Eins  werden  kann.  Wenn  aber  /  eine  gewisse 
Grösse  übersteigt,  dann  wird  die  Berechnung  der  CCoefBcienien  durch 
diesen  Ausdruck  sehr  beschwerlich ,  weil  für  grosse  Werthe  von  n  die 
GoefGcienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  tg  ^J  sehr  gross  werden, 
und  die  CCoefficienten  schliesslich  von  kleinen  Differenzen  grosser  Zahlen 
abhängen.  Ich  habe  mich  durch  Versuche  davon  überzeugt,  dass  man 
für  eine  Neigung  wie  die  der  Pallasbahn  —  ungefähr  35®  —  sich  noch 
immer  des  genannten  Ausdrucks  bedienen  kann,  wenn  man  nur  die  Co- 
eflicienten  für  die  grössten  Werthe  von  n  mit  Logarithmen  von  sieben 
Stellen  berechnet,  und  da  in  unserm  Planetensystem  bis  jetzt  keine 
grösseren  Neigungen  bekannt  sind,  so  könnte  ich  es  bei  dem  Ausdruck  (29' 
bewenden  lassen.  Allein  da  man  nicht  wissen  kann,  welche  Neigungen 
uns  noch  in  der  Folge  bekannt  werden,  so  will  ich  dem  genannten  Aus- 
druck auch  andere  Formen  geben,  die  bei  grösseren  Neigungen  besser 
zur  Anwendung  dienen  können. 

Führt  man  statt  der  (>  und  tt  Functionen  die  ZiTFunctionen  wieder  ein. 
so  wird  der  Theil  des  Ausdrucks  (29)  von  C  (n —  2f,  —  (n  —  2f — 2g'), 
welcher  innerhalb  der  Klammern  steht  = 

//  (2n  —  2/-)  jr  :<if]  II  {in  —  2/"—  ig)  II  ;2/'+  2^/, 


X  2' 


2-"  //  («  ^nnif)  jr{n-  f-  g)  IT  (f+  g) 


n  ,2n  —  2/  —  2<7  —  2o;  //  (2üj  //  [ig  -f  2o,  II  [if—  2a; 


n[in^if—ig  —  ia  -1)  //  (2o-fl)  // '2(7 -(- 2  ;  +  1  ]  //  [if-ia  —  i)  \ 

Wenn  man  hierin  0  statt  2n  schreibt,  so  bekommt  man 
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■ 

C(n-2/;-(n-2/-2ff))  = 

n  (gn-tf)  jrcän  /r(«n~V~aflf)  n  W+tg) 
«*•  /r  (fi-n  //  [f)  n (fi-  f-  g)  n {f^g) . 

X  cos   "i/tg     i-'-S^-O    (        '^y   TT (8n  —  V—  «flr  —  o)  77 (<r)  J7  (t^  +  o)  77 (V— o) 

Die  Grösse  unter  dem  Summenzeicheo  in  diesem  'Ausdruck  ist  wieder 
eine  hypergeometrische  Reihe  von  der  Gattung,  die  im  §  I.  betrachtet 
wurde.  Schreibt  man  nemlich  die  ersten  Glieder  derselben  aus,  so 
flndet  sich 

^'  f_  \Y  _. ._ : tßÜW 

< ( M      ^n^V-^g^^f  t^2i  j  I  ^n^if-^g^^n   v-«^-<. af. V^<  tff*4JXetc 

in  -if—ig)  in%g)  n[tf)  V  ^.^g^'^      ^  ^  T"  4  .  «  .  ^g  +  \  ,  J^  +  8  ^ö  t*  i-  '^^' 

Es  wird  daher 

C(n  —  2f.-{n-2f—2g))  = 

Hcos^^ytg'^iJ.  F(— (2n— 2/--2ff),— 5/;2j/+1^  — IgV)  (36) 
wenn  man  zur, Abkürzung 

jj  _  n[^n^%nn{2f+%g) 


l'^'-nin^f)  U{f)  n{n^f^g)n{f+g)n{ig) 

setzt.  Mit  dieser  FFunction  kann  man  viele  Verwandelungen  vornehmen. 


28. 

Setzt  man 

cos  j 


so  ist  z  eine  Function ,  deren  Maximum  =  1  für  /  =  0  wird ,  und  die 
Null  wird ,  wenn  /  =  90®  ist.  Sie  ist  wegen  dieser  Eigenschaften  in 
den  Fällen ,  wo  J  gross  ist,  zur  Anwendung  geeignet.   Es  ist  nun 

tg*l/  =  1  -z 

SubsliUiirt  man  diesen  Ausdruck  in  (35),  so  wird 
...  ii^  ^^  i  j  — 

.1     0 't'  i^ 

//  [in  —  %f  —ig  —  o]  I£  (a)  7/  {ig  +  a)  71  (2^—  V 


"  =  P     ■  77(a»i  —  2/-2flr  —  a)  77 (2flr+o)  71(2^-0)  77 (rt77(a  —  p) 


II  [in  —  if—ig  —  p   n  ig  +  p;  //  'if  —  p)  U  (p) 
I  .        %n-if—ig-p.if-p  tn  —  if—ig  —  p.in-if-ig—p  —  1.if-p.il-p  —  *  -r  etc    1 

^r  '\:ig  +  p  +  i         .+     -  t  .i.ig+P+i.ig+P+i  "^       ') 
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Diese  FFunctioD  gehört  der  Gattung  au ,  deren  Summe  unter  andern  im 
§  I.  gegeben  wurde.   Durch  die  Ausdrücke  (11)  und  (12)  ergiebt  sich 

^(-(2n-2^29■-f).-(2^;>),2^,+p^.1.-^)=(-^)''»+5-:^=^a,^_^ 

WO  %=  ^ 

a,  =  4-  (2n  —  kf— ig  —  p)a^  —  ^  (2»  —p)  a^ 

etc. 

oder,  wenn  man  die  Elemente  a  und  ß  der  FFunction  mit  einander 
vertauscht, 

F(-  {in-%f-29-p),  -  {2f-p),  2g+p+i .  -1)  =  (-1)"  ^^+ W»r«f^M  a;„_^_. 


wo  a'p  =  1 


«',  =  — (2n—  if  +  p) 
«',  =--  _  ^  (2n  _  4/-  +  p)  a\  —  i  (2n  —  p)  c'„ 

etc. 

ist.  Substitairt  man  diese  Ausdrücke  in  (35),  so  entsteht 

C  {n-2f,  -  (n  -  2/*-2o) )  =  -=- " '- "  -~  '^'  -'  '^^ cos  *"i  /  (g  ''|  J 

?J«'Lz*tJf)j^L'V+ «<?)__....  cos*"iJ  tgn^ 


i-'  II[n~f)n(f)n[n-(-g)  JTif+g) 

WO  B  (i»,  p)  den  ;)^°  Binomialcoelficienten  der  m*"°  Potenz  bedeutet. 
Diese  Ausdrücke  geben  die  CCoefQcienten  nach  den  Potenzen  von  z 
geordnet,  allein  man  kann  noch  andere  geben,  die  deshalb  zweck- 
mässiger sind  wie  die  vorstehenden ,  weil  sie  auf  kleinere  Cbefßcienten 
der  Potenzen  der  Function  von  /,  die  sie  enthalten,  hinführen. 


29. 

Wenden  wir  zuerst  die  Verwandelungsformel 

F  («,  /*,  ^  xj  --  ;  I  —  .r)-«  F  {«,  y  -  ß,  y,  -^y) 
auf  (36)  an ,  dann  wird 

(37;     F  (-  (2«  -  2/- -  2^),  -  2f,  2g  +  i,-tg  %J)  ^- 

cos - *''+V+*g  4  J.  F  ( —  (2n  —  2f—  2g),  2f+  2g  +  i,2g  +  \.  sin ^J) 
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und   wenn   man   die  FFunclion   rechter  Hand   als   eine  Summe   von 
2/1  —  2f — 2gf  Gliedern  darstellt,  so  erhält  man 

F(—  (2n  —  if—  2g),  2f+  2g  +  1,  2g +  i,  sin  ^J)  =. 

rf[<in  —  <if-%g)II(<ig)    ^,  . ,x^  XT  (8/- -fa^r  +  o)  sin  ^jj 

II  (if+  %g)  ^  i      n  (2n  —  2/-—  %g  -  o)  H  [ig  +  q)  n  (o) 

WO  ö  von  Null  bis  2n  — 2f — 2g  ausgedehnt  werden  muss.  Es  ist  aber 
"    sin  "i/  =  y; Zl  ^  ],  „  :;^;'„  ,„   cos  V  (38) 

und  wenn  man  diesen  Ausdruck  substituirt,  wird 

Vf i]o  ni%f+%g+v)s\n^^iJ  • 

^^  )      ir  [in  —  if—tg  -a)  n{%g  +  a)  ir(o) 

:^T-o'"^"'   .    ^'^'r+'y  +  P)<^<>^'' F{-  {2n-2f-ig-p),  2f+2g+p+\,^+p!^i,  i) 

P=^  ^P  II  {%n-if-ig'P)  n  {ig^p)  IT  [p)       ^     ^  '        ^     '^^      /-rji/'-r,     u-rfT   »Tß 

Durch  Hülfe  der  oben  angeführten  Verwandelungsformel  ergiebtsich  aber 
folgende  Gleichung 

F  (—  (2n  —  2/*—  2(;  —  p),  2/^+  2(/  +  p  +  1,  2j  +  /)  +  1,  4)  = 
^,^p- F  (- (2n  -  2/^- 2(/ -p),  -  2/*,  2j/ +p  + 1,  - 1) 


2  2n 


und   die  FFunction  rechter  Hand   kann  wieder  durch   die  Ausdrücke 
(11)  und  (12)  summirt  werden.    Es  wird  durch  diese 

F  (-  i2n-2f-2g-p),  -2f,  ig+p+,\,-  1)  =  "ZtA"+P)   '^ 

WO 


«0-- 

=  1 

a, -^ 

-.{2n-if-ig-2p) 

«,_ 

--  i  (2«        4/"       ig       2p)  a,  —  i  2n 

etc. 

oder 
F{-i2n-2f-2g-p),  -2f,  2g+p+i,  -i)  =  {-i)"  ^/!»^+Piyj^«/-»g-P)  a'u-,f-u-, 

WO  (I'q  ^nr    1 

a\=-{2n-if)  '       . 

«!(-=  — i  (2«— */*)«', —  i2n' 
a'3  =  -  1  (2«  —  4/-)  «;  -  i  (2«  -\)a\        , 

etc. 

ist.    Substituirt  man  diese  Ausdrucke  in  (36),  so  erhalt  man 

Abhaadl.  d.  K.  S.  Co.  d.  Wissensch.  IV.  24 
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X  -S'Jzr"*^"'^  B  (2n  -if—  2ff,  p)  a^  cos  pJ 

_  /r  (an  —  af  —  ^g)  n  (>r  +  %g) sin^^jj 

■"  t**-^-'»ir(n-n^(n/7(»-/-^)J^(/+fl')   cos*— *^-'^i/ 

X  -S';:^"^"'^  (— <)^Ä  (2/*+  2j/  +P.P)  «'««-V-2^^;.  cos/'/ 

Es  lässt  sich  zeigen,  dass  in  diesen  Ausdrücken  die  numerischen  Co- 
efficienten  der  Potenzen  von  cos  /  im  Allgemeinen  weit  kleiner  sind, 
.  wie  in  den  Ausdrücken  des  vor.  Art.  Die  Vorstehenden  bestehen  aber 
•im  Allgemeinen  aus  mehr  Gliedern  wie  jene,  da,  einzelne  Fälle  aus- 
genommen, 2»  —  2/* —  2^  >  2/*  ist.  Man  kann  aber  noch  andere  nach 
den  Potenzen  von  cos/  fortschreitende  Ausdrücke  erhalten,  die  aus 
derselben  Anzahl  von  Gliedern  bestehen,  wie  die  früheren.  Diese  be- 
kommt man  durch*  das  folgende  Verfahren. 


30. 

Stellt  man  die  ioi  vor.  Art.  angewandte  Verwandelungsformel  so, 

F{a,  ß,  r,  X)  =  {i-x)-"  F{y-a,  ß,  y,  -^) 

und  wendet  diese  auf  die  FFunction  des  Ausdrucks  (36)  an,  so  be- 
kommt man 

(39)  F  (-  (2n  -  y-  2g)\  _  2/",  2y  +  1,  -  tg  H«/)  = 

cos  -^/i/.  F  (2n  —  2/^+1,  —  2/;  2(^  +  1,  sin  *  +  /) 

Auf  dieselbe  Weise  wie  im  vor.  Art.  wird  hier 

(40)  F  (2n  —  2/^+ 1 ,  —  2/",  2(;  +  1 ,  sin  ^J)  = 

n  {%f)  n  [lg)     y>^  =  y  ( i\a       Ifj'tn  —  tf+o)  sin^^j/ 

7I(2n  — «/•)     ^0  =  0    \  )      n[if-o)  II{ig  +  a)  n{o) 

und  durch  die  Substitution  des  Ausdrucks  (38)  wird 

-^  V  )      n  (V-  ö)  //  [%g  +  o)  Jl  (ö) 

Die  obige  yerwandelungsformel  giebt  nun 

F  (2n  —  2/'+|)  + 1,  -  2/-+ p,  2</ +  p  +  1,  j.)  = 

'      F  (_  (2»  —  2f—  2g\  —  f2f~-  ;,),  2g^p+i,—i) 
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und  durch  Anwendung  der  Summenformeln  (H)  und  (12)  erhUlt  man 

wo  a'j  =  1 

•   a\=  —  (2n  —  4/  —  2|)) 

fl',  =  —  i  (2»  —  if—  2p)  a\  —  i  2n 

a,  =  —  i  (2»  —  4/-—  2p)  a,  —  ■}  (2«  —  i)  a\ 

etc. 
und 

F(-(2«-2^2J^),-(2^p),  2</+p+i.  -OzzC-i)"  "%+gi^J!f--^ay_, 


wo  .  flj  t=:  i 


a,  =r=  (2»  —  4/-  —  4(^) 
a,  :^  f  (2»  —  4/-—  4</)  fli  —  i  2» 
H^\  (2n  —  4/-—  4j)  a,  -  i  (2n  —  i)  fl, 

etc. 

Die  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  (36)  giebt  schliesslich 

C(n-%-(n-2f-2g))  =.      /(«"-y-«g)  ^(«A+«g) cos*"-V-«*4V.  sin**4V 

\     h     \     I    »y;     i*^^' n (n-f)  ji  {f)  n  (n-f-g)  n  (f^g)  i*.  »<"   -r* 

X  -S'JZo^ ß  (2f,  p)  a'j,_,^_,^  cos "J 

X  "S-Jlf  (— i)'  ß  (2n  —  2/-+  p,  p)  ay_,  cos'J 

Diese  Ausdrucke  bestehen  aus  derselben  Anzahl  von  Gliedern  wie  die 
nach  den  Potenzen  von  tg  *\J,  und  die  nach  den  von     ''"'f ,  fort-    • 

COS     ■»  J 

schreitenden,  es  sind  aber  in  den  vorstehenden  die  numerischen  Co- 
efiicienten  im  Allgemeinen  weil  kleiner  wie  in  jenen. 


31. 
Es  lassen  sich  ausserdem  noch  Ausdrücke  für  die  CCoefBcienten 
geben,  in  welchen  die  Coefficienten  noch  weit  kleiner  werden  wie  in 
den  vorhergehenden.  Diese  erhält  man,  wenn  man  statt  der  Potenzen 
von  sin  ^\J  die  Cosinusse  der  Vielfachen  von  /  einfuhrt.  Ich  werde 
zuerst  zeigen  wie  der  analytische  Ausdruck  der  Coefficienten  für  diese 
Form  beschaffen  ist.    Substituirt  man  den  Ausdruck 

sin  ''•\J  =  ^-'•:=+:  ^  „,   .^'';'       .,  cos  iJ 

in  (40),  so  bekommt  man 

24*    . 
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(«)  F{in  —  2f+i,  —  %  ig  + 1,  sin  H^)  = 

n  {%f)  U  {^g)    yt  =+g  2^"-^^  (-~^)'"j"'  77(8»  — V+gJ  n{ia]  cos  tV 

.  Dieser  Ausdruck  zeigt,  dass  der  Coeflicient  von  cos  i  /  keine  FFunetion, 
sondern  eine  hypergeometrische  Reibe  ist,  in  welcher  in  jedem  Gliede 
drei  Factoren  im  Zähler,  und  eben  so  viele  im  Nenner  mehr  als  im 
nächst  vorhergehenden  enthalten  sind,  während  in  den  FFunctionen 
die  Vermehrung  der  Factoren  von  Glied  zu  Glied  nur  zwei  im  Zähler 
und  eben  so  viele  im  Nenner  beträgt.  Hier  sind  wir  also  über  die 
Grenzea  des  weiten  Gebiets  der  FFunctionen  hinaus  gekommen.  Ich 
werde  aber  zeigen,  dass  sich  im  gegenwärtigen  Falle  dieCoefScienten 
von  cos  f/.  durch  Kettenbrüche  leicht  und  sicher  berechnen  lassen. 


32. 

Sei 

F  (a,  /?,  y,  sin  ^^J)  =  U^  +  H,z  +  »,««  +  ... 

welche  Gleichung  dadurch  möglich  wird ,  dass  man 

2  cos  /  =  2  +  -^ 
setzt,  ind^m  daraus  schliesslich 

F  (a,  ß,  y,  sin  ^^J)  =  H^  +  2H^  cos  J+  2ff,  cos  2/  +  etc. 

hervorgeht.    Nehmen  wir  nun   die  bekannte  Diflerentialgleichung  vor, 
welcher  durch  F  («,  /?,  y,  a?)  Genüge  geleistet  wird ,  nemlich 

J/  {x  —  x*)  +  [y-{a  +  ß  +  ^)x]  -^-  —  aßF=Q 

und  machen  darin  vermittelst  der  Gleichung 

—  4ic=i=z  +  -j  —  2  . 
%  zur  unabhängigen  Veränderlichen.   Dadurch  wird  sie 

^(**-»*)+£  [(^-«-/?)  *+2  (H«+/?-2y)**-(H«+/?)  z»] +«/?(< -2»)  F=  ü 
Substituirt  man  hierin  die  Reihe 

so  bekommt  man   folgende  Bedingungsgleichung  zwischen  den  //Co- 
efiicienten 

0  =  (t  + 1  - a)  (t  + 1  -/?)  ff,+ ,  +2t  ( H a+/?-2y)  ff, -{i-\  +«)  (i- 1  +/?)  ff, _ , 
welche  schon  von  Kummer  entwickelt  und  benutzt  worden  ist. 
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33. 

Wenden  wir  die  eben  abgeleitete  Bedingungsgleichung  zuerst  auf 

die  Function       r,  /-^         «r  .  j         «/•  <n     .  ^     .    o    fn 

F  (2n  —  2/^+1,  —  2/,  2gf  +  1,  sm  ^\J) 

an,  dann  wird  sie 

(2n-2/'-i)  (2/4-1 +ij  H,^,-ii{n-2f-2g)H,-{2n-2f+i)  (2/'+1-i)fl,_,  =  0  (42) 

Auf  diese  Gleichung  kann  man  die  Methode  anwenden,  die  ich  in  meiner 
vorigen  Abhandlung  erklärt  habe.    Setzt  man 

H 

-jfT^    =Pi.  Pi  =  —  FiYi  . 


1—1 


SO  wird  zufolge  der  vorstehenden  Bedingungsgleichung 

woraus  nach  und  nach  in  umgekehrter  Ordnung  alle  y,  sicher  berechnet 
werden  können,  wenn  der  letzte  derselben  gegeben  ist.  Aber  die  obige 
FFunction  ist  eine  endliche  Reihe,  die  aus  2/'Gliedern  besteht,  der  letzte 
der  Yi  ist  daher  yg/-    Setzt  man  daher 

i  =  2/^+1 
in  die  vorsiehenden  Ausdrücke,  so  bekommt  man 

F'if^x  =  0,  At/+i  =  0,  />2/+i  ^=^  0 

Dieser  bildet  also  den  Anfangswerth ,  durch  welchen  nach  und  nach 
y2/-i»  y^f-z^  •  •  •  •  yi  erhalten  werden.    Es  wird  nun  schliesslich 

Hi  =  HqPiPi  .  . ,  Pi 
woraus  alle  /f  Coefficienten  hervorgehen,  wenn  Hq  anderweitig  gefunden 
worden  ist.  In  unserm  Falle  hat  aber  H^  einen  zusammengesetzten  Aus- 
druck, und  dahingegen  Hif  einen  einfachen,  es  ist  daher  zweckmässiger, 
diesen  der  Berechnung  der  übrigen  /f  Coeflicienten  zu  Grunde  zu  legen. 
Der  vorsiehende  Ausdruck  giebt 

Hv=  ^oPi  '  P2  -  '  Pv 
und  hieraus,  erhiilt  man  durch  die  Division  ' 


Pif'P2f—i"'Pt-\'l 
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Den  Ausdruck  für  ff^y^  bekommt  man  auf  einfache  Weise  aus  (41),  wenn 
man  darin  i  =  if  macht,  denn  man  sieht,  dass  in  diesem  Falle  a  =  if 
der  einzige  Werth  ist,  den  a  annehmen  kann.  Es  ergiebt  sich  auf  diese  Art 


Ä 


n  («n)  n  (1^) 


Substituirt  man  die  hier  gefundenen  Ausdrücke  in  (39)  und  (36),  so 
bekommt  man 

C{n  —  %  -{n-if—ig))  = 

n  (an)  cog**""^""^^/.  gin  ^|J t  =  y  CQgt/ 

^u+Af-i  jun -^  f)  IT  in  H  {n  —  f- g)  TT {f+  g)        '  =  ®    Pv-Pv-i---^»+i 

welcher  Ausdruck  aber  mit  2  dividirt  werden  muss,  wenn  i  =  0  ist. 


34. 

Es  giebt .  einen  Fall ,  in  welchem  der  eben  entwickelte  Ausdruck 
unbestimmt  wird ,  nemlich  wenn 

n  —  2f—2g  =  0. 
wird.  Es  werden  dann  F,  und  A,  unendlich ,  und  können  nicht  mehr  an- 
gewandt werden.   In  diesem  Falle  fällt  aber  in  der  Gleichung  (42)  das 
mittlere  Glied  weg,  weshalb 

(2n  — 2/-— i)  {2f+i+i)  ff,^.,_(2n— 2/+f)  (2/-+1— i)  //,«i  =  0 
wird.  Im  CCoeflTicienten  werden  nun  die  GoefBcienten  aller  von  den 
ungraden  Vielfachen  von  /  abhängigen  Glieder  gleich  Null,  und  die 
GoefBcienten  der  von  den  graden  Vielfachen  von  /  abhängigen  Glieder 
können  lei^t  vermittelst  der  vorstehenden  Gleichungen  erhalten  werden. 
Diese  giebt  allgemein 

H        —   (gn-2A~<)  (V+^  +  i)    ff 
•-*  (2n  — V+i)  (2/+4— •)    "•  +  « 

also,  wenn  man  zugleich  n  durch  die  Gleichung 

n  =  2f+29 


eliminirt, 


Setzt  man  daher 


so  wird 


etc. 
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wo  wieder  der  Coefficiegt  des  Gliedes,  für  welches  i  =  0  ist,  mit  2 
dividirt  werden  muss. 

35. 

Die  Anwendung  der  Methode  der  beiden  vor.  Artt.  auf  die  FFunction 
des  Art.  29,  nemlich  auf 

F(— (2n  — 2/-— 2j),  2/-+2(/ +  1,  2j^ +  1,  sin  «i/) 

giebt  zwar  eine  Reihe,  die  mit  wenigen  Ausnahmen  aus  mehreren  Glie- 
dern besteht  wie  die  eben  erhaltene,  dafür  aber  noch  kleinere  Co- 
efiicienten  hat.  Diese  Reihe  will  ich  kurz  angeben.  Die  Bedingungs- 
gleichung zwischen  den  fl^Coefßcienten  wird 

{2n-3if-2g+i +i)  i2f+2g-i)  /r,+, +4t  {ti-2f)  fl,-  {2n-2f-2g+i -i)  (2/'+2^+i)  F,_, 
Setzt  man  daher  jetzt 


-  r, ;  r,  —  Ki  di 

♦  (n-VX 
_  fr    {in-if—ig  +  i)  (»f+ig+t  -  0 

1 

so  wird 

die  Gleichung,  aus  welcher  nach  und  nach  alled^ berechnet  werden  müssen. 
Die  Reihe  besteht  jetzt  aus  2n —  2f —  2g  Gliedern,  denn  sabstituirt  mafi 

i  =  2n  — 2/*— 2^+1 
so  wird 

und 

welches  der  Anfangswerth  der  0,  ist.     Zu  bemerken   ist,   dass  die  6i 
hier  einen  Cyclus  bilden,  welcher  mit 

endigt,  ohne  dass  ry^tg  verschwindet.  Denn  substituirt  man  den  Werih 

i  =  if+2g  +  i 
so  wird 


338  P-  A.  Hansen, 

ohne  dass  Kt/^tg^i  verschwindet.   Innerhalb  dieses  Cyclas  ist 

— r 
» 

ein  Naherungswerth  von  ö,,  wenn  n  eine  grosse  Zahl  ist.  Mit  diesem 
Naherungswerthe  kann  man  in  den  Fallen «  wo  man  nicht  alle  0,  nüthig 
hat,  die  Rechnung  anfangen.   Es  wird  nun  wie  oben 

JJ.  _>  ^2n-y-2y 

und  man  findet 

H  =  JT  i^g)  n  (an) 

Man  erhalt  daher  schliesslich 

C(n  — 2/;  — (n  — 2/"— 2j))  = 

i**"^"^  /r{n— n  Jn^lfl  nin-^f—g)  n{f+g)     .«=0  ♦"2n-2r-«g- ••*'•+« 

Wenn  n  =  if  ist,  so  hören  diese  Formeln  auf  brauchbar  zu  sein,  aber 
dieser  Fall  ist  stets  mit  n  =  2f+  2jf,  oder  mit  g  =  0  verbunden,  d.  h. 
er  kommt  nur  in  C  (0,0)  vor,  und  in  diesem  Falle  wird  man  auf  Aus- 
drücke hingeführt,  die  mit  denen  des  vor.  Art.  völlig  identisch  sind. 
Es  braucht  daher  dieser  Fall  hier  nicht  besonders  berücksichtigt  zu 
werden. 


36. 

Seien  f  und  f  die  wahren  Anomalien  der  Himmelskörper  m  und  m, 
so  wie  n  und  //'  die  in  der  Richtung  der  Bewegung  gezahlten  Ent- 
fernungen der  Perihelien  von  dem  gegenseitigen  Knoten,  in  welchem 
U  und  U'  ihren  Anfang  nehmen.    Dann  ist 

U  =  f+n;  U'=f'+n' 

und  wenn  man  mit  x  und  x  die  zu  f  und  f  gehörigen  imaginären  Ex- 
ponentialfunctionen  bezeichnet, 

Hieraus  ergiebt  sich,  wenn  /f  und  /i'  irgend  welche  Exponenten  be- 
zeichnen, 

i4'*i4'-/*'=  3f3!-^  \  cos  (/i77  —  //'/Z')  +  f  sin  (/i//  —  /i'/7')  | 
wo  I  =  yf  —\  ist.    Setzt  man  daher 
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A  (n,  —  n) 
A(»,  —  (»  — 2)) 
A  („,_(„_ 4)) 


B{n, 
B{n, 

A{n- 
A{n- 
Ä(n- 

B(n- 
B{n- 
B{n- 

A{n- 
A{n- 
A{n- 

B[n- 
B{n- 
B{n- 


«) 
(» 

(« 


•2, 
2, 

■2, 

■2, 
■2, 
•2, 

4, 

4. 

•4, 

4, 
4, 

•4, 


-2)). 

-4)): 

.») 

.(n-2) 
.(«-4) 

«) 
•(n-2) 

.(«-4) 

.«) 

.(»-2) 

.(«-4) 


«) 

(«. 

(n 


•2) 
■4) 


C(n, 
C(n. 
C(». 

C{n, 
C{n, 
C{n, 


C(n,. 

C(n 

C{n- 


n)  cos  (n/7 

(»  —  2))  cos(n/7 
(n  —  4))  cos(n/7 

etc. 
n)  sin  (n/7- 

(n— 2))  sin  (n/7- 
(n  —  4))  sin  (n/7' 

etc. 
-(n-^2))         cos 


—  n/7') 
-(n  — 2)//') 
-(n— 4)//') 

n//') 

•(n  — 2)/7') 

-(n— 4)//') 


=  C  (n,- 
=^C(n- 
=  C(n 

=  C(n, 
=  C(»- 
=  C{n 


C{n, 
ein 
C{n 


•2,  —  (n— 2 
■2),— (n-4 

etc. 
-(«-2)) 
-2,  — (»—2 
-2,  —  (n— 4 

etc. 
■(n-4)) 
•2, -(n-4 
•4,  —  (n — 4 

etc. 
.(n-4)) 
-2,  — (n— 4 
.4,_(n_4 

etc. 


)  cos 
)  cos 

sin 
)  sin 
)  sin 

cos 
)  cos 
)  cos 

sin 
)  sin 
)  sin 


(«. 

fn. 


(« 
(«■ 

(«• 

(n. 
(« 

(« 

(«■ 
(». 

(n 


2^/7 

•2)/7- 
2)/7 


n/7') 

(n— 2)77' 
(n-4)/7' 


2)77— n/7') 

•2)  /7—  (n— 2)  77' 

■2)77— .(n— 4)77' 


4)77 
4)77 
4)77 


n/7') 

(n— 2)/7' 
(n— 4)77' 


4)77— n/7') 

.4)/7_(«_2)/7' 
,4)/Z'_(»_4)/7' 


so  bekommt  man  für  die  DCoeff5cien|en  des  Ausdrucks 

—  —  y"  =  "  D     ''" 

des  Art.  22  den  folgenden  Ausdruck 

D„  =  ^A  {k,  k')  x^x'*'  +  i^B{k.  k)  a*!'"' 

m 

wo  die  Suramationen  yQ^  k  ^=  n 

und  k  ..'=  —  n 
anfangen,  und  nur  bis  dahin  fortgesetzt  zu  werden  brauchen,  wo  beide 
Exponenten  anfangen  ihr  Zeichen  umzukehren.    Denn  da  A  eine  relle 
Grösse  ist,  so  wird  nolhwendig 

A{-k,  -k')=A{k,k');  B{-k,  -k')  =  -B{k,k') 
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Man  darf  aber  in  diesen  Coefflcienten  die  Indices  nicht  mit  einander 
vertauschen,  wie  in  den  CCoefficienten  erlaubt  ist,  denn  man  sieht  aus 
den  vorstehenden  Formeln,  dass  die  einander  gleichen  C  {k,  k)  und  C  {k\  k) 
mit  den  Cosinussen  und  Sinussen  verschiedener  Bögen,  multiplicirt  sind. 
Der  Uebergang  zum  Beeilen  wird  auf  ahnliche  Weise  bewirkt,  wie  im 
Art.  22  an  den  CCoefficienten  gezeigt  wurde.  Man  muss  nemlich 
allenthalben  2  cos  {kf+  k'f)  für   x'x'' 

und  —  2  sin  {kf+  k'f)  für  ix^x'^' 

schreiben,  und  nur  in  dem  mit  aPx'^  multiplicirten  Gliede  unterbleibt 
die  Muitiplication  mit  2.  Es  wird  also  mit  Rucksiebt  auf  diese  Ausnahme 

D,=  «JS-ii  (*,  Jfc')  cos  {kf+  k'f)  —  iSB{k,k')  sin  {kf+  k'f) 
Es  ist  übrigens        ^  (q.O)  =  C  (0,0) ,  B  (0,0)  =  0 


37. 

• 

Ich  werde  nun  von  der  Function ,  die  der  Gegenstand  dieser  Ab- 
handlung ist,  eine  specielle  Entwickelung  geben ,  deren  Anwendung  ich 
aber  erst  dann  zeigen  kann,  wenn  ich  zu  den  Anwendungen  dieser  Ent- 
Wickelungen  überhaupt  komme,  welches  ich  auf  eine  spätere  Zeit  ver- 
schieben muss,  indem  sonst  diese  Abhandlung  zu  viel  Baum  einnehmen 

würde.    Setzt  man  r   •    ft  «    .    r 

cos  J  smU  =  cos  B  sm  L 

(43)  {  cos  17  =  cos  J?  cos L 

sin  /  sin  1/  =  sin  B 

und  substituirt  diese  sowohl  wie  U'  =  f  +  H'  in 

m 

^  =  1  +  ^  —  2  f  (cos  ücos  ü'+  sin  U  sin  V  cos  J) 

so  geht  diese  über  in 

(44)  4,*  =  1  +  -^  —  2  f  cos  Ä  cos  (/'+  n'—  L) 

und  man  bekommt  einen  analogen  Ausdruck ,  wenn  man  ü  mit  V  ver- 
tauscht. Giebt  man  nun  (/einen  bestimmten  Werth,  so  erhalten  B  und  L 
auch  bestimmte  Werthe,  und  die  Aufgabe  ist  -—  in  eine  Beihe  zu  ent- 
wickeln, die  nach  den  Potenzen  von  r  und  r ,  und  nach  den  Cosinussen 
und  Sinussen  der  Vielfachen  von  f  fortschreitet..  Sei 

2cos(r+/7'-L)  =  y+| 
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dann  wird  (44) 

^  =  1  +  7^  —  f  cos  Ä.  y  —  f  cos  Ä.  i-  . 

Setzt  man  ferner  zur  Abkürzung 

g  :^  cos  B,  h  =  sin  B 

dann  verwandelt  man  diesen  Ausdruck  leicht  in 

■$t- =  1  + -^  -  f  (<;y  +  ^)  +  f -^ 

welche  Form  der  des  Ausdruckes  (1 5)  analog  ist.    Macht  man  hierin 

so  bekommt  man ,  dem  Ausdruck  (1 8)  ähnlich, 

^^^  =  -  (_  1)«  (I^^  J^  -^^^  (GC)  -  -f^       (45) 


^  ^U  =  0       \  ^        \r  J        igyf      2^"(//(t|)y 


38. 
Es  findet  sich  nun  leicht 

\r  J    2*"»  // (fi+tn)  n(%u)  n  (m)    ^^' ^ 


und  wenn  man 


und 


(GG')-'^=-S'ff„(f)' 


^.  =  -s';::„"i(».^)r-"* 

setzt,  so  geben  die  vorstehenden  Ausdrücke,  wenn  man 

sie  mit  einander  multiplicirt  und 

fw  +  /u  =  n 
macht 

__  7/  (an  +  av  -  »A^)  ZT  (8ti  +  8^)  (/T  («) )  *  flf *~^ 

2^"  77(n  +  u  — ^)//(tt  +  ^)  77(11  — ^)  17  (^)  (77  («i»))* 


L  (w,  ^)  _   ^2„ 


welcher  Ausdruck  dem  Ausdrucke  (20)  analog  ist.   Sei 


\  _,  n  =  QO    ■#         r 


n 


^ ::  3f. 


so  wird  Mn  die  Form 
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haben.   Die  Substitution  der  obigen  Ausdrücke' in  (45)  giebt 

=  ^K='o  (-  <)-  is^-SjF  -7^  ^  («-«'  i»-»)y"-"' 
und  hieraus  folgt    * 
(46)  N{n^,^)=g^'^^:z'oHr^ /7(>n+».-i^)//(»^)A^ 

welche  N  [n,  (a)  durch  bekannte  Grössen  giebt,  und  zur  Anwendung 
vorzugsweise  geeignet  ist,  wenn  h  oder  sin  B  klein  ist. 

Setzt  man  wie  oben 

und  allgemein 

P  (n,  ti)  =  N  (ii,  /i)  cos  (w  —  2/£)  (// —  L) 
0  (n,  fi)  =  N  (n,  ^)  sin  (n  —  2^)  (77  —  L) 
so  wird 

M,  =  :s;zl  P  (n,  ^).  a:'«-«^  +  i  i^Jlo  0  (n,  ^i).  x"''^ 

Da  hier  noth wendig  die  Gleichungen 

P  (n,  II  —  fi)  =       P  {n,  fi) 
Q{n,n—iii)::^  —  Q  (n,  /i) 

statt  finden  müssen,  so  braucht  man  im  vorstehenden  Ausdruck  die  Sum- 
mationen  nur  bis  dahin  fortzusetzen,  wo  der  Exponent  von  x  anfängt 
negativ  zu  werden.  Man  braucht  daher  auch  durch  (46)  nur  die  ent- 
sprechenden iVCoefficienten  tu  berechnen,  das  ist 

von  fi  =  0  bis  fi  z=  Y  ^^^^   "T" 

je  nachdem  n  grade  oder  ungrade  ist.  Wenn  man  weiter  rechnet,  so 
erhält  man  durch  (46)  die  iVCoefficienten  scheinbar  von  jenen  ver- 
schieden, in  der  That  aber  denselben  gleich.  Geht  man  zum  Reellen 
über,  so  wird 

M„==  2^P{n,fi)  cos  {nr^2fi)f—i^Q{n,fi)  sin  {n  —  2fi)f' 

wo  aber  in  dem  Gliedo  P(0,0)  die  Multiplication  mit  2  unterbleiben  muss. 
Hiemil  ist  die  Aufgabe  gelöst. 
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39. 

Ich  werde  nun   noch  den  Ausdruck  (46)  näher  untersuchen  und 
umformen.    Setzt  man 

N  (w,  fi).  =  cos '•-2'*  B  ^llo  (—1)"  R  sin*«Ä  (47) 

und  drückt  R  durch  die  im  Art.  21  eingeführten  q  und  ;r Functionen  aus, 
so  bekommt  man 

•    R==  Q  (n  —  jLi,  u) ,  ()  {fi  -:-  u,  0) .  71  {fi  —  u,u)  ' 

Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  dem  Ausdrucke  (29)  der  CCoeffi- 
cienten,  so  erkennt  msfti.;  dass 

wird,  wenn  man. in  dem  Ausdruck  für  jP  des  Art.  24 

a  =  0,  (=  fi  —  u,  g  =  u 
schreibt.    Die  Zahlenwerthe  R  der  A'Coefficienten  sind  also  alle  in  der 
ersten  Columne  der  Tafel  IV  enthalten ,  und  brauchen  daher  nicht  be- 
sonders berechnet  zu  werden.  Ich  habe  sie  aus  dieser  Tafel  ausgezogen, 
und  in  der  Tafel  V  zusammen  gestellt. 


40. 

Schreibt  man  die  ersten  Glieder  der  Reihe  des  Ausdrucks  (46)  aus, 
so  wird 

N  (n. ,«)  =  cos  "-»"  B     -^(«"-«^)g(«/') 
also 

Die  FFunction  dieses  Ausdrucks  kann  man  durch  die.  Gleichung  (9) 
in  eine  andere  verwandeln,  deren  viertes  Element  cos  ^B  ist.  Diese 
Gleichung  giebt 

xF  (?!^^-+l,  —  /i,  n  —  2^  +  1,  cos*ä) 
und  durch  die  Reductionsformel 
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die.  auch  im  Art  21  angewandt  wurde,  lässt  sich  diese  Gleichung  in 
die'  folgende  verwandeln, 

X  F  (??^=f!^±i,  _  ^,  n  —  2^  +  1,  cos  *ä) 

in  welcher  alle  Argumente  der  /TFunctionen  ganze  und  positive  Zahlen, 
die  Null  eingeschlossen ,  sind ,  da  /i  nie  grösser  wie  -f^n  angenommen 
zu  werden  braucht.  Wir  erhalten  hiemit 

N.(n.  fi)  =  (—1)'*  cos^-^Jg    ^    ,,      /r(»n~v) ^ 

oder  durchweg  durch  /ZFunctionen  ausgedrückt, 

N(«.  ..\—  ^"'  (-iM'+p jr(>»-a/»+>p)cog''-»/'+»B 

^M»».W  — ^,  =  ol    V        ,.«-.M+»,  ^(._,^+,)  ir|i,_^+p,  jii^-p)  n{p) 

■ 

welcher  Ausdruck  sich  in  dem  Falle,  wo  cos  0  klein  ist,  vorzugsweise 
zur  Anwendung  eignet. 


41. 

Man  kann  ausserdem  den  Ausdruck  der  iV^Goefiicienten  in  einen 
andern  verwandeln,  dessen  Glieder  mit  den  Gosinussen  der  Vielfachen 
von  B  multiplicirt  sind.    Substituirt  man  den  Werth 

uu  _  sin  J.  n  _  y'=+*  tJL  .■gp")  cos  HB 

n    —  sm     D  —  -a,-_„    ^tu     n{u+i)  n [u-i)  <^°^  ^*" 

für  A*"  in  (46) ,  so  wird 

"^    ^'    "  ^    '        9*'+'' n{n+u~/t)n{ti)n{n-f>.)n[f,-u)ir{u+i)mu-i) 

oder  durch  die  FFunction,  welche  implicite  darin  enthalten  ist,  ausgedruckt 

K(n  ,.\ „n^if   y'^** /T  (in  +  »I  -  ifi)  n  (>/*)  cos  8i  B 

^M».W  — «/  -».  =  0   ,»"+».-l  /7(„+,_^)  „^^  //(„_^i  77(^-.)  77(8.) 

X  F  (üH^iz±i+l,  _  (^_i),  2  i+  1,  l) 

WO  aber  von  dem  Gliede,  welches  i="0  entspricht,  nur  die  Hälfle 
genommen  werden  darf.  Diese  FFunction  kann  durch  die  im  Art.  7 
abgeleitete  Summenformel  (D)  summirt  werden ,  welche  blos  verlangt, 
dass  das  erste  oder  zweite  Element  eine  ganze  und  negative  Zahl  sei, 
wie  hier  derxFall  ist.    Diese  Summenformel  giebt 


.  EnTWICKELUNG  der  negativen  und  UNGRADEN  POTENZEN  U.S.W.       345 

//  (2n  -  ii  -  ^fi)  77  (n  -  f/x)  77  («i) 


i-^r-' 


i^f*-'ii  jT{n  —  i  —  fi)  77(in  — 4|*)77(/*4-i) 

nach  Anwendung  der  obigen  Reductionsformel.  Es  ergiebl  sich  also 

[n,  'fi)  = 


n  — 


V  BS*~'*  f—1 ')'*"• JT  (a>i)  77  (n  —aii)  77  f2n4-2t  --2m)  TT  (in  ~2t  -  äu)  cos  it  B 

1  =  0  V        ;         22n4-?iu-i  j^j^j  77(2n—4|ti)  77  (n—|ti)  /r(n  +  i-/x)  77(n— •— ;i)  77  0i*+i)  770t*— i) 

WO  für  t  =  0  dieselbe  Bemerkung  gilt  wie  oben. 

Ich  führe  beiläufig  an,  dass  man  durch  Yerwandelung  von  fi  in  n—fi 
einen  zweiten ,  auch  nach  den  Cosinussen  der  Vielfachen  von  B  fort-     . 
schreitenden  Ausdruck  erhallen  kann,  welcher  aber  aus  mehr  Gliedern 
besteht   wie   der   vorstehende.     Einen    dritten  Ausdruck   erhält   man 
wenn  man  cos"""*'*!?  mit  in  die  Yerwandelung  zieht. 


42. 

Ich  werde  nun  zum  Schlüsse  dieses  §  zeigen ,  wie  man  von  den 
im  Vorhergehenden  ausgeführten  Entwickelungen  von  A""*  zu.  denen 
von  A~-',  A"*,  etc.  übergeben  kann.    Die  Gleichung 

A2  =  r^  +  r*  —  2rr'  (cos  U  cos  ü'+  sin  U  sin  V  cos  /) 
giebt  durch  die  Differentiation  nach  r 

r(t)=iA-i^(l-^) 

Setzt  man  daher  allgemein 


SO  wird 


^{'r)-=-p^rm 


A' 


woraus 


Z„^,  =  i-jpZ,+  2r(-^)i(l-^) 
folgt. 


»\-l 


/    . 
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Im  Vorhergehenden  wurde 

entwickelt,  und  hieraus  folgt 

Wenn  man  diesen  Ausdruck  mit 

multiplicirt,  so  bekommt  man  in  Folge  der  vorstehenden  allgemeinen 
Gleichung  sogleich 

'z,  =  ^-(f)"j(2n  +  1)D,  +  (?n— 3)  fl._,  +  (2»-7) !),_,  +  ... j 
Aus  diesem  Ausdruck  zieht  man 

^- (f  )"  j  (2n+3)  (2n+ 1)  I), + (2n+3)  (2n.3)  fl,_^ + (2fl+3)  (2n-7)-I)«_« +. . .  j 

und  hieraus  vermittelst  derselben  allgemeinen  Gleichung 

Z,= f  JSt  (f )"  j  (2«+3)  (2IH-1)  Dn + (4«+2)  (2»»-3)D,_,+ (6rt-3)  (2«-7)  !)„_, 

+  (8n-12)(2n-i1)Z),_,+...j 

Um  das  Gesetz  des  Fortganges  der  ersten  Factoren  der  D  Coefficienten 
bemerklich  zu  machen ,  nehme  ich  die  Diflferenzen  derselben. 

Die  ersten  Differenzen  sind  .  .  .  2n  — 1,  2n — 5,  2n —  9, ... 
und  die  zweiten —  4,       —  4       —  4  . . . 

woraus  hervor  geht,  dass  diese  Factoren  eine  arithmetische  Reihe  zweiten. 
Ranges  bilden.  Man  kann  sie  also  mittelst  ihrer  Differenzen  so  weit  fest- 
setzen, wie  man  will.    Eben  so  findet  man 

^7  =  i*ri^o  (f)"  |(2»+5)(2n+3)(2n+i)D„+(3n4'f)(4n+2)(2ft-3)D,_, 

+{4n+2)  (6n-3)  (2n-7)Z)„_4 +  (5n-i).(8.»-1 2)  (2n-i1)D,_, 
+  (6»-9)  (1  On-25)  (3n-i5) D„l8+ .  • .' j 

•  •  • 

WO  die  ersten  Factoren  wieder  eine  arithmetische  Reihe  zweiten  Ranges 
bilden,  u.  s.w. 

Geht  man  zu  den  Potenzen  von  A  .über,  und  schreibt  die  ersten 
Glieder  der  eben  entwickelten  Ausdrücke  aus,  so  erhält  man 
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-^  =  ^.+  3D,4r  +  (5Z>,  +  1)  ^  +  {ID,  +  3D,)  ^ 

+  (33Z),  +  30Z),  +  7) -fr  +  (lii  D,  +  IJAD,  +  27Z>,) -j^l  +  . . . 

die  man  beliebig  fortsetzen  kann. 

Ich  bemerke  noch,  dass  man  auf  ähnliche  Art  auch  die  Entwickelang 
der  positiven  Potenzen  von  A  erhalten  kann,  werde  mich  aber  dabei 
nicht  aufhalten,  da  sie  in  der  Störungstheorie  nicht  vorkommen. 


§111. 

Entwickelung  der  Grösse  y-  in  Reihen,  die  nach  den  Potenzen 


von   ,   _J  ,,t  lind  -,  .    .,  fortschreiten. 

[r  ±  r)*  r^-f-r* 


43. 

In  Gauss  n Disquisitiones  generales  circa  seriem  infinitam   etc.»    ist 
schon  gezeigt,  wie  die  Grösse 

(r^  +  r  *  —  2rr  cos  (pY 

in  Reihen  wie  die  oben  genannten  entwickelt  werden  kann ;  die  Ent- 
wickelung  des  zusammengesetzteren  Ausdruckes,  welcher  hier  Oberhaupt 
betrachtet  wird,  ist  noch  nirgends  gegeben,  kann  aber  sehr  leicht 
erhalten  werden,  wie  die  folgenden  Entwickelungen  zeigen  werden. 
Da  die  Grössen 

rr  1        rr 

fiir  jeden  Werth  von  r  und  r  kleiner  sind  wie  4-*  so  scheint  es,  dass 
die  Abordnung  der  Reihen  nach  den  Potenzen  dieser  Grössen  auf 
grössere   Convergenz    führen   müsste,    wie    die   im  Vorhergehenden 

Abhandl.  d.  K.  S.  Ges.  d.  WUsenscb.  IV.  25 
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^^  am 

entwickelte,  nach  den  Potenzen  von  -r  fortschreitende.  Es  ist  dieses 
jedoch  nicht  der  Fall,  weil  die  CoefBcienten  im  Allgemeinen  weit  grösser 
werden ,  und  um  dieses  zu  zeigen ,  werde  ich  die  Entwickefungen  hier 
vornehmen ,  mich  jedoch  dabei  auf  die  von  A"  *  beschränken ,  da  man 
aus  dieser  leicht  die  für  die  andern  negativen  und  ungraden  Potenzen 
von  A  erhalten  kann. 


44. 
Den  Ausdruck 

A*  =  rHr*  — 2rr'cosH^cos(r/— r/')-2rr'sinH'^cos(ü+t/') 
bringt  man  leicht  auf  folgende  Formen 

A*  =  (r+r')*- 4rr'  cosH^cos'i  (ü-ü')-  *'^'  sin'^/cosH  (f^+  ^') 
=  (r-r7+4fycosH/sinH(t^-^')+4rr'sin*i/sinH(f/+r7') 

Fuhrt  man  hierin  die  schon  oben  angewandten,  imaginären  Exponential- 
functionen  durch  die  Gleichiüigen 

2  cos  {JJ—V)  =p  +  i-,  2  cos  (ü+f/')  =  y  +  I 

ein .  80  bekommt  man 

welche  Formel  beide  obigen  For/nen  umfasst.  Setzt  man  nun  zur  Abkürzung 
so  wird 

-L  ='  ^*       /^(gn)  r**  r'*  cos  ^*  t  J  p, 

A  0    82«(i7(n))»       (r±0*""^* 

WO  nur  noch  der  allgemeine  Ausdruck  der  n**"  Potenz  von  P  zu  ent- 
wickeln ist. 


45. 
Durch  den  binomischen  Satz  bekommt  man  zuerst 

^  =  ^.1. -'?.,.,  {<i± yir)""""  (/«"±7f)"  •«  "\i 

WO  die  Summe  von  /  =  0  bis  /  =  n  ausgedehnt  werden  muss.  Der- 
selbe Satz  giebt  femer 
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WO  die  Summe  von  r = 0  bis  r = 2  (n — /)  genommen  werden  muss,  und 

(/f±7T)"--^(+')--.|.f-i'.^|.,  »"• 

WO  die  Summe  von  5  =  0  bis  «  ^=  2/  genommen  werden  muss.  Aus 
diesen  drei  Ausdrucken  folgt  sogleich   . 

^  ^\JL*)  ^6     T«'    2T(fi  — 0 -«"W /^-tSn— 2l--r)  IZ(r) /7(2«  — 5)  (j)      • 

Da  P  eine  reelle  Grösse  ist,  so  braucht  man  die  Summationeti  nur  bis  . 
dahin  auszudehnen,  wo  beide  Exponenten  anfangen  ihre  Zeichen  zu  ' 
wechseln.   Führen  wir  nun  in  den  vorstehenden  Ausdruck  die  zu  den 
Bögen  U  und  U'  gehörigen  imaginären  Exponentialfunctionen  ein ,  und 
bezeichnen  sie  wie  oben  mit  u  und  u.  Aus  den  Relationen 


erhalten  wir 


U  I 


p„-,j^r  ql^t  __  ^n-/  11'- (n-/-«^) 


wenn 

r  +  8  =  f 

gesetzt  wird.  Diese  beiden  Gl^i^ungen  können  wir  anwenden  um 
entweder  r  und  s  oder  r  und  /  zu  elimmiren.  Um  r  und  /  zu  eliminiren 
erhält  man  folgendb  Gleichungen 

r  =  f  —  8 
l  =g  +  8 

und  es  ist  auf  die  im  vor.  §  auseinandergesetzte  Art  leicht  zu  finden, 
dass  für  jeden  Werth  von  f  und  g  in  dem  Ausdruck,  der  durch  die 
genannten  Eliminationen  hervorgeht,  die  Summation  in  Bezug  auf  8 
von  8  =  0  his  s  =  f  ausgedehnt  werden  muss.  Führt  man  nun  die 
oben  genannten  Substitutionen  aus,  so  wird 

^-    ^     '^  *      n{n^g-s)n(g+s)n{%n^f-%g^s)II{fs)IT{%g+s)n(s) 

25* 
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46. 


Substituirt  man  den  eben  gefundenen  Ausdruck  in  den  im  Art.  44 
abgeleiteten ,  und  setzt 

^  =  ^- (±1)/T  (n. /•.  j)  «-/«'-<-/-'^) -j^r^^ 
SO  wird 

\    »  # »  y /  »      -T)      2  *-0    j2«  ^  j^j  jj  (n_^_,)  //  [g^s]  n  (2n— /^-2flf-»)  77  ( f-s)  77  (2flr+5)  77  [s) 

Für  die  numerische  Berechnung   lässt  sich    dieser  Ausdruck   auf  be- 
.  kannte  Gruppen  von  ZTFunctionen  hinfahren  und  dadurch  vereiafachen. 
Zufolge  des  vor.  §  ist 

Q  In  —  q — 8,  q  +  s)  =  — «- '— ; — 

^  ^  ^  »  If  ^    y  J^»»  77(n)  7r(fi  — flr  — 5)  77(flr+s) 

und  wenn  wir  den  A**"  Binomialcoefficienten  der  l^^  Potenz  mit  B  (/,  h) 
bezeichnen»  so  ist 

^  (^'  '*)  =  n(i-h)'im' 
Hiemit  wird 

T(n,/;ff)  =  cos*«lJtgn«^^{(,(n-(^~*,(^+«).Ä(2n-2(^-2«J-«).Ä(^^ 

Um  zu  zeigen,  wie  die  numerischen  Werthe  dieser  Coefficienten  be- 
schaffen sind ,  und  um  eine  unmittelbare  Yergleichung  derselben  mit 
den  aus  den  Entwickelungen  des  ^pr.  §  folgenden ,  und  in  Tafel  lY 
zusammen  gestellten,  zu  bewirken,  habe  ich  dieselben,  aber  nur  bis  n  =  6 
in  Tafel  VI  zusammengestellt.  Man  sieht,  dass  in  |>eiden  Tafeln  die  Coeffi- 
cienten  für  die  erste  Abtheilung  eines  jeden  Werthes  von  n,  oder  für 
/*=0,  einander  gleich  sind,  dass  aber  in  den  andern  Abtheilungen 
die  Coefficienten  der  Tafel  VI  bedeutend  und  zunehmend  grösser  sind 
wie  die  correspondirenden  der  Tafel  IV. 


47. 


Die  Entwickelung  von  A~*  nach  den  Potenzen  von  p-rrp  kann  auf 
ähnliche  Art  wie  die  eben  ausgeführte  bewirkt  werden.   Der  Ausdruck 

A'  =  r^  +  r*— 2rr' cos ^iJ  cos  {U—  U')  — 2rr'sin  V  cos  {ü+  V) 
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giebt  zocifTSt 

und  hieraus  folgt 

.4     ^00 U  (an)  r^r**  cos  ^"jy     ^ 

IS  l     {Hin))         j^,_j_^,,^_- 

nachdem 

Q=p.  +  j  +  {q  +  j)^'iJ 

gesetzt  worden  ist. 


n  — /— 2r 


/— l» 


48.  • 

Wendet  man  nun  auf  die  Entwickelung  von  Q'*  den  binomischen 
Satz  auf  ähnliche  Art  wie  im  Art.  45  an,  so  bekommt  man  zuerst  die 
drei  Ausdrücke 

yP+j)  =-^  77  (n-/~r)  77  (r)   P 

fr,    i     ^Y        —    y^  ^(^)  n 

yl  +  j)       —^  n{i-s)nis)  9 
wo  die  Summationen  bez. 

von  /  =:.0    bis  l  =  n 
von  r  =  0    bis  r  =  n  —  / 
und  von  8  =  0    bis  «  =  / 

ausgedehnt  werden  müssen.  Aus  diesen  drei  Ausdrücken  folgt 

^  ^    77(n  — «  — r)  7r(Z  — j)7r(r)  77(«)  "  '' 

Führen  wir  nun  u  und  u  statt p  und  q  ein,  so  bekommen  wir 

wenn  wir  jetzt 

r  +  s  =  f 

l  +  r--8  =  f+g 

setzen.     Für  die  Elimination  von  r  und  /   ergeben  sich   hieraus   die 
Gleichungen  r  =f  —  s 

1=9  +  ^ 
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ond  es  muss  schliesslich  wieder  fUr  jeden  Werth  von  f  und  ^  ^jl^  Sum- 
mation  in  Bezug  auf  «  von  s  =  0  bis  s  =  f  ausgedehnt  werijfen.  Die 
Substitution  dieser  Ausdrücke  giebt  nun 

^     —  '^   n{n-f-g-*)nig  +  »)II(r-s)n{s)   ^ 


49. 

Durch  die  Substitution  des  eben  gefundenen  Ausdrucks  Dir  Q*  in 
die  Formel  des  Art.  4*^  erhält  man 


^S{n,  /;  g)  tt^'-'/tt'-^'— ^-*^) 


WO 

S{n4,g)  =  co^^\J\%^^\J  ST^Li^^ ^('^)'9''\J 

ist.  Zum  Zweck  der  einfacheren  numerischen  Berechnung  kann  man 
diesen  Ausdruck  auch  durch  die  (>  und  B Functionen  zusammenziehen. 
Man  findet 

[n,/;  j)  =  cos^HJ^  ig'HJ  ^'sliQin^hg-s^+g+s).  B  [f^g+s^f).  B  {f,s)  Xg^iJ 

Man  kann  denselben  Ausdruck  auch  dqrch  eine  FFunction  darstellen, 
es  wird  nemlich  auch 

nJ.g)  =  cos'HJis'HJ9{n-HJ+g).B(f+gJ).F{--f,-{n-H),g+^ 

Von  dieser  Function  habe  ich  der  leichteren  Yergleichung  mit  den  vor- 
hergehenden wegen  die  numerischen  CoefScienten  bis  ii  =  6  berechnet, 
und  in  Tafel  VII  angeführt. 
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Tafel  III.  log  A  (y. 

^) 

g. 

logXtor.O) 

log^to,!) 

log  k  ig,  2) 

f^± 

0 

0.6020600 

■ 

l 

0.1249387 

• 

. 

% 

9.9030900 

3 

9.7569620 

■ 

4 

9.6478175 

5 
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6 
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7 

9.4259687 

8 
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9 
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10 

9.2798407 

11 
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n 
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13 

9.170T0 

14 
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15 

9.11070 

16 
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17 
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. 

18 
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£==2 

« 

0 

0.9030900 

9.6478175 

1 

0.4259687 

9.4259687 

2 

0.2041200 

9.2798407 

3 

0.0579920 

9.1706962 

4 

9.9488475 

9.0835460 

5 

9.8616973 

9.0109954 

6 

9.7891467 

8.9488475 

7 

9.7269987 

8.8944898 

8 

9.6726411 

8.8461851 

9 

9.6243364 

8.8027194 
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n 
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H 
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/^-3 

• 
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f- 


Tafel  m 

l0g»(j,0) 
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Tafel  IV.  Logg,  der  allgemeinen  Coeliit-ienlen  von  -i 
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0.0389181 
9.4308580 

2, —3 
2,       0 

9.1938200 
0.1480620 
D.3G99113 

0.2730013 
0.5740313 
U.273Ü0I3 

0.3699113 
0.1180626 
9.1938200 

0,       0 

9. 148062 G 

0.3521826 

0.7043652 

0.3521826  t  9.1480626  | 

5,  — 5 
ä,-3 

5,-1 
5,+  i 
5,- -3 

5,--S 

9.3911008 
O.O90Ö70O 
0,3911006 
0.3911006 
0.O9OU7O6 
.9.391  lUOB 

3,-3 
3,-1 
3.+  1 
3,  +  3 

9.I3582HU 

0.215009t 
0.6129493 
0.582986! 

0.3399480 

0.8170604 
0.8170fi»i 

0.3399480 

0.3829861 
0.0129493 
0.2150094 
9.1358880 

1,-1 
1,  +  ' 

9.0083813 
0.2149726 

0.4490026 
0.0719713 

1.023  IM9 
1.023123» 

0.I719713 
0.4490926 

0.2449726 

9.0688813 

6,-0 
fl,-i 
6,-2 

Ol 
8.3533130 
0.1314633 
0.5294033 
0.6343420 
0.529(033 

Tafel  IV. 

Fortsetzung.; 

E(p. 

+  in'iJ 

-Us'iJ 

+  üi'iJ 

-*•». 

+  tg"*/ 

-«b"*/ 

+ 1«  "iJ 

i,  —  i 
i,  —  2 

i,     0 

9.0900708 
0.2G6I019 

0.78Q010S 
0.9351686 
0.7432831 

0.3911006 
0.9931606 
1.1692519 
0.9931606 
0.3911006 

0.7432831 
0.9351686 
0.7890406 
0.2661619 
9.0900706 

2,— a 

2,       0 
2.  + 2 

9.0108893 
0.31l9I9i 

0.855987* 

0.5180393 
1.2150094 
1.3611373 

1. »36 1987 
l!aSM»87 

1.3611373 
1.2150094 
0.5160393 

0.855MT4 
0.3118194 
9.0108893 

U,   ü 

8.0897.000 

0.5460026 

1.34LB826 

1.5917601 

1.341883« 

0.54600MH.9897000  i| 

7,-7 
7,-5 

r,  — 3 
7,-1 

7.  +  I 
etc. 

9.3211273 
0.IG62254 
0.6433166 
0.8651954 

0.6651954 

»,  —  5 
S,  —  3 
5,-1 
5,4-1 
5,.. 3 
S,  .-5 

9.  OS 22820 
0.3075546 
0.9273433 
|.1984tb0 
1.1826158 
0.8718260 

0.4334933 
1.1314633 
1.4324933 
1.4334933 
1.1314633 
0.4324933 

0.8718280 
1.1826158 
1.1984100 
0.9273433 
0.3075546 
9.0522820 

5.-3 
3,-J 

3, +3 

8.9651319 

0.3630719 
1.0320787 
1.2873512 

0.5671919 
1.3911006 
1.7133199 
1.6463731 

1.3964957 
1.8102209 
1.8103299 
1.3964957 

1.6463731 
1.7133199 
1.3911008 
0.5871919 

1.2S73512 
1.0320787 
0.3630719 
8.96S1S19 

1,-1 

1,4-1 

8.9317080 
0.3788B61 

0.6129403 

1. 4580474 

1.5549574 
1.0528974 

1.98092S2 
1.9809282 

1.9528074 
-1.5549574 

1.4580474 
0.6120493 

U.3788661 
8.9317080 

8,-8 
8,-6 
8,  —  * 
8,-2 
8,   0 
8^  +  2 

9.2»3ü986 
U.1Q61SS6 
0.74025S6 
I.U4I28S6 
1.1381967 
1.041X86« 

6,-6 
6,  — i 
6.-2 
6,   0 
6. +2 

9.0200973 
0.3423167 
1.0412866 
1.4092634 
1.518407B 

0.4672505 
1.2454066 
1.643.1466 
n768285i 
1.6433466 

0.0791388 
1.3837093 
1.5184079 
1.4093634 
1.0412868 

i,  —  i 
*,       0 

8.0373433 
0.4044646 
1.1703S14 
1.5505936 
1.6219485 

0.6085845 
1.5294033 

1.0765613 
2.0857058 
1.8718260 

1.5250386 
2.0576771 
2.3105093 
2.0576771 
1.525038S 

U8718260 
«.085T058 
1.9765613 
1.5294033 
0.6085845 

1.62I94S5 
1.5505936 
1.1703814 
0.4014646 
8.9273433 

2,  —  a 

2,   0 
2, +3 

8.8859506 
0.4300186 
1.2081699 

0.6641019 
1.6341387 

2.0655035 

1.715254* 
2.2T51I67 
2.3842612 

2.2661619 

2.4792367 
2.2681619 

2.3842612 
2.2751167 
1.7152514 

2.0655025 

1.6341387 
0.0641019 

1.2081699 
0.4300186 
8.8S505O6 

D,   0 

8.8737160 

0.6798981 

1.7680323 

2.3700032 

2.5639122 

2.3700922 

elc. 
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Tafel  IV.  (!■ 

orlsetzung.) 

Eip. 

+  l6"iy 

-^i'iJ 

+  ts*i;  1   ~\g*ij  \   +ig'W  1  —  ig"iJ 

+  \%"V 

■ 

»1-8 

D. 

3.2682750 

8.-7 

0.2225175 

1 

8.-5 

0.8245775 

9,-3 

1. 1925543 

9,-1 

1.36864aG 

1 

etc. 

1 

T.  —  l 

8.eS206RB 

0.4972186 

1.0712499 

, 

7,  — ä 

0.37227fl9 

1.3423166 

1.5531700 

7,~S 

1.1381906 

1.8194378 

I.781B493 

7.  —  1 

1.5853546 

2.0412866 

1.7914092 

^  +  1 

1.79UÜ92 

2.0412866 

1.5833546 

5,-5 

8.8951386 

0.6433468 

1.6323514 

2.0583201 

1.8955027 

5,-3 

0.4392267 

1.6433488 

2.2587706 

2.3837093 

1.9577406 

5,-1 

1.2843247 

2.1874146 

2.5395978 

2.4214079 

1.7614460 

5.  +  1 

1.7614.460 

2.421.(979 

2.5395971 

2.1874148 

1.2843247 

elc. 

3,-3 

8.8481620 

0.7054946 

1.8437973 

2.4015148 

3.-I 

0.47U1I3. 

1.T724414 

2.5225639 

2.8516226 

3,  +  l 

1.3404726 

2.3287439 

2.7936306 

2.8516228 

etc. 

3,  +  3 

1.8138340 

2.5250385 

2.71 883 8S 

2.4910148 

1,-1 

8.8279586 

0.7310487 

1.9283292 

2.6553279 

2.9952760 

? 

1,  +  1 

0.48I17II 

1,8102300 

2.3973360 

2.977S472 

2.9952760 

elc. 

10,-10 

0,. 

9.24600 

10,—    8 

0.24600 

lU,-   8 

0.89921 

•4 

10,-    4 

1.32518 

1U,—  2 

1.56822 

10,         0 

elc. 

l.«4740 

8,—» 

8.96723 

0.52355 

1. 15194 

8,-6 

0.39861 

1.4266i 

1.C01I64 

8,-* 

1.22252 

1.97071 

X.005(6 

8,-2 

1.73662 

2.27173 

2.10901 

8,       0 

2.02185 

2.36885 

2,02186 

BlC. 

6, -U 

8.86713 

0.67331 

1.72446 

2.21T38 

2.12720 

6,  —  i 

0.46919 

1.74026 

2.42813 

2.S3236 

2.29353 

6, -2 

1.38124 

2.38331 

2.80284 

2.78165 

2.23074 

0,       0 

1.93754 

2.69450 

2.92174 

2.694S0 

1.93754 

elc. 

*,  — i 

8.81399 

0.74027 

1.95111 

2.67811 

4,-2 

O.jOÜIS 

1.88639 

2.72866    ■ 

3.14963 

f 

4,       ü 

1.460(2 

2.53960 

3.11363 

3.29656 

elc. 

t.  +  ! 

2.112469 

2.860&3 

3.20078 

3.U983 

4,+* 

2.29334 

2.89559 

3.99460 

3.67811 

2,-2 

8,79017 

0.7724* 

2.0568T 

3.88078 

3.329BT 

■2,       0 

0.52238 

1.94853 

2.84478 

3.34993 

3.51379 

etc. 

2,  +  2 

1.t8i77 

2.59198 

3.20300 

3.43708 

3.32987 

0,       0 

8.78220        0.78220 

2.08862 

2.94056 

3.43664 

3.58500 

elc. 

■ 

H 

IHM 

■ 

^H 

^H^            3«« 

i'.  A.  Hansen,' 

^fl 

^^K    .^i 

Tafe!  IV.    Fortsetzung.} 

M 

^r    m 

Kip. 

+  U!*U 

-ig'fJ 

+  i«S/  i  -le'iJ 

+  lg'*Jj 

-Ig'-lJ 

+  >8'V 

P 

1 

■« 

11.  — 11 

0,. 
y.2258U 

11.-    9 

0.26719 

11,-   7 

O.SOSIÖ 

11,-   5 

1.41328 

11,-    3 

1.T443I 

11,—    I 

elc. 

1.89044 

9,  —  U 

8.»4-(U7 

U. 54703 

1.32373 

9,-7 

0.43309 

1.50127 

1.82868 

9,-5 

1.297 15 

2.10333 

3.300U 

9,-3 

1.86925 

2.47131 

2.38  in 

9.-1 

2.22U3 

2.64740 

3.38T76 

elc. 

7,-7 

8.84231 

0.69064 

t.80St5 

3.35606 

3.33803 

7.  —  ä 

0.49553 

1.83458 

2.57470 

2.84577 

2.57949 

7,-3 

1.46506 

2.51478 

3.03665 

3.08464 

3.63089 

7,-1 

2.08880 

2.93(94 

3.23934 

3.1(1901 

2.4Ü119 

HC. 

m 

5,-5 

8.78795 

0.77032 

2.04325 

2.83717 

3.33411 

3.20633 

3.69148 

5,-3 

0.53011 

1.98330 

2.89312 

3.39837 

3.53657 

3.39353 

3.56G54 

5,-1 

elc. 

I.5S733 

2.71569 

3.37687 

3.85671 

3.58292 

3.13383 

3.30078 

■ 

3,-3 

8.75800 

0.80732 

3.IC419 

3.06738 

3.60352 

3.-1 

0.55733 

3.06248 

3.04588 

3.6479  ( 

3.92094 

eic. 

UJ 

1.59873 

2.80384 

3.52300 

3.88202 

3.93094 

A) 

^^^1 

3.M55ä 

3.19663 

3.68271 

3.8Ü764 

3.611352 

1,-1 

8.74441 

O.S33a9 

2.21716 

3.16601 

3.76123 

4.04453 

1.  +  I 

0.56395 

2.08683 

3.09323 

3.TJ331 

4.03330 

4.04453 

elc 

12,  —  12 

9.20T3I 

IS,-  lU 

0.38619 

12,-    8 

1.02686 

12,—    6 

1.54973 

IJ,  —    i 

I.9UI92 

la.-  2 

2.10604 

12,         0 

2.17298 

elc. 

"* 

1(1,  —  lü 

8.93477 

0.56822 

1.38838 

10,-    S 
10.—   « 
10,—   4 
10.-    3 
10.        ■» 

0.(4328 
1.36410 
1.98735 
2.39732 
2.63080 

1.56823 
2.22143 
2.647  40 

2.89044 
2.90962 

t.oms 
t.snTo 

2.619S7 
2.T033S 
2.63M0 

8,-8 

8.82003 

0.73313 

1.87693      3.47899 

3.S0532 

8,-6 

0.51900 

1.89921 

3.70369       3.03315 

9.83863 

s,-» 

1.34019 

2.64710 

3.221«      3-34637 

2.9551» 

S.  — ? 

2.221 \i 

S.I3i:.2 

3.51146      3.46031 

2.899« 1 

8.        (1 

3.66076 

3.3»776 

3.611J24      3.18776 

2.66076 

- 

1 

j^_ 

1 

1 
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Tafel  IV.  i^Forlselzuug.) 


E.p. 

+  tsHJ 

-  18'*/ 

+  t(;';j  —Ig'iJ 

+  18V 

-18'V 

+  lg"äj|-l«"V 

+  ls''iJ 

6,-6 
ß.-* 
6,-2 
6,   0 
elc. 

8.76313 
0,562*7 
l.Ult'j 

•i.  35201 

0.796:- 5 
2.06762 
2.86696 
3.36427 

2.12391 

3.03959 
3.60068 
3.90052 

2.97585 
3.61169 
3.95970 
4.07(23 

3.42494 
3.82253 

3.97307 
3.90052 

3.47416 
3.65869 
3.62090 
3.36427 

3.03179 

3.0(884 
2.79699 
2.35204 

*,  — 4 
i,-2 

i.      0 

8.72096 
0.58729 
I.G9563 

0.83T17 
2.15939 

2.97893 

2.25630 
3.21534 

3.78624 

3.22634 

3.89658 
4.24217 

3.83513 
4.25673 

4.39023 

4.1 1843 
4.31473 
4.24217 

4.08064 
4.06185 
3.78624 

3.69148 
3.46963 
2.97893 

3.83954 
2. 41164 
1.69563 

2, -a 

2,   0 

2, +2 

8.71324 
0.59872 

1.7I26Ö 

0.85837 
2.20078 
3.01369 

2.32448 
3.39332 
3.84300 

3.35251 
4.02032 

4.32696 

4.0348S 
4.43945 
4.51201 

4.41309 
4.S7062 
4.41509 

... 

1  ü,   0 

8.70682 

0.86498 

2.34570 

3.39146 

4.09582 

4.50406 

4.63796 

olc. 

;  13.  — 13 

13,-11 
13.-  S 

:  13,  ~  T 

13,—  S 
13,—  5 
13,—  1 

11.10(128 
0.30122 
1.08237 
1.64964 
2.0M5B 
3.29986 
2.42480 

11. -11 
11,-  U 
11,-  7 
11,-  5 
II,—  3 
11,-  1 

8.au6!8 
l).46'i58 
1.42480 
2.09380 
2.S5S13 
2.34640 

0.58752 
1.62891 
5.32789 
2.8U500 
».1060* 
3.25217 

1.34719 
2.04805 
2.52745 
2.83134 
2.98110 
2.98589 

S, -9 
U, -7 
B,  -  ä 

o!-i 

8.79983 
0.S4OID 
1.60714 
2.33953 
2.83G85 

6.74431 
1. 906 16 
2.76550 
3.300GI 
3.63080 

1.94159 
2,81894 
3.393R9 
3.74970 
3.92083 

2.58941 
3.19915 
3.57682 
3.76äS0 

3.782-.3 

2.6Öi0i 
3.0493'.« 
3.24776 
3.2773« 
3.1i268 

1  ^— ' 

7,-5 

7,-3 

1  7,-1 

elc. 

8.74085 
0.58595 
1.71028 
2.48467 

0.82003 
2.14225 
2.99958 

3.563S5 

2.19569 
3.16858 
3.79546 
4.17264 

3.0987S 
3,79867 
4,22143 
4.42252 

3.00223 

4.U7I67 
4.30734 

4.33897 

3.70944 
3.97470 
4.03434 

3.89965 

3.32923 
3.40746 
3.29759 

2.09656 

5.-5 
S,  —  3 
5,-1 

8.70311 
0.5!362 
1.77995 

0.86350 
2.1J4371 

3.13020 

2.33699 
3.36181 
4.01005 

3.36502 
4.11000 
4.54516 

4.03596 
4.34269 
4.78038 

4.38621 
4.67986 
4.72924 

4.43096 

4.51715 
.4.382*3 

4.1IÜ07 
4.01881 
3.70007 

3.34620 

3.00999 
2.56290 

3,-3 
3,-1 

8.68420 
0.62868 

1.80957 
2.58773 

0.88832 
2.29769 
3.18978 
3.74263 

2.41659 
3.46278 
4.10624 

4.44699 

3.51157 
4.26806 
4.68711 
4.82181 

4.26649 
4.77524 

4.98130 
4.90996 

4.72588 
5.00932 
5.00932 

4.73588 

e,c. 

■ 

1,-1 

l.+l 

8.67445 
0.63348 

0.89976 
2.31472 

2-45302 
3.49441 

3.57796 
4.31832 

4.36947 
4.84«6fl 

4.87462 
5.10871 

5.11767 
5.11767 

elc. 

I 


Tafol  IV.  (Forlselzimg.) 


Eip. 

+  1B*W 

-tf'lJ 

+  l«•^Jj-^•w 

+  1,'|/    -t-tl 

+  lB"ij!-lg"ü|  +  lg"t/| 

U.  — 14 

9.17418 

^ 

U,-1I 

D.3!0ei 

l«,-lo 

1.1S3&3 

«,-    8 

1.73ii9 

' 

■ 

14,-   8 

3.17498 

i 

14,-   4 

^.47193 

l 

U,-  S 

3.<5tÜl 

1 

ll  ■    • 

3.71003 

Me. 

■ 

11,  — 13 

8.MM1 

0.60333 

1.40113 

1«,-10 

0.48U31 

1.68443 

3.11307 1                                               1 

I.48Ü3I,?.4M:!» 

3.SeTS3                              1              i 

?.lMTt    t.M7«7 

3.0333«                                 1 

3.69179  1  3.3»9«S 

3.33«S                                                                                 i 

Jt-    3 

3.04033    3.50398 

3.39»84  . 

1«      0 

3.33771^3.57093 

3.33771 

e«. 

j 

1 

«,-11 

s.:st3i 

0.7*36 1 

3.0OOlllIi.4»l«llt.80773 

1 

l^-  « 

ü.i»19 

3.036U 

3.«3I|l3.34»08|S.347«l 

1 

iC-    4 

i.6m4 

3.s;i9« 

3.jt86t  t  ».7S3:;    3.iO*03 

1 

i»,-  • 

3.44J9a 

3.43831 '3.9616:14.03316    3.«99t9 

1 

«,-    ! 

3.994» 

lS46tO    4.l9SM'l.t;:?3    3.53993                                                                          | 

II,        D 

S.3JSMI' 4.ltS5l»    4.S;M3"4.*«i(l*    3.3i*3S  ,                                                                       | 

MC. 

i 

I 

i.-« 

S.:i»«J    ü.»m;3    S.SMSj    3.30>3B    3.:6093'S.9IUI    3.19346 

1 

»!-• 

«.«0711    3.3Ü930   3.3S383   3.96J07    t.39SU   4.aU5t '  3.7W3i                                   1 

i,  — 4 

l.:SS33'3.1ITHI    3.9«793    4.4Jl^«    4.i9Mi°4JH89  .  3.73MS                                      1 

».-S 

3.#MII    3.:J994    4.4HtiS    4.:3"l    i.7I67l    LSUi!    S.&4M3                                      1 

1.       > 

1.173«J    4.n?(<>    i.fi>*»    4.!tlT39    4.C343i    4.UM9'l.l7lA                                      | 

<-#«« 

'                  1 

•.^«»,1    3.4.>S::    3-.*:«    LTIKS    i.«:!««    i.:t<H>    4.4733* f 3.78313  1 

Z-t 

i>.«3:i*    3.31M4    3.iiiiS\^    t.39«f.«    4.7*m    4.9^}« j    (.9037:  .  4.UH4I  3.<3493 

».-; 

I.S>tiS    3.M3$3    L^itt^lS    t.$M89    3.114*3.  S.l*:*9    t.SSIOJ    4.M7&9 '  3.369ä« 

•.   • 

3.*»J3    3.*»»«i    t.r:«ii-    >.0«»4,3.3I»»3    3.*MmI  >.»»:    3.S9M3, 3.6ni3 

«IC. 

1                 1 

«.— i 

.*.*J9J*    0.9li*i*3.l»:si    3.U4»    i.iSTJt    i.99J*4(                1 
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Tafel  IV.  (Forteetzung.) 


Exp. 

+  tg»iy 

-tg«i/ 

+  tg**i 

-tgV 

+  tg-4/ 

-Ig-i/ 

+  tg««i^ 

-Ui'^kJ 

+  ^'^V 

13,-  13 

8.87343 

0.62164 

1.45094 

13,  -11 

0.49670 

1.73558 

2.23044 

13,—  9 

1.53147 

2.51374 

2.79629 

13,—  7 

^^.27966 

3.07801 

3.19611 

13,    5 

2.82813 

3.47595 

3.45367 

13,    3 

3.21631 

3.73122 

3.58146 

■ 

13,—  1 
etc. 

3.46495 

3.85616 

3.58309 

11,-11 

8.76431 

0.78134 

2.05434 

2.78134 

2.93895 

11,    9 

0.57722 

2.08237 

3.01813 

3.48549 

3.42750 

11.-  7 

1.72335 

2.96886 

3.68902 

3.96886 

3.74246 

A 

11,-  5 

2.54289 

3.60088 

4.15263 

4.27757 

3.90597 

11,—  3 

3.13712 

4.04021 

4.44676 

4.43340 

3.92825 

11,-  1 

etc. 

3.55210  4.31689 

1 

4.58989 

4.44599 

3.81174 

1 

9,-9 

8.70216 

0.86052 

2.31916|  3.30940  3.90463 

4.10875 

3.83119 

9,-7 

0.62644 

2.26989 

3.38800 

4.11500 

4.49065 

4.50288 

4.03210 

1 
1 

9,-5 

1.84393 

3.22414 

4.12267 

4.65778 

4.86021 

4.71213 

4.11009 

9,-3 

2.70922 

3.89754 

4.62285 

4.99767 

5.04882 

4.73362 

4.01222 

9,-1 
etc. 

3.33026 

4.33829 

4.93231 

5.16199 

5.07180 

4.63912 

3.75623 

7,-7 

8.66266 

0.90817 

2.47343 

3.59837 

4.37197 

4.83136 

4.98263 

4.79758 

4.16749 

7,-5 

0.65829 

2.38329 

3.60605 

4.46338 

3.01259 

5.27470 

5.24667 

4.89449 

4.10535 

7,-3 

1.92153 

3.38092 

4.37729 

5.03734 

5.40725 

3.50223 

5.31314 

4.80886 

3.86799 

7,-1 
etc. 

2.81363 

4.07574 

4.89281 

5.38573 

5.59657 

5.53745 

5.19864 

4.34063 

3.44565 

5.-5 

8.63710 

0.93813 

2.50906 

3.77318 

4.64461 

5.22894 

5,-3 

0.67849 

2.45664 

3.73824 

4.66936 

5.31034 

5.69055 

5,-1 

1.96832 

3.47367 

4.52483 

5.25183 

5.70572 

5.90984 

etc. 

5,H 

f-l 

2.87162 

4.17265 

5.03671 

5.58762 

5.87203 

3.90984 

5,H 

h3 

3.50001 

4.62495 

5.31955 

5.70413 

5.82222 

5.69053 

5,H 

-5 

3.90370 

4.86231 

5.39058 

5.60570 

5.54770 

3.22894 
3.45319 

3,- 

-3 

8.62139 

0.95604 

2.62582 

3.87570 

4.80191 

3.85592 

3.-1 

0.68977 

2.49595 

3.81034 

4.78038 

5.46835 

5.90655 

6.11182 

etc. 

3,  +  l 

1.99080 

3.51714 

4.59329 

5.35025 

5.84074 

6.09062 

6.11182 

3, +3 

2.89025 

4.20351 

5.08219 

5.65083 

5.95725 

6.02307 

5.85592 

:  1,-1 

8.61424 

0.96449 

2.65245 

3.92352 

4.87473 

5.35597 

3.99332 

6.20821 

etc. 

1  1,  +  1 

0.693^2 

2.50856 

3.83334 

4.81561 

5.51819 

5.97412 

6.20137 

6.20821 

1 
16.-16 

9.14597 

1 
! 

1 

1 

1 
1 

16,-14 

0.35009 

■ 
1 

1 
1 

16,  -  12 

1.22515 

1 

16,-10 

1.89416 

1 

16,—  8 

2.40604 

1 
1 

16,—  6 

2.78626 

I 

1 

16.—  4 

3.04950 

1 

■ 

16,—  2 

3.20440 

i 

16,    0 

3.25555 

etc. 
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Tafel  rV.  (Fortselzung.) 


E.p. 

+  ie°tJ 

-lg-; 

+  '8'W 

-^-iJ 

+  lB'i-' 

-1«"1^ 

+  tg-'äJ 

-tg-MJ 

+  l|!-V 

I«.-M 

8.85873 

0.63688 

1.49722 

14,-12 

0.51194 

1.78301 

2.31129 

1*,-*1U 

1.5788!) 

2.59592 

2.91468 

14,-  8 

2.3SIS4 

3.19798 

3.35559 

14,-  6 

2.94810 

3.63731 

3.65851 

14,-  4 

3.37768 

3.93835 

3.83689 

U,~  2 

3.67208 

4.11444 

3.89773 

14,   0 

etc. 

3.84337 

4.17243 

3.84337 

12,-12 

8.74851 

0.79773 

2.10415 

2.SÖ591 

3.05974 

11,- lu 

0.593S1 

2.13352 

3.10550 

3.61065 

3.59217 

12,-  8 

1.77451 

3.05781 

3.81748 

4.13871 

3.95578 

12,—  ö 

2.63184 

3.73122 

4.32644 

4.49714 

4.17383 

12,—  4 

3.26746 

4.21631 

4.67115 

4.70894 

4.25815 

n,-  5 

3.72S1B 

4.54414 

4.87149 

4.78558 

4.21348 

12,   0 

etc. 

4.03898 

4.73232 

4.93727 

4:73122 

4.03898 

10,  —  10 

8.88513 

0.87825 

2.37310 

3.40113 

4.03586 

4.28137 

4.04729 

lü,-  8 

0.6441T 

2.32541 

3.48302 

4.25141 

4.67054 

4.72854 

1.32604 

10,-  8 

1.89944 

3.33104 

4.26305 

4.84392 

5.09464 

4.99773 

4.45004 

10,—  4 

2.80613 

4.04021 

4.81383 

5.23979 

5.34530 

5.11009 

4.42885 

I«,-  2 

3.47292 

4.55210 

5.18049 

5.46816 

5.44013 

5.07438 

4.26404 

lU,    0 
etc. 

3.95005 

4.89093 

5.38577 

5.54290 

5.38577 

4.89092 

3.95005 

»,-S 

8.64417 

0.92747 

Z.53224 

3.69857 

4.31565 

5.02080 

5.22036 

5.08646 

4.51074 

8,-6 

U.67759 

2.44508 

3.71022 

4.61331 

5.21081 

5.52407 

5.55041 

5.25622 

4.52922 

8, -4 

1.98223 

3.48738 

4.53204 

5.24324 

5.66752 

5.82049 

5.69555 

5.25632 

4.38789 

8,-2 

2.92008 

4.23331 

5.10478 

5.65569 

5.92868 

5.93651 

5.67023 

S.OSUO 

4.08359 

8,   0 
elc. 

3.00326 

4.75623 

5.47639 

5.88216 

6.01381 

5.88215 

5.47639 

4.75623 

3.60326 

6,  —  U 

8.61690 

0.95932 

2.63372 

3.88360 

4.80333 

5.4388t 

fl,-4 

0.69968 

2.52359 

3.85349 

4.83576 

5.53110 

5.9C930 

6,-2 

2.03547 

3.59177 

4.69729 

5.48228 

5.99832 

6.26939 

6.   0 

2.98972 

4.34874 

5.27405 

5.89281 

6.24979 

6.36676 

elc. 

B,+2 

3.67610 

4.86799 

5.63514 

6.09890 

6.30414 

6.26939 

6, +  4 

4.14674 

5.18453 

5.79995 

6,11198 

6.16312 

5.96030 

6, +6 

4.42756 

5.31362 

5.77494 

5.92791 

5.81193 

5.43881 

4.-4 

8.59931 

0.97952 

3.69760 

3.99863 

4.97920 

5.68847 

6.15336 

4,-2 

0.71325 

2.57058 

3.93933 

4.96736 

5.71749 

6.22264 

6.50044 

4,   0 

2.06543 

3.64976 

4.78807 

5.61198 

6.17501 

6.50407 

6.61243 

elc. 

4, +2 

3.02288 

4.40309 

5.35431 

6.00213 

6.39570 

6.55843 

6.50044 

4, +4 

3.69958 

4.903T6 

5.G8545 

6.16694 

6.39418 '6.38745  6.15336 

2,-2 

8.58940 

0.99080 

2.73314 

4.06320 

5.07556 

5.82375 

6.33563 

6.62770 

2,   0 

0.71975 

2.59388 

3.97981 

5.02903 

5.80415 

6.33926 

6.65367 

6.75742 

BlC. 

2. +2 

2.07512 

3.66941 

4.817II 

5.65325 

6.23090 

6.57769 

6.70803 

6.62770 

0.   ü 

8. 581120 

0.99444 

2.74455 

4.08258 

5.10634  |5.86HT6  16.39326 

6.70306 

6.80536 

• 
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Tafel  IV.  (Fortsetzung.) 


Exp. 

+  tgV 

-^HJ 

+  t«n/ 

-tgn^ 

+  t«M/ 

-tg*n^+l«*«}/ 

-tg«V+tg»v| 

17,-17 

9.13301 

• 

17,-15 

0.36346 

17,-13 

1.26655 

17,-11 

1.96552 

17,-  9 

2.50958 

17,-  7 

2.92456 

17,-  5 

3.22559 

17,-  3 

3.42188 

17,-  1 

3.51879 

etc. 

15,-15 

8.84494 

0.65112 

1.54042 

15,-13 

0.52618 

1.82721 

2.38652 

15.  — 11 

1.62309 

2.67231 

3.02449 

15,—  9 

2.43823 

3.30913 

3.50295 

15.—  7 

3.05925 

3.78625 

3.84696 

15,—  5 

3.52662 

4.12868 

4.07069 

15,—  3 

3.86241 

4.35053 

4.18212 

15,—  1 
elc. 

4.07946 

4.45967 

4.18497 

13,-13 

8.73379 

0.81297 

2.15043 

2.94438 

3.17162 

13,-11 

0.60885 

2.18095 

3.18634 

3.72625 

3.74398 

13,—  9 

1.82193 

3.13999 

3.93587 

4.29489 

4.15147 

13,-  7 

2.71402 

3.85119 

4.48592 

4.69801 

4.41818 

13,    5 

3.38743 

4.37767 

4.87599 

4.95954 

4.55705 

13,—  3 

3.88956 

4.75126 

5.12692 

5.09216 

4.57442 

13,—  1 
elc. 

4.24611 

4.98950 

5.24991 

5.10185 

• 

4.47176 

11.  — 11 

8.66933 

0.89464 

2.42291 

3.48570 

4.15665 

4.43995 

4.24538 

11,-  9 

0.66056 

2.37656 

3.57039 

4.37657 

4.83521 

4.93459 

4.57557 

11,-  7 

1.95060 

3.40999 

4.39151 

5.01377 

5.30796 

5.25681 

4.75741 

11.-  5 

2.89508 

4.17055 

4.98762 

5.45935 

5.61316 

5.42910 

4.80222 

11,-  3 

3.60326 

4.72820 

5.40488 

5.74370 

5.77003 

5.46227 

4.71408 

11,-  1 

etc. 

4.12614 

5.11817 

5.66737 

5.88249 

5.78751 

5.35961 

4.49128 

9,-9 

8.62714 

0.94520 

2.58618 

3.79030 

4.64688 

5.19342 

4.43645 

4.34831 

4.82089 

9,-7 

0.69532 

2.50150 

3.80524 

4.74972 

5.39070 

5.74972 

5.82435 

5.58131 

4.90868 

9,-5 

2.03774 

3.58428 

4.67242 

5.42938 

5.90195 

6.10607 

6.03550 

5.65416 

4.84798 

9,-3 

3.01699 

4.37601 

5.29574 

5.89780 

6.22516 

6.29098 

6.08686 

5.57498 

4.63971 

9,-1 
elc. 

3.74592 

4.95004 

5.72457 

6.18833 

6.38214 

6.31742 

5.98420 

5.34322 

4.27741 

7.-7 

8.59841 

0.97862 

2.69253 

3.98380 

4.94700 

5.62824 

• 

7,-5 

0.71898 

2.58428 

3.95766 

4.98569 

5.72932 

6.21867 

7,-^3 

2.09617 

3.69823 

4.85204 

5.6S818 

6.25859 

6.58765 

7,-1 

3.09617 

4.50634 

5.48692 

6.16277 

6.58190 

6.765S2 

etc. 

7,H 

-1 

3.83371 

5.08359 

5.91289 

6.44360 

6.72138 

6.76582 

7,- 

-3 

4.36234 

5.46708 

6.15504 

6.54625 

6.68455 

6.58765 

7,- 

-5 

4.71010 

5.67534 

6.22382 

6.47370 

6.46686 

6.21867 

7,- 

-7 

4.89095 

5.71486 

6.11819 

6.21681 

6.04966 

5.62824 

5,-5 

8.57911 

1.00071 

2.76226 

4;10905 

5.13792 

5.89834 

6.41759 

5,-3 

0.73444 

2.63753 

4.05458 

5.13376 

5.93825 

6.50139 

6.84134 

5,-1 

2.13238 

3.76786 

4.96053 

5.84243 

6.46761 

6.86362 

7.04451 

etc. 

5,  +  l 

3.14098 

4.57918 

5.59255 

6.30732 

6.77344 

7.01535 

7.04451 

^F  W^#  • 

• 

5, +3 

3.87567 

5.14674 

6.00104 

6.56171 

6.87610 

6.96628 

6.84134 

5,  -J-  5 

4.38977 

5.50674 

6.20931 

6.61825 

6.77855 

6.70967 

6.41759 

I 
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Tafel  IV.  (Fortsetzung.) 


Exp. 

+  tgV 

|-tgv 

+  tgV 

-lg*4^ 

+  tgV 

-tg«v  +tg'V 

-tg'V  +«8*v| 

3,-3 

8.56714 

1.01428 

• 

2.80492 

4.18513 

5.25285 

6.05903 

6.63307 

6.992Ü9 

3,-1 

0.74323 

2.66751 

4.10880 

5.21601 

6.05329 

6.65535 

7.04229 

7.22522 

t^tt^ 

3,  +  l 
3, +3 

2.14977 

3.80105 

5.01189 

5.91498 

6.56517 

6.99115 

7.20863 

7.22522 

d^. 

3.15552 

4.60268 

5.62644 

6.35344 

6.83416 

7.09380 

7.14496 

6.99209 

1,-1 

8.56138 

1.02077 

2.82525 

4.22126 

5.30717 

6.13454 

6.73357 

7.12255 

7.31202 

1,  +  1 

0.74607 

2.67719 

4.12628 

5.24245 

6.09011 

6.70440 

7.10597 

7.30663 

7.31202 

18,-18 

9.1208 

18,-16 

0.3761 

1 
k 

18,-14 

1.3055 

18,  —  n 

2.0325 

1 

18,  — 10 

2.6065 

18,-   8 

3.0537 

1 

18,—   6 

3.3894 

18,—   4 

3.6235 

1 

18,—   2 

3.7618 

i 

18,        0 

3.8076 

1 

etc. 

1 

16,-16 

8.8320 

0.6645 

1.5809 

1 

16,-14 

0.5396 

1.8686 

2.4569 

16.-12 

1.6645 

2.7437 

3.1269 

16,-10 

2.5096 

3.4127 

3.6399 

16,—   8 

3.1628 

3.9246 

4.0215 

16,—   6 

3.6649 

4.3048 

4.2863 

16,—   4 

4.0385 

4.5680 

4.4431 

16,—  2 

4.2969 

4.7229 

4.4965 

1 

16,        0 
etc. 

4.4482 

4.7741 

4.4482 

1 

14,-14 

8.7200 

0.8272 

2.1936 

3.0175 

3.2758 

14,-12 

0.6231 

2.2252 

3.2616 

3.8337 

3.8848 

14,-10 

1.8661 

3.2164 

4.0457 

4.4395 

4.3323 

14,—   8 

2.7904 

3.9624 

4.6333 

4.8832 

4.6428 

14,—   6 

3.4986 

4.5266 

5.0644 

5.1894 

4.8304 

14,—   4 

4.0385 

4.9416 

5.3607 

5.3717 

4.9023 

14,-    2 

4.4364 

5.2256 

5.5343 

5.4374 

4.8617 

1 

14,        0 

etc. 

4.7079 

5.3891 

5.5915 

5.3891 

4.7079 

. 

12,  -  12 

8.6546 

0.9099 

2.4692 

3.5642 

4.2685 

4.5866 

4.4282 

12,-10 

0.6758 

2.4240 

3.6512 

4.4922 

4.9870 

5.1242 

4.8047 

12,—   8 

1.9980 

3.4922 

4.5099 

5.1700 

5.5037 

5.4939 

5.0380 

12,—   6 

2.9773 

4.2905 

5.1471 

5.6602 

5.8575 

5.7192 

5.1406 

12,—   4 

3.7232 

4.8896 

5.6097 

5.9943 

6.0689 

5.8123 

5.1185 

12,—  2 

4.2875 

5.3253 

5.9228 

6.1891 

6.1485 

5.7785 

4.9724 

12,        0 
etc. 

4.6984 

5.6179 

6.1002 

6.2531 

6.1002 

5.6179 

4.6984 

1 

10,  — 10 

8.6113 

0.9616 

2.6360 

3.8749 

4.7677 

5.3520 

5.6346 

5.5878 

5.1038 

10,—  8 

0.7117 

2.5527 

3.8926 

4.8749 

5.5554 

5.9558 

6.0739 

5.8766 

5.2523 

10,—   6 

2.0889 

3.6732 

4.8009 

5.5992 

6.1153 

6.3652 

6.3429 

6.0127 

5.2609 

10,—   4 

3.1059 

4.5064 

5.4696 

6.1174 

6.i930 

6.6100 

6.4602 

6.0063 

5.1332 

10.—   2 

3.8763 

5.1261 

5.9490 

6.4639 

6.7120 

6.7053 

6.4342 

5.8602 

4.8670 

10,        0 

4.4535 

5.3705 

6.2658 

6.6570 

6.7839 

6.6570 

6.2658 

5.5705 

4.4535 

etc. 

• 

^^g^^ 

__^ 

jgg^B^ 

BBsma 
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Tafel  IV.  (Fortsetzung.) 


Exp. 

+ig'i^ 

-igVl+t»V 

-tgV 

+  lg"i-' 

-lg*'i/|+lg'V 

-tg"iy 

+tg«V 

-tg'V+ig-J^I 

8,-8 

8.5814 

0.9964 

2.7465 

4.0755 

5.0782 

5.8009 

5.2658 

5.4787 

6.4283 

6.0762 

5.3066 

8,-6 

0.7367 

2.6398 

4.0527 

5.1221 

5.9092 

6.4443 

6.7408 

6.7988 

6.6033 

6.1128 

5.2097 

8,-4 

2.1517 

3.7951 

4.9924 

5.8743 

6.4930 

6.8732 

7.0245    6.9442 

6.6151 

5.9941 

4.9619 

8,-2 

3.1931 

4.6490 

5.6779 

6.4049 

6.8784 

7.1203 

7.1380 

6.9272 

6.4690 

5.7189 

4.5562 

8,       0 

elc. 

3.9764 

5.2774 

6.1611 

6.7498 

7.0897 

7.2011 

7.0897 

6.7498 

6.1611 

5.2774 

3.9764 

6,  —  l> 

8.5606 

1.0200 

2.8211 

4.2093 

5.2816 

6.0878 

6.6553 

1 

fi,  -  4 

0.7537 

2.6982 

4.1588 

5.2837 

6.1365 

6.7508 

7.1451 

f>,  -  2 

2.1931 

3.8743 

5.1153 

6.0483 

6.7279 

7.1819 

7.4249 

1 

0,       0 

3.2474 

4.7368 

5.8045 

6.5773 

7.1056 

7.4144 

7. 3161 

Olc.     ;                 ; 

6, +2 

4.0333 

5.3623 

6.2788 

6.9064    7.2933 

7.4627 

7.4249 

i                               1 

6,  +  4 

4.6054 

5.7893 

6.5644 

7.0525  !  7.3000 

7.3280 

7.1451 

1 

«).  4- 1) 

4.9927 

6.0371 

6.6727 

7.0195;  7.1218 

6.9986 

6.6553 

4,  -  i 

8.5469 

1.0355 

2.8696 

4.2956 

5.4116    6.2689 

6.8973 

7.3143 

4,-2 

0.7644 

2.7345 

4.2241 

5.3824 

6.2741    6.9341 

7.3832 

7.6331 

' 

4,       0 

2.2167 

3.9191 

5.1844 

6.1454 

6.8578 

7.3507 

7.6407 

7.7365 

etc.     1 

4, +2 

3.2736 

4.7788 

5.8647 

6.6586 

7.2119 

7.5507 

7.6890 

7.6331 

k,4-4      4.0518 

5.3898 

6.3166    6.9565 

7.3580 

7.5451    7.5293 

7.3143 

2,-2 

8.5391 

1.0443 

2.8970 

4.3442 

5.4845 

6.3698 

7.0310 

7.4869 

7.7490 

2,      0 

0.7696 

2.7518 

4.2553 

5.4294 

6.3393 

7.0205 

7.4946 

7.7744 

7.8670 

etc. 

2, +2    12.2244 

3.9337 

5.2067 

6.1767 

6.8994 

7.4046 

7.7092 

7.8227 

7.7490 

U,       0    i8.53fi6    1.0471  [2.9059 

4.3599    5.5080 

6.4023 

7.0739  1  7.5421 

'778187 

7.91021   etc. 

19,  -19 

9.1092 

• 

1 

! 

j 

19,-17 

0.3879 

1 

1 
1 

i 

19,-15 

1.3422 

1 

i                  1 

1 

1 

1 
1 

19,       13 

2.0955 

1 

! 

1 

19,-11    2.6976 

i 

1 

' 

1 

1 

19,         9 '3.1747 

1 
1 

19,         7!3.5i27 

1 

1 

1 

1 

19,—    5    3.8115 

t          1 

• 

19.—   3  13.9876 

1 

19,         1 

4.07 i8 

etc. 

1 

1 

1                                                      ' 

17.       17 

8.8197 

0.6771 

1.6191 

17,       15 

0.5521 

1.9075 

2.5229 

I 
1 

f 

17,-13 

1.7034 

2.8106 

3.2228 

■ 

1                                      * 

17,  -11 

2.5765 

3.5096 

3.7679 

1 

17,         9 

3.2597 

4.0537 

4.1840; 

17,-    7 

3.7940 

4.4686 

4.4864!               1 

17,         5 

4.2024 

4.7697 

4.6842 !              ' 

!          :          '           1 

17,         3 

4.4986 

4.9660 

4.7830 

1          :          1                              1 

17,-    1 
elc. 

4.6913 
8.7070 

5.0629 

4.7853 

\    \    \           1 

15,  —  15 

0.8406 

2.2342 

3.0861 

3.3733 

'              1        1 

15,       13 

0.6365 

2.2666 

3.3319 

3.9340 

4.0162 

!                   ■      1 

15,       11 

1.9075 

3.2877 

4.1481 

4.5741 

4.50031 

1           1 

15,—    9 

2.8618 

4.0659 

4.7702 

5.0549  ;  4.8508  | 

1 

15,         7 

3.6021 

4.6649 

5.2390 

5.4017    5.0822 

• 

1 

15,         5 

4.1768 

5.1177 

5.5763 

5.6287  1  5.2027 

1          1 

1 

15,         3 

4.6125 

5.4431 

5.7953 

5.7441    5.2167  1 

1 

1 

15,         1 

4.9253 

5.6523 

5.9031 

5.7518,  5.1249! 

1 

elc. 

^^^^ 

1              1 

1                   i 

' 

sn 


Tafel  V.  {Fortselzung.) 

H' 

*• 

-A'            A* 

—  V 

«• 

-k'* 

k" 

— A"    1       A" 

~h" 

»JSIQS 

0.30423 

»^9983 

0.46358 

1.08337 

8.74085 
8.7051* 

0.54019 
0.58595 

1.42480 
1.607U 

1.64664 
2.09380 

3.04458 

8.68430 

0.61363 

1.71638 

2.33953 '3.55513 

3.29986 

8.67*45 

0.63868 

1.77995 

2.48467 1  3.8368S 

2.84640 

3.43480 

9.17448 

8.88925 

0.3J06I 

S.78134 

0.48031 

1.13353 

8.73065 

8.68286 

0.55949 
0.607 U 

1.48031 
1.66784 

1.73559 
3.19071 

2.17193 

8.65938 

0. 63710 

1.78323 

2.44598 

3.69779 

2.47591 
3.0102» 

^65203 

8.04611 

0.65501 

1.S5458 

2.60277 

3.99146 

8.e4225 

0.66344 

1.89398 

3.69553 

3.17265 

3.35828 

3.33771 

3.71003 

9.15976 

8.8T3t5 

0.3358S 

8.78431 
8.70216 
8.C6266 

O.49S70 
0.57722 
0.63641 

1.18095 
1.53117 
1.73335 

1-81777 
3.27966 

3.39490 

8.63T10 

0.65839 

1.84393 

3-51339 

3.83813 

2.63732 

8.63159 

0.67849 

1.92153 

3.70922 

3.1S713 

3.21631 

2.85917 

8.81421 

0.68977 

1.96SS2 

2.81363 

3.33028 

3.55310 

3.4«49S 

3.9S831 

9.11397 

8.85873 

0.35009 

S.T435I 

0.51194 

1. 2351 5 

8.88513 

0.59361 

1.57889 

1.89416 

M44I7 

0.64417 

1.77451 

2.36184 

2.40604 

R.eiG90 

0.67759 

1.89944 

3.63181 

3.94810 

3.38626 

«.59U3) 

0.69968 

1.98323 

3.80613 

S.36T46 

3.37768 

3.04950 

8.58910 

0.71325 

2.03547 

3.M008 

3.4739t 

3.73819 

3.97308 

3.20440 

8.58630 

0.71975 

3.06543 

2.98973 

3.60196 

3.95005 

4.03898 

3.84337 

3.25555 

9.1330t 

8.84404 

0.36346 

8.73379 

Ü.53018 

1.26655 

8.66933 
8.62714 

0.60885 
0.66056 

1.63309 
1.S2I93 

1.96553 
2.43823 

3.50958 

8.59811 

0.69532 

1.95060 

3.71402 

3.05935 

3.93456 

8.5791! 

0.71898 

2.03771 

3.89508 

3.38713 

3.53663 

3.33559 

8.56714 

0.73444 

3.09617 

3.01699 

3.60326 

3.88956 

3.86241 

3.43188 

^66138 

0.74323 

2.13338 

3.09617 

3.74593 

4.13614 

4.2461t 

4.07946 

3.51879 

^^7 

^98 
8:72000 

0.37605 
0.53955 

1.30548 

S.654GI 

0.62309 

1.06419 

2.03346 

8.61131 

0.67580 

1.86613 

2.50959 

2.60649 

8.58138 

0.71171 

1.99802 

3.79041 

3,16279 

3.05365 

8.56062 

0.73671 

2.08890 

3.97726 

3.49858 

3.66492 

3.38944 

8.54692 

0.75374 

3.15168 

3.10594 

3.72323 

4.03850 

1.03850 

3.62353 

8.53910 

0.76443 

3.19308 

3.19308 

3.87626 

1.28751 

1.43641 

1.99694 

3.76181 

8.53656 

0.7G955  13.21670 

1 

3-3l7i3 

3.97637 

1.45350 

4-69841 

4.70785 

1-11831 

3. «0759 
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TaWV.  1 

[Fortsetzung.) 

19 

h^  ' 

*n 

Ä* 

-h* 

*• 

—  V* 

V" 

—  Ä" 

**• 

-*• 

*•• 

9.1092 

17 

8.8197 

0.3879 

15 

8.7070 

0.5521 

1.3422 

• 

13 

8.6408 

0.6365 

1.7034 

2.0955 

11 

8.5966 

0.6900 

1.9075 

2.5765 

2.6976 

9 

8.5656 

0.7270 

2.0422 

2.8618 

3.2597 

3.1747 

• 

7 

8.5436 

0.7531 

2.1363 

3.0537 

3.6021 

3.7940 

3.5427 

• 

5 

8.5284 

0.7715 

2.2028 

3.1881 

3.8344 

4.1768 

4.2024 

3.8115 

3 

8.5189 

0.7837 

2.2486 

3.2820 

3.9962 

4.4365 

4.6125 

4.4986 

3.9876 

1 

8.5143 

0.7907 

2.2774    3.3443 

4.1067 

4.6149 

4.8887 

4.9253 

4.6913 

4.0748 

, 

20 

9.0982 

■ 

18 

8.8082 

0.3992 

16 

8.6948 

0.5640 

1.3769 

14 

8.6279 

0.6491 

1.7401 

2.1551 

12 

8.5828 

0.7034 

1.9464 

2.6396 

2.7835 

10  .  8.5509 

0.7412 

2.0836 

2.9287 

3.3508 

3.2886 

8 '8.5278 

0.7683 

2.1805 

3.1250 

3.6990 

3.9151 

3.6866 

6 

8.5114 

0.7879 

2.2503 

3.2645 

3.9379 

4.3059 

4.3556 

3.9876 

• 

4 

8.5004 

0.8014 

2.2998 

3.3642 

4.1074 

4.5748 

4.7764 

4.6866 

4.1985 

2 

8.4941 

0.8100 

2.3329 

3.4333 

4.2267 

4.7638 

5.0648 

5.1270 

4.9170 

4.3234 

0 

8.4920 

0.8142 

2.3520 

3.4770 

4.3063 

4.8936 

5.2644 

5.4259 

5.3679 

5.0525 

4.3648 

Tafel  VI. 


tgV 


0,       0 


1,-1 


0,     0 


2,-2 
2,      0 

2,  +  2 


l.-l 


0,       0 


3,-3 
3.-1 
3,  +  l 
3.  +  3 


n=»0 


0 


n  =  l 

9.69897 
9.69897 


0. 


9.57403 
9.87506 
9.57403 


0.17609 
0.17609 


tg  HJ  tg  •  J  J 


0. 


0.17609 
0.17609 


0.35218 


n«3 

9.49485 
9.97197 
9.97197 
9.494S5 


0.47712 


0.35218 


Tafel  IV.  (Forlsclzung.) 


Bxp. 

+ieVl-tB'!J 

+  lgV 

-leV 

+  .6V 

-tg"iJ 

+  l«'V 

-»g'V 

+Ui"iJ 

-te'V 

+is"i/ 

13,  - 13 

8.Si08 

0.9241 

2.5124 

3.6373 

4.3727 

4.7230 

4.3980 

13,  — n 

0.0900 

2.4682 

3.7265 

4.5996 

5.1279 

5.2998    5.0165 

13,-   8 

2.0422 

3.5G86 

4.6197 

3.3145 

5.6844 

5.7125 

5.2961 

13.-  7 

3.0537 

4.4017 

5.3945 

3.8154 

6.U822 

5.0853 

5.4502 

13.-   5 

3.834t 

5.038S 

5.7982 

6.2241 

6.3423 

6.1314 

5.4859 

\ 

13,—  3 

4.4365 

5.5156 

6.1566 

6.4680 

0.4763 

6.1576 

5.4037 

13,-    1 
clc. 

4.8887 

5.8540 

6.3845 

6.5887 

6.4901 

6.0658 

5.2085 

11,-11 

S.3966 

9.9768 

2.6823 

3.9533 

4.8796 

5.4986 

5.8174 

S.«084 

5.3619 

Il>-  » 

0.7270 

2.6001 

3.9735 

4.9905 

5.7072 

6.1454 

6.3030 

6.1471 

3.5663 

11,-   J 

3.1363 

3.7554 

4.9193 

5.7534 

6.3110 

6.6022 

6.6234 

6.3390 

3.6355 

11,—    s 

3.1SSI 

4.6263 

5.6290 

6.3182 

6.7374 

6.9001 

6.7986 

6.3959 

5.5T71 

11,—   3 

3.9962 

5.2875 

6.1538 

6.7145 

7.0100 

7.0554 

6.8387 

6.3226 

5.3915 

11,—    1 
etc. 

4.Gt49 

5.7776 

G.53I2|  6.9636 

7.1448 

7.0759 

6.7469 

6.II85 

...,<,         [        1 

».-» 

8.5656 

1.0127 

2.7963 

4.1601 

5.1990 

5.9393 

6.4639 

6.7181 

6.7113 

6.4049 

5.6836 

fl,-7 

0.7531 

2.6910 

4.1401 

5.2473 

6.0739 

6.6504 

6.9903 

7.0941 

6.9469 

6.5073 

5.6388 

9,-5 

2.2028 

3.8841 

5.1309 

6.0443 

6.7063 

7.1333 

7.3319 

7.3027 

7.0280 

6.4650 

5.4949 

0,-3 

3.3820 

4.7794 

5.8517 

6.6245 

7.1462 

7.4303 

7.5114 

7.3585 

6.9625 

6.2793 

5.1892 

«.  — 1 
elc. 

4.1067 

S.4535 

6.3855 

7.0333 

7.4196 

7.5890 

7.5398 

7.3068 

6.7596 

5.9461     4.7323  1 

7.-7 

8.5436 

1.0377 

2.8750 

4.3910 

5.4128 

0.2604 

6.8714 

1              [ 

r.— > 

0.7715 

2.7537 

4.2538 

5.4201 

6.3104 

0.9764 

7.4190 

7,-3 

2.2486 

3.9712 

5.2557 

6.2345 

6.9023 

7.4675 

7.7049 

7,-1 

3.3443 

4.8793 

3.9955 

8.8191 

7.4020 

7.7689 

7.9327 

etc. 

J.H 

^1 

4.1759 

5.5302 

6.5270 

7.2126 

7.6617 

7.8080 

7.9327 

7,- 

■  3 

4.7992 

6.0411 

6.8784 

7.4334 

7.7534 

7.8606 

7.76(9 

7." 

-5 

5.2445 

0.3558 

7.0610 

7.4900 

7.0791 

7.6531 

7.4190 

1 

7, - 

■7 

5.5285 

6.5107 

7.0884 

7.3898 

7.4319 

7.2604 

6.8714 

S,-5 

8.5284 

1.0318 

2.928t 

4.3958 

5.5533 

6.4583 

7.1350 

7.6032 

* 

5,-3 

0.7837 

2.7951 

4.3282 

5.3323 

0.4733 

7.1835 

7.6869 

7.9918 

1 

5,-1 

2.2774 

4.0256 

5.3391 

6.3513 

7.1180 

7.6690 

8.0211 

8.1839 

C.C,                                          1 

5,  +  I 

3.3801 

4.9304 

0.0767 

6.9286 

7.5440 

7.9498 

8.1606 

8.1839 

5. +  3 

4.2004 

5.6054 

6.3914 

7.3912 

7.7753 

8.0415 

8.1129 

7.9918 

1                 1 

S.  +  5 

4.H210 

6.0719 

6.9195 

7.4868 

7.8314 

7.9464 

7.8736 

7.6032 

3,-3 

8.5I8U 

1.0631 

2.9617 

4.4346 

3.6432 

6.5797 

7.2953 

7.8092 

8.1333 

3,-1 

0.7307 

2.8188 

4.3705 

5.5958 

6.5000 

7.2992 

7.8355 

8.1833 

8.3t7i 

3,  +  l 

2.2913 

.1.0.'il8 

5.3791 

6.4072 

7.1920 

7.7611 

8.1413 

8.334U 

8.3171 

3,  +  3 

3.3917 

4.9319 

0.1029 

0.9638 

7.5896 

8.0076 

8.3331 

8.2741 

8.1333 

I.  — 1 

8.3113 

1.07Ü0 

2.9777 

4.4829 

5.6853 

0.6370 

7.3713 

7.9064 

8.3550 

8"63i      „,„     1 
8.1203!       *'*=■    1 

l.  +  l 

9.7030 

2.82fi5 

4.3813 

5.6104 

6.5884 

7.3366 

7.8833 

8.2122 

8.1219 

30,  -  20 

9.0982 

20,  —  18 

9.3992 

20,  —  16 

1.3769 

20,  — U 

2.1. -.51 

20,-12 

2.7835 

20,  -  10 

3.2880 

i 

«0,-8 

3-0800 

20,-    Q 

3.9876 

ao,—  4 

4.1085 

20,—  2 

4.323i 

20,        0 

4.3Ö18 

' 

1 

elc. 

^_^ 

1                ' 

1        1 
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Tafel  IV.  (Fortsetzung.) 

. 

Eip. 

+  tgV 

-igV  +  tgV  -t«V  +  i«V--tg*V 

+  lg*V 

-tg'V  +tg'V  -««'V  +««••*•'  1 

18,-18 

8.8082 

0.6890 

1.6551 

■ 

18,-16 

0.5640 

1.9443 

2.5852 

1 

1 

18,-14 

1.7401 

2.8737 

3.3130 

1 

i 

18,  — 12 

2.6396 

3.6007 

3.8879 

t 

\ 

18,-10 

3.3508 

4.1747 

4.3361 

1 

18,—  8 

3.9151 

4.6219 

4.6730 

18,—  6 

4.3556 

4.9576 

4.9084 

18,—  4 

4.6866 

5.1917 

5.0483 

1 
1 

18,—  2 

4.9170 

5.3300 

5.0960 

1 

18,    0 
etc. 

5.0525 

5.3758 

5.0525 

16,-16 

8.6948 

0.8532 

2.2723 

3.1506 

3.4650 

16,-14 

0.6491 

2.3055 

3.3980 

4.0281 

4.1392 

1 

16,-12 

1.9464 

3.3547 

4.2440 

4.6999 

4.6572 

1 

16,  — 10 

2.9287 

4.1628 

4.8982 

5.2150 

5.0443 

1 

16,—  8 

3.6990 

4.7940 

5.4015 

5.5990 

5.3157 

16,—  6 

4.3059 

5.2815 

5.7764 

5.8666 

5.4801 

16,—  4 

4.7764 

5.6447 

6.0364 

6.0267 

5.5427 

16,—  2 

5.1270 

5.8954 

6.1896 

6.0841 

5.5055 

16,    0 
etc. 

5.3679 

6.0406 

6.2402 

6.0406 

5.3679 

14,   14 

8.6279 

0.9375 

2.5529 

3.7059 

4.4702 

4.8505 

4.7566 

14,-12 

0.T034 

2.5096 

3.7968 

4.6999 

5.2592 

5.4633 

5.2135 

• 

14,-10 

2.0836 

3.6399 

4.7221 

5.4491 

5.8524 

5.9152 

5.5350 

14,—  8 

3.1250 

4.5052 

5.4314 

6.0171 

6.2901 

6.2310 

5.7354 

14,—  6 

3.9379 

5.1768 

5.9727 

6.4364 

6.5941 

6.4246 

5.8225 

• 

14,-  4 

4.5748 

5.6917 

6.3722 

6.7256 

6.7768 

6.5038 

5.8003 

14,-  2 

5.0648 

6.0715 

6.6455 

6.8954 

6.8451 

6.4719 

5.6690 

i 

14,    0 
etc. 

5.4259 

6.3290 

6.8016 

6.9514 

6.8016 

6.3290 

5.4259 

6.0130 

5.6048 

« 

12,  — 12 

8.5828 

0.9911 

2.7255 

4.0265 

4.9838 

5.6350 

5.9872 

12,  — 10 

0.7412 

2.6443 

4.0487 

5.0979 

5.8480 

6.3210 

6.5148 

6.3967 

5.8554 

12,—  8 

2.1805 

3.8318 

5.0291 

5.9000 

6.4917 

6.8208 

6.8815 

6.6385 

5.9784 

12,—  6 

3.2645 

4.7375 

5.7764 

6.5034 

6.9620 

7.1662 

7.1082 

6.7512 

5.9807 

12,-  4 

4.1074 

5.4364 

6.3423 

6.9443 

7.2843 

7.3744 

7.2060 

6.7411 

5.8644 

12,—  2 

4.7638 

5.9679 

6.7550 

7.2432 

7.4727 

7.4550 

7.1803 

6.6099 

5.6276 

12,    0 
etc. 

5.2644 

6.3546 

7.0313 

7.4115 

7.5347 

7.4115 

7.0313 

6.3546 

5.2644 

10,-10 

8.5509 

1.0280 

2.8426 

4.2386 

5.3109 

6.1061 

6.6467 

6.9388 

6.9714 

6.7064 

6.0286 

10,—  8 

0.7683 

2.7384 

4.2209 

5.3629 

6.2257 

6.8400 

7.2194 

7.3646 

7.2608 

6.8673 

6.0668 

10,—  6 

2.2503 

3.9663 

5.2393 

6.2004 

6.9020 

7.3694 

7.6124 

7.6290 

7.4026 

6.8908 

5.9751 

10,—  4 

3.3642 

4.8993 

6.0112 

6.8253 

7.3906 

7.7294 

7.8498 

7.7481 

7.4064 

6.7813 

5.7532 

10,—  2 

4.2267 

5.6149 

6.5903 

7.2759 

7.7185 

7.9390 

7.9442 

7.7292 

7.2752 

6.5376 

5.3963 

10,    0 
etc. 

4.8936 

6.1533 

7.0060 

7.5733 

7.9007 

8.0079 

7.9007 

7.5733 

7.0060 

6.1533 

4.8936 

8,-8 

8.5278 

1.0541 

2.9248 

4.3856 

5.5336 

6.4190 

7.0695 

• 

8,-6 

0.7879 

2.8049 

4.3411 

5.5453 

6.4810 

7.1825 

7.6686 

8,-4 

2.2998 

4.0602 

5.3841 

6.4043 

7.1756 

7.T265 

8.0722 

1 
1 

8,-2 

3.4333 

5.0098 

6.1693 

7.0390 

7.6699 

8.0879 

8.3061 

8,   0 

4.3063 

5.7323 

6.7514 

7.4881 

7.9916 

8.2859 

8.3828 '  etc. 

8, +2 

4.9753 

6.2683 

7.1600 

7.7730 

8.1552 

8.3293 

8.3061 

8, +  4 

5.4717 

6.6411 

7.4114 

7.9043 

8.1663 

8.2192 

8.0722 

8, +6 

5.8137 

6.8629 

7.5131 

7.8847 

8.0230 

7.9484 

7.6686 

8, +8 

6.0110 

6.9389 

7.4654 

7.7095 

7.7149 

7.4999 

7.0695 

f 
1 
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ÜBER   DIE    BESTIMMUNG   DER  MASSEN    UND   DER  TRÄGHEITS- 
MOMENTE    SYMMETRISCHER     ROTATIONSKÖRPER     YON     UN- 
GLEICHFÖRMIGER DICHTIGKEIT. 

Zur  Bestimmung  der  Masse  sowie  des  Trägheitsmomentes  eines 
beliebig  gestalteten  Körpers  bedarf  es  im  Allgemeinen  einer  dreifachen 
Integration,  welche  sich  nur  in  besonderen  Fällen  auf  ein  einfaches  In- 
tegral zurückfuhren  lässt ;  namentlich  ist  diese  Reduktion  dann  möghch, 
wenn  der  Körper  von  einer  Umdrehungsfläche  begränzt  wird  und  durch- 
aus gleiche  Dichtigkeit  besitzt.  So  bekannt  diess  ist,  so  wenig  scheint 
bemerkt  worden  zu  sein,  dass  eine  ähnliche  Reduktion  für  den  allge- 
meineren Fall  gilt,  wo  die  Dichtigkeit  im  Inneren  des  Körpers  nicht  an  .^ 
allen  Stellen  dieselbe  ist,  sondern  sich  vielmehr  in  einer  Weise  ändert, 
welche  den  Körper  als  bestehend  aus  einer  stetigen  Folge  homogener 
concentrischer  Kugelschaalen  anzusehen  erlaubt.  Nicht  ohne  Interesse 
dürfte  vielleicht  das  Endresultat  dieser  Rechnung  erscheinen,  wenn  man 
es  in  die  dynamische  Formel  kleidet,  dass  sich  die  Massen  und  Träg- 
heitsmomente von  Rotationskörpern  der  genaiAiten  Art  auf  die  Massen 
resp.  Trägheitsmomente  von  Kugeln  und  Kugelschaalen  von  endlicher 
Dicke  zurückführen  lassen. 

I. 

Bezeichnen  wir  mit  x,  y,  z  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  im 
Inneren  eines  Körpers  liegenden  Punktes  und  mit  0  die  an  der  Stelle  xyz 
statt  findende  Dichtigkeit,  so  ist  0  dx  dy  dz  das  Massenelement  des  Kör- 
pers, und  mithin  die  ganze  Masse  desselben 

1)  M=fJTodxdydz 

wobei  die  Integrationen  auf  alle  nicht  ausserhalb  des  fraglichen  Volumens 
befindlichen  Elemente  zu  beziehen  und  demgemäss  die  Integrations- 
gränzen  zu  bestimmen  sind.    Nennen  wir  femer  p   den  Abstand  des 

27* 
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Panktes  xyz  von  einer  festen  Geraden  (der  Momentenäcbse),*  so  würde 
p^  6  dx  dy  dz  das  Trägheitsmoment  des  Massenelementes  6  dx  dy  dz  sein 
und  e&  ist  mithin  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Körpers : 

ff  • 

2)  T  =  fff  p*  e  dx  dy  dz 

vorausgesetzt,  dass  die  Integrationen  zwischen  denselben  Gränzen  wie 
vorhin  ausgeführt  werden.  Die  obigen  allgemeinen  Formeln  speziali- 
siren  wir^nun  in  so  fem,  als  wir  über  das  Gesetz,  nach  welchem  sich 
die  Dichtigkeit  von  Punkt  za  Punkt  ändert,  und  über  die  B^rBnznngs- 
fläche  des  Körpers  nachstehende  Voraussetzungen  machen. 

Für  alle  vom  Anfangspunkte  der  Goordinaten  gleichweit  entfenile 
Punkte  onAM^ie  Dichtigkeit  dieselbe  sein  und  nur  von  dem  Badlüsvector 
eines  sci^|in  Punktes  abhängen.  Bezeichnen  wir  ihn  mit  ^^^+1/^+^  =r, 
so  können  wir  jetzt  6  dötch  6  (r)  ersetzen ,  wenn  wir  in  dem  letzteren 
.Symbole  d  als  Fonktiönszeichen  gelten  lassen.  Zugleich  ist  klar,  dass 
man  sich  vermöge  dieser  Substitution  den  Körper  aus  einer  stetigen  Folge 
unendlich  dünner  concentrischer  Kugelschaalen  zusammengesetzt  denkt, 
wobei  jede  SSbaale  fttr  sich  homogen  ist  und  i^r  von  ßiner  Schicht  zur 
anderen  eine  Variation  der  Dichtigkeit  eintritt. 

Was  femer  die  Begrttnzungsfläche  des  zu  betrachtttden  Körpers 
anlangt,  so  möge  sie  auf  folgende  Weise  entstanden  seilt  Von  einer 
beliebigen  ebenen  Curve,  welche  die  positiven  Sefitm  der  rechtwinkligen 
Coordinatenachsen  schneidet,  sei  AB  (Fig.  1 )  der  zwischen  jene  Achsen 
fallende  Bogen,  in  deiisen  Verlaufe  weder  eine  Discontinuität,  noch  eine 

Fig.  1. 


^' 


r^: 


ir 
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VerschlinguDg  statt  finden  möge;  man  denke  sich  ferner  die  ebene 
Fläche  AOB  um  OY  herumgedreht,  bis  sie  in  die  entgegengesetzte  Lage 
A'OB  gelangt,  und  lasse  endlich  die  Fläche  ABA'A  um  XX'  rotiren;  es 
entsteht  auf  diese  Weise  ein  Körper,  der  symmetrisch  um  den  Mittel- 
punkt 0  herum  liegt  und  von  einer  Rotationsfläche  begränzt  wird.  Er 
möge  desshalb  ein  symmetrischer  Rotationskörper  mit  der  Hauptachse  AA' 
und  der  Nebenachse  J?ß'  heissen. 

Nach  den  obigen  Voraussetzungen  bemerkt  man  sogleich ,  dass 
die  Ausfuhrung  der  in  den  Formeln  1)  und  2)  postulirten  Integrationen 
leichter  bei  polaren  als  bei  rechtwinkligen  Coordinaten  sein  muss  und 
wir  setzen  daher 

3)  x  =  r  cos  T,  y  =  r  sin  T  cos  co,  z  =  r  sin  t  sin  «, 

wo  T  den  Winkel  POX  zwischen  RadiusvcK^tor  und  a?-Achse  bezeichnet 
und  0)  der  Neigungswinkel  NMP  zwiscbeii  den  Ebenen  POX  und  XOY 
ist  (Fig.  2).    An  die  Stelle  des  früheren  Volumenelementes  dx  dy  dz  tritt 

Flg.  2. 

12: 


Ä" 


9 

nunmehr  r^  sin  x  dr  dr  d(o  und  so  wird 

4)  M  =  fffr^  ö  (r)  sin  r  dw  dr  dr, 

3)  T  =  fffp^r^  ö  (r)  sin  r  dm  dr  dr. 

Die  Integration sgränzen  fOr  r  bestimmen  sich  dadurch,  dass  man  den 
Radiusvector  OP  =  r  verlängert,  bis  er  die  Oberfläche  des  Körpers  in 
einem  Punkte  P^  schneidet  (Fig.  2);  fUr  OP^  =  r,  sind  nämlich  r  =  0 
und  r  =  r^  die  Gränzen  von  r.    Dabei,  ist  vermöge  der  Entstehung  der 
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w 

m 

Oberfläche  OP^  gleich  dem  Radiusvector  OQ  der  erzeugenden  Curve, 
wenn  letzterer  za  dem  Winkel  QOX  =  L  PfiX  =  L  POX  =  r  gehört; 
denken  wir  uns  daher  die  Polargleichong  der  erzengenden  ebenen  Carve 
aof  die  Form 

6)  r^  =  q>(cosT)     . 

gebracht,  so  sind  r  =  0  und  r  =  q>  (cos  r)  die  Gränzen  fUr  r.  Da  sich 
femer  leicht  genug  übersieht,  dass  r  von  0  bis  n  und  a>  von  0  bis  2;r 
auszudehnen  ist,  so  sind  die  zn  entwickelnden  Integrale : 

)tv  jtnt  Mtf  (cos  r) 

7)  M  =  I       I     I  r*  e[r)  sin  tdmdrdr, 

\%7r  ^Tt  M  (cos  r) 

8)  T  =  \      i     I  p*r»  e(r;  sio  rdtadrdr. 


M%^  ^Tt    M   ;C09 


Das  erste  dieser  Integrale  wird  dadurch  etwas  einfacher,  dass  sich 
die  auf  a>  bezügliche  Integration  sogleich  ausfuhren  lässt,  nämlich : 

n7  (cost) 
r*  ö(r)  sin  r  dr  dr  ' 

V  V 


Denken  wir  uns  das  auf  r  bezügliche  Integral  in  der  Form 

iip  (cost) 

r^O(r)  dr\  sinx  dr 

dargestellt  und  in  zwei  andere  Integrale  von  t  =  0  bis  r  =  i^n  und 
von  T=  i-;r  bis  T=;r  zerlegt,  so  sind  diese  beiden  Theile  von  gleicher 
Grösse  und  gleichem  Vorzeichen,  weil  sowohl  sin  r  als  y  (cos  t)  =r, 
im  zweiten  Quadranten  dieselben  positiven  Werthe  wieder  erhält,  die 
schon  im  ersten  Quadranten  durchlaufen  wurden ;  man  hat  daher 

i»     /mtp  (cost) 

r*  0  (r)  sin  r  dr  dr 

0       •'o 

und  durch  Einführung  einer  neuen  Yariabelen  t  =  cos  r 

r*  e  (r)  dt  dr 

0    •'0. 


jrung  einer  ne 

•'n    •'n 
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Das  noch  übrige  Doppelintegral  bildet  einen  speziellen  Fall  des  folgenden: 

f{r)r-'didr 

wenn  man  in  diesem  m  =  1,  f{r)  =  r^d{r)  nimmt;  es  ist  folglich 

10)   _  M=4;rSj,         f[r)  =  rH[r). 

Eine  ahnliche  Reduktion  gestattet  das  in  No.  8)  verzeichnete  Integral, 
sobald  man  eine  bestimmte  Momentenachse  festgestellt  hat.  Es  ist  nun 
bekannt,  dass  sich  das  Trägheitsmoment  eines  Körpers  in  Beziehung  auf 
eine  beliebige  Momentenachse  sehr  leicht  findet,  w^nn  man  das  Träg- 
heitsmoment kennt,  welches  einer  durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers 
parallel  zu  jener  gelegten  Momenlenachse  entspricht;  bezeichnen  wir 
nHmlich  mit  e  die  Entfernung  des  Schwerpunktes  von  jener  ersten  Achse 
und  mit  T,  das  betreffende  Trägheitsmoment,  endlich  mit  T^  das  Trägheits- 
moment in  Beziehung  auf  die  Parallelachse  durch  den  Schwerpunkt,  igo  ist 
M)  T,  =  T^^e^M       \. 

und  es  bedarf  also  nur  der  Bestimmung  von  T^,  In  unserem  Falle  ist 
der  Mittelpunkt  des  symmetrischen  Rotationskörpers  zugleich  der  Schwer- 
punkt; durch  diesen  legen  wir  die  Momentenachse  OS  unter  einem  Winket 
SOX  =  a  gegen  die  Achse  der  a?  (Fig.  3)  und  lassen  die  Coordinatenebene 

Pig  3-  xy  mit  der  Ebene  des  Winkels  a 

^j  zusammenfallen,  was  die  Allge- 

meinheit nicht  beeinträchtigt,  weil 
alle  die  j?Achse  ih  sich  enthalten- 
den  Schnitte   des  Körpers   con- 
/,  ,i{^        ffruent  sifid.  Ziehen  wir  von  dem 

/  willkührlichen  Punkte  P,    dessen 


^ 


y 


.'/  '"  •  <^ 


"      er 


rechtwinklige  Coordinaten  OM=x, 


<^  '    MN=y,  NP=z  sein  mögen,  die 

Senkrechte  PR  auf  die  Momentenachse  OS  und  nachher  die  Gerade  NR, 
so  ist  Pß'=  M'+  NP^ 

oder  aus  sehr  naheliegenden  Gründen 

p^  =  (x  sina  —  y  cos  af  +  z^  *  • 

und  in  PolaiCcoordinaten 

p^  =  r*  sin  ^a  cos  V  —  2r*  sin  a  cos  a  sin  r  cos  r  cos  w 
+  r^  cos  *a  sin  h  cos  ^(o  +  r*  sin  V  sin  *(ö  . 
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Durch  Substitution  dieses  Ausdruckes  gestaltet  sich  die  Formel  8)  zur 
folgenden : 

J^tn  Mit  M  (cos  r) 
I       I     I  ^*  ö(r)  cos  *T  sin  r  dco  dr  dr 

J^tnr  mV  Mtf  (cos  r) 
III  r^dijr)  sinV  cos^w  dfu  dl  dr 

ftn  ämn  /mtp  (COS  r) 
I     I  r*  0{r)  sin  h  sin  ^w  dto  dr  dr 
w     •'0   •^o 

itsr  /«IT  /«T)  (cos  t) 

2  sin 

'0      »"O    •'0 


Ji«t3r  i«9r  i«9>  (cos  x) 
I     I  r*  ö(r)  sin  *t  cos  r  cos  oj  dw  dr  c/r. 
A         »^  A      •'A 


Die  auf  co  bezttgUclMfJnlegratiön  lässt  sich  hier  leicht  ausfuhren,  indem 


man  der  Reihe  tdf^S^^Ißi^^id/ii^^  folgenden  Formeln  Gebrauch  macht : 

d(o  =  in, 

0 

cos  *co  dco  =  4  I   cos  *cd  d(ö  =  n, 

0  »^0 

sin  *(ü  dw  =  4  I  sin  *w  d(o  =  tt  , 


" 


0  •'0 

«2  TT 


JCOS  (0    dfO  ^=::  0  . 
0 


Aus  der  vorigen  Gleichung  verschwindet  demnach  das  letzte  dreifache 
Integral ,  das  zweite  und  dritte  Integral  werden  gleich ,  und  so  bleibt 


d   /•y  (cos  r) 

^0  =  ^^  §in  '«  I      I  r*  Ö(r)  cos  V  sin  r  dr  dr 

0       0 

>nr  ^9  (cos  r) 

0    •'0 


nqi  (COS  t) 
r*  0  r)  sinVr/r  dr 
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Zerlegen  wir  noch  das  auf  r  bezügliche  Intervall  0  bis  n  wie  vorhin 
in  0  bis  4^7t  und  ^tt  bis  n,  und  bemerken,  dass  die  Ausdrücke  y  (cos  t), 
cos  V  sin  T  und  sin  h  im  zweiten  Quadranten  dieselben  Werthe'  wie 
im  ersten  Quadranten  besitzen ,  so  ist  auch 

J^^n  ^(f  (C09T) 
I       I  r^  ö(r)  cos  V  sin  r  dr  dr 
0       »^0 

/•i^^9  (cos  r) 

+  271  (1  +  cos^a)  I       I  r*  ö(r)  sin  V  dr  dr 
und  mittelst  dör  Substitution  cos  r  =  / 

r^6{r)t^dtdr 

ny  (0 

Ein  Blick  auf  das  mit  S„t  bezeichnete  Doppelintegral  giebt  zu  erkennen, 
dass  man  die  vorstehende  Gleichung  durch  die  folgende  ersetzen  kann : 

12)  7;=  iTTsin^a.  S^  +  27r  (1  +  cos ^a)  (S,  — S3), 

f{r)=r*d{r). 

Die  Bestimmungen  der  Masse  und  des  Trägheitsmomentes  symmetrischer 
Rotationskörper  hängen  demnach  von  einem  und  demselben  Integrale 
S,„  ab,  mit  dessen  Reduktion  wir  uns  demnächst  beschäftigen  müssen.  • 


IL 


Betrachten  wir  statt  S^  das  im  Wesentlichen  damit  übereinstim- 
mende Integral 

ntp(x) 
x'^-' f{y)  dx  dy 

und  denken  uns  die  auf  y  bezügliche  Integration  ausgeführt,  indem  wir 

Jfiy)  dy  =  F(y)  +  Const. ,  mithin  F'{y)  =  f[y) 
setzen ,  so  nimmt  R  folgende  Form  an : 
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oder 


ar'''dx[F{<p{x))  —  F{0)] 

0 


I 


'-'dx  =  ^  F{<p{h))  -  ^    X-  a<p{x))  M<^) 


i 


U)  Ä  =  I  F{ip[x))  af- *  dx  —  ^  F(0), 

wobei  m  als  positive  von  Null  verschiedene,  sonst  aber  beliebige  Zahl 
vorausgesetzt  ist.  Auf  das  noch  übrige  Integral  lässt  sich  mit  Yortheil 
die  partielle  Integration  anwenden  und  giebt 

15)   fF{q>{x))  af-'  dx  =  F{<p{x))  ^  -  J^/af  F'(9>(x))  dy(x) 

WO  statt  F'{q){x))  wieder  f{(p{x))  gesetzt  werden  kann.  Führt  man  die 
Integrationsgränzen  x  =  h  und  :i;  =  0  in  die  Gleichung  4  5}  ein  und 
nimmt  an,  dass.das  Produkt  F.{(p{x))  af  mit  x  gleichzeitig  verschwinde, 
was  im  Allgemeinen  auch  der  Fall  ist,  so  wird 

m 

•'O 

und  durch  Substitution  in  die  Gleichung  1 4) 

m 

■  .1 

Der  vom  Integralzeichen  freie  Theil  ist  aber  nichts  Anderes  als 

m 

und  man  hat  daher  vermöge  der  ersten  und  letzten  Form  von  R  die  Re- 
duktionsformel 

a^-V(y)  dsdy  =  ^lmdy--^i^  f(<p{x))  d<p{^) 

deren  Gültigkeit  an  die  beiden  Bedingungen 

r     /•9(^)    1 
m>0     und     Lim    <J* l /'(y)  %    ==  0 

geknüpft  ist,  wenn  d  eine  in  Null  übergehende  Grösse  bezeichnet. 


Ä = ^  [F(<pm  -  F(o)]  -  -i-  U-  /-(viar))  M^y 


Mdy 
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Will  man  in  dem  zweiten  Integrale  aufder  rechten  Seile  von  No.  15) 
X  als  unabhängige  Variabele  ansehen,  so  wird  man  dq){x)  durch  (p[x)  dx 
ersetzen;  es  liegt  aber  nahe  (p[x)  selbst  als  neue  Variabele  zu  betrach- 
ten, also  etwa  q>[x)  =  y  zu  nehmen  und  umgekehrt  x  durch  y  auszu- 
drücken. Aus  der  Gleichung  q)[x)  =  y  erhält  man  in  diesem  Falle  eine 
Gleichung  von  der  Form  x  =  tp{y),  den  Werthen  x  =  0  und  x  =  h 
entsprechen  die  Gränzen  y  =  (p{0)  und  y  =  q>{h),  und  man  gelangt  so 
zu  der  Formel 

.Ä    M(p(x)  M{h)  ^(p{h) 

17)     I     \:^-'mdxdy  =  ^\fiy)dy--^\^{yrfif,)dy, 


m 

0  •'o  »^0  •'9(0) 

wobei  \p(y)'^  ziir  Abkürzung  für  [rp(y)]^  gesetzt  worden  ist. 

In  der  zuletzt  vorgenommenen  Transformation  liegt  jedoch  eine 
stillschweigende  Voraussetzung,  die  um  so  mehr  hervorgehoben  werden 
muss,  als  ihre  Nichterfüllung  eine  Modification  ^es  Calcüls  bedingt.  Eine 
Gleichung  von  der  Form  y  =(p{x)  kann  nämlich,  nach  x  aufgelöst,  meh- 
rere Wurzeln  liefern  und  es  entsteht  daher  die  Frage,  welche  von  jenen 
verschiedenen  Umkehrungen  an  die  Stelle  von  xp{y)  in  No.  1 7)  zu  setzen 
sei.  Diese  Frage  lässt  sich  zunächst  dahin  beantworten,  dass  negative 
und  complexe  Wurzeln  auszuschliessen '  sind ,  weil  x  rechter  Hand  in 
No.  16)  auf  das  positive  Intervall  0  bis  h  beschränkt  war,  mithin  Das- 
selbe von  seinem  nachherigen  Werthe  \p{y)  gelten  muss.  Wenn  daher 
die  Gleichung  y  =  q}{x)  nur  eine  reelle  und  positive  Umkehrung  be- 
sitzt, so  ist  diese  für  i//(y)  zu  substituiren  und  die  Formel  17)  gilt  dann 
schlechthin. 

Ob  nun  aber  eine  oder  mehrere  reelle  positive  Urakehrungen  der 
Gleichung  y  =  (p[x)  existiren ,  hängt  von  dem  Verlaufe  der  Funktion 
qj{x)  innerhalb  des  Intervalles  x  =  0  bis  j?  =  A  ab.  Wenn  sie  auf  die- 
ser Strecke  nur  steigt  oder  nur  föllt,  so  gehört  zu  jedem  y  ein  einziges 
X,  besitzt  sie  aber  zwischen  0  und  h  verschiedene  Maxima  und  Minima, 
so  giebt  es  mehrere  positive  reelle  Umkehrungen  und  zwar  ist  die  An- 
zahl derselben  im  Allgemeinen  um  eine  Einheit  grösser  als  diegesammte 
Menge  jener  Maxima  und  Minima  d.  h.  als  die  Anzahl  der  zwischen  0 
und  h  fallenden  Wurzeln  der  Gleichung  q){x)  =  0.  Man  wird  die  Rich- 
tigkeit dieser  Angabe  sogleich  bestätigt  finden,  wenn  man  sich  y  =  g>{x) 
als  Gleichung  einer  mit  verschiedenen  Maximis  und  Minimis  ausgestat- 
teten Curve  denkt  und  nachher  y  als  die  willkührtiche  Coordinate  an- 
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sieht  Besitzt  nun ,  um  vor  der  Hand  beim  einfachsten  Falle  zu  verwei- 
len, q>{x)  zwischen  o;  ==  0  und  x  =  h  ein  Maximum  oder  Minimum, 
welches  für  a?  =  f  eintreten  möge ,  so  exisliren  zwei  positive  Umkeh- 
rungen, die  wir  durch  x^  =  \p^{y)  und  x^  =  t//j(y)  unterscheiden.  Die 
kleinere  von  ihnen ,  etwa  x^,  ifit  kleiner  als  f ,  die  grössere  x^  >  f ,  und 
daraus  geht  hervor,  dass  man  von  der  Gleichung  y  =  (p{x)  die  erste 
oder  die  zweite  Umkehrung  nehmen  muss,  je  nachdem  —  wenn  man 
diess  nämlich  im  Voraus  weiss  —  x  kleiner  oder  grösser  als  i  sein  soll. 
Nach  dieser  Bemerkung  erledigt  sich  die  Transformation  des  in  No.  1 6) 
vorkommenden  Integrales 

X- f{q>[x))  dq>{x) 

sehr  einfach  dadurch,  dass  man  es  in  die  beiden  folgenden  Integrale 
zerlegt 

ar  f{ip[x))  dq>[x)     +     \  x-^  m^))  dip{x\ 

wo  nun  im  ersten  Integrale  x  <^i  und  im  zweiten  o;  >  £  ist.  Setzt  man 
wiederum  (p{x)  =  y,  so  hat  man  im  ersten  Falle  die  kleinere  Umkeh- 
rung x  =  ip^{y),  im  zweiten  die  grössere  x  =  %p^{y)  zu  nehmen  und 
erhält  so 

Vi(»)"  f(y)  dy  +     rp^iyr  fiy)  dy 

An  die  Stelle  der  Reduktionsformel  17)  tritt  jetzt  die  folgende: 

,(f(a?) 

18)  11  0--'  f(y)  dx  dy 


0    •'O 


mdy-i:    \  t^ilyr  /■(!/)  dy  +     %{yr  fiy)  dy 


m 


Auf  ähnliche  Weise  würde  die  Transformation  in  den  Fällen  ge- 
schehen, wo  mehrere  reelle  positive  Umkehrungen  der  Gleichung 
y  =  (p{x)  existiren.  Setzen  wir  voraus,  dass  die  Funktion  (f-{x)  an  den 
Stellen  x  =  ^^,  fj,  f,,  ...  f„_i  Maxima  oder  Minima  erhalte  und  dass 

0  <  f  1 ,  <  fj  <  fa  •  •  •  <  f/i-i  <  ^  s^J '   so  würden  n  verschiedene  Um- 
kehrungen statt  finden,  nämlich 
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■ 

für  0  <x<  fj,     i^  <x<ti.  ...  ^»-1  <^<  A; 

man  zerlegt  jetzt  das  rechter  Hand  in  No.  16)  auf  o^  bezügliche  Integral 
in  n  andere  Integrale  von  0  bis  |j ,  von  {,  bis  ^^  ^'  ^'  ^*'  substitirirt  die 
einzelnen  Umkehrungen  in  die  zugehörigen  Integrale  und  erhält  so 

19)  ^-'mda:dy  =  -'^\  f{y)dy 


m 

0    »^0  •'0 


^     %fyT  f(y)  dy  +    %{yr  f{y)dy  +  . ..  +    xpniyT  M  dy 


^h  /•(fix) 


m 

Das  Verfahren,  dessen  wir  uns  zur  Reduktion  des  Doppelintegrales 
R  bedient  haben,  ist  übrigens  noch  mancher  weiteren  Anwendung  auf 
Integrale  von  allgemeineren  Formen  fähig;  geht  man  z.  B.  von  der 
Gleichung 

•  A    /•(p{x) 
0    •'0 

aus,  worin  E[x)  eine  beliebige  Funktion  von  o?  und  E'(x)  ihre  Derivirte 
bezeichnet,  so  bleiben  die  vorigen  Schlüsse  fast  wörtlich  dieselben  und 
führen  zu  der  folgenden  Reduktionsformel 

E\x)  fiy)  dx.  ily 

0    •'0 

\  fiy)  dy  -  E{0)     f(y)  dy  -     E{x)  f{<pfx))  d^lx) . 

welche  der  Formell  6)  entspricht.  Unter  der  Voraussetzung ,  dass  die 
Gleichung  y  =  (p(x)  nur  eine  reelle  positive  Umkehrung  zulässt,  erhält 
man  weiter 

E\x)  fiy)  dx  dy 

%    •'0 

m  I  /-(y)  dy  -  E{0)  \f(y)dy  -\E  (^/(y))  f(y)  dy; 

ähnliche  Formeln  würden  sich-flir  die  Fälle  ergeben,  wo  mehrere  reelle 
positive  Umkehrungen  der  Gleichung  y  =  g>{x)  existiren. 
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^  III. 

^Mittelst  der  formein  10)  uod  12)  waren  die  Masse  M  und  das 
Trägheitsmoment  T^^uf  das  t)oppelintegral  S«  zurückgeführt ,  letzteres 
reduzirt  sich  nach  den  Entwickelungen  des  vorigen  Abschnittes  auf 
zwei  oder  mehrere  einfache  Integrale  und  wir  haben  daher  die  folgen- 
den Resultate,  in  denen  t^,  t^,  ...  l^^y  die  zwischen  0  und  1  hegenden 
nach  ihrer  Grösse  geordneten  Wurzeln  der  Gleichung  (p[i)  =  0  be- 
zeichnen und  der  Gleichförmigkeit  wegen  r  für  y  gesetzt  worden  ist : 

|r*e(r)dr 

0 

—  in     I  r»Ö(r)i/»i(r)dr  + j  r^e{r)  %{r)  dr+...  +  \  r^e{r)  ^„{r)dr 

ferner  wenn  die  Gleichung  1 2)  zunächst  auf  die  Form 

7;  =:  in  (2  +  sin  *  a)  S,  +  2n{2  —  sin  ^  «)  S, 
gebracht  und  danü'  die  Reduktion  von  S^  und  S^  vorgenommen  wird 

21)       To  =  2^(2  +  sin2a) 


+  f;r(2  — sin^a) 


Um  die  mechanische  Bedeutung  dieser  Gleichungen  kennen  zu  lernen, 
betrachten  wir  vorerst  die  Massiv  und  das  Trägheitsmoment  einer  mit 
den  Halbmessern  p^  und  p^  >  p^  beschriebenen  Kugelscbaale ,  in  wel- 
cher die  Dichtigkeit  sich  nach  demselben  Gesetze  ö(r)  wie  in  dem 
Rotationskörper  ändert.  Die  Radien  p^-  und  p^  sind  in  diesem  Falle 
unabhängig  von  dem  Winkel  r,  und  da  das  Trägheitsmoment  einer 
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Kugelscbaale  von  der  genannten  Zusammensetzung  für  alle  durch  den 
Mittelpunkt  gebende  Momentenachsen  dasselbe  sein  muss,  so  können 
wir  die  Achse  der  x  mit  der  Momentenachse  zusammenfallen  lassen, 
wodurch/)  in  r  sinr  übergeht.  Die  Formeln  4)  und  5)  geben  jetzt: 

j     j  r2e(r)  sin rdwdrc/r 

To  =  |       I     I  r*ö(r)  sin Vrfcodrrfr 
*d.  h.  nach  Ausführung  der  auf  co  und  r  bezüglichen  Integrationen 
22)  •        M=kn\  rH{r)  dr 

23;  t;  =  f^  ( »-^öW  ^ 

Der  Vergleich  zwischen  diesen  speziellen  und  den  allgemeineren  For- 
meln in  20)  und  21)  führt  nun  zu  folgendem  Theoreme: 

Bedeutet  r^  =  9)(cosr)  die  Polargleicbung  der  erzeugenden  Curve 
eines  symmetrischen  Rotationskörpers,  innerhalb  dessen  die  Dich- 
tigkeit in  der  Entfernung  r  vom  Mittelpunkte  durch  die  Funktion 
ö(r)  bestimmt  wird,  so  bestehen  die  Masse  und  das  Trägheitsmo- 
ment desselben  aus  den  Massen  resp.  Trägheitsmomenten  einer 
Kugel  und  einer  Reihe  von  Kugelschaalen.  Der  Radius  der  Kugel 
ist  gleich  der  halben  Hauptachse  jenes  Körpers  und  die  Dichtig- 
keit in  beiden  Körpern  nach  demselben  Gesetze  veränderlich ;  die 
Halbmesser  der  Kugelschaalen  bestehen  aus  den  verschiedenen 
Maximis  und  Minimis,  welche  der  Radiusvector  der  erzeugenden 
.  Curve  innerhalb  des  Intervalles  r  =  0  bis  r  =  -j^tt  erreicht;  die 
in  jenen  Kugelschaalen  statt  findenden  Dichtigkeiten  sind  nicht 
dieselben  und  zwar  abhängig  von  den  verschiedenen  reellen  und 
positiven  Umkehrungen  der  Gleichung  r  =  q)[t). 

Für  das  gestreckte  Rotationsellipsoid  hat  man  z.  B. 

:  ab 


r 


*  K'a*— (a«  — *•)  C08*r 
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oder   wenn   die   numerische   Excentricität  — ^^^.      rait   e  bezeichnet 
cosT  ==  i  und  r  für  r,  gesetzt  wird, 

6 


(p{t) 


Von  dieser  Gleichung  giebt  es  nur  eine  reelle  positive  Umkehrung,- 
nämlich 


er 


^{r) 


und    man    erhält  daher  aus  den  Formeln  20) »und  21),    indem  man 

tp^(r)  =  i/;j(r) =  i^„(r)  =  %fj{r)  setzt  und  die  Integrale  wieder  zu- 

sammenzieht, 


Ja 


0[r)  dr 


-  *' J: 


Ö(r)  — - —  dr, 


tr 


in*a)     j  r*e{r)  dr  —  j  r*0{r)^!^^^  dr 


.  To  =  2;r(2  +  sin 

4-  fjr(2  — sin»«)      j  r*ö(r)  dr  —  j  r*ö(r)(^^^y  rfr 

Für  das  abgeplattete  Rotationsellipsoid,  dessen  Abplattungsmaass  durch 

•  •  • 

ausgedrückt  werden  möge,  Bndet  sich  in  ganz  fiboKclier  Weise 

und  nachher,  wenn  man  in  den  zwischen  den  Gränzen  a  und  h  genom- 
menen Integralen  die  Integrationsgränzen  vertauscht,  um  das  Intervall 
von  der  kleineren  Gränze  an  zu  rechnen, 

h  J  b 


ArH[r)dr^  Ikn  \  rH  [r)  ^f^^^p^  dr , 


T^=  2;r(2  +  sin 


'"■">  Lf 


r*6{r)'dr  + 


+  i;r(2-sin*«)  |  |  t^6{t)  dr  + 

0  •'d 


JHö(r)^^rf, 

Jb 

J  h 


Hebe«  DtEBESTiMHUNü  der  Massen  vso  DEiiTiLiGiiEtTgHOMENTE  ti.s.w.    393 

Bei  eiDeiD  Doppelkegel  ist  die  erzeugende  Liaie  eine  Gerade,  die 
von  der  Abscisseoacbse  eine  Strecke  =  a,  von  der  Ordinatenachse  eine 
Strecke  =  fr  abschneidet,  deren  Polargleichung  folglich  sein  würde 


oder 


M  +  . 


Die  Funktion  ip{t)  erlangt  zwischen   t 
ftlr  ■ 


=  »(')■ 

=  0  und  t  =  1  eiu  Minimum 


ra'  +  ft* 

und  zwar  ist  das  zugehörige  r  gleich  der  Senkrechten  vom  Anfangs- 
punkte der  Coordinaten  auf  die  Gerade.  Nennen  wir  c  dieses  Perpen- 
dikel, so  exisliren  zwei  TJmkebrungen  der  Gleichung  r^9).(f),  nämlich' 

'  =  ^''-?"^  =  y.(r) 

'  =  ^'-'  +  °r^  =  t.(r) 
ausserdem  ist  9>(0}  =.  b,  <f  (/,)  =  h,  (/i{i)  =  a  und  es  hat  demgemflss 
die  Aufstellung  der  Formeln  fUr  M  und  T^  keine  Schwierigkeit. 


UEBER  DIE 

ENTWICKELUNG  DER  ELLIPTISCHEN  FUNKTIONEN. 

Einleitung;. 

Wahrend  Legendre  bei  allen  seinen  Untersuchungen  über  die 
elliptischen  Integrale  die  oberen  Gränzen  derselben  als  unabhängige 
Variabein  betrachtete,  ist  bekanntlich  von  Abel  und  Jacobi  ein  ganz- 
Hch  veränderter  Gesichtspunkt  geltend  gemacht  worden ;  der  Werth  des 
elliptischen  Integrales  erster  Galtung  ' 


1)  u 

oder  für  z  =  sin  (p 


Jr       dz 
n 


U 


rm 


Ihrr^^Fi-^^) 


x'  sin  *(p 


0 


bildet  hier  das  Argument,  nach  welchem  sowoh|  g>  und  z  als  die  übrigen 

elliptischen  Integrale  E  (x,  q>)  und  11  (jc,  k,  g>)  entwickelt  werden.    An 

die  Stelle  der  Legendre'schen  Gleichung  u=F  {x,  q))  tritt  die  inverse 

Gleichung  y  =  am(ti,x)  oder  kurz  9)=amu,  woraus  von  selbst  folgt, 

dass  z  =  s\u(p,  d.  h. 

2)  z  =  sin  am  (u,  x) 

die  Umkehrung  von  No.  1)  bezeichnen  muss,  wofür  kürzer  sn  am  u 

geschrieben  werden  kann.  *)    Zugleich  ist 


*)  In  seiner  an  Formeln  reichen ,, Theorie  der  Modularfunktionen  und  Modularinte- 
grale'^  (Berlin  1 8 ii)  bedient  sich  Gudermann  der  Bezeichnmtg  sn  u  statt  sn  am  u; 
sie  ist  aber  in  so  fern  nicht  empfehlenswerth,  als  sie  erstent  didVesentlichen  Umstand 
verwischt,  dass  z  in  der  That  der  Sinus  einer  transcendente»  Vimktion  (am  u)  ist,  und 
als  sie  ferner  l^eine  consequente  Durchführung  gestattet,  da  man  z.  B.  sn  (2  am  u)  und 
sn  am  (tu)  nicht  unterscheiden  könnte.  Ebenso  unpassend  erscheint  die  Benennung 
jjModularsinus"  statt  ,, Amplitudensinus'*;  während  nSmlich  der  letztere  Ausdruck  die 
sprachrichtige  ZusammenziehuDg  von  „  Sinus  der  Amplitude  **  ist,  lässt  der  erste  keine 
bestimmte  Deutung  zu  und  stellt  die  Sache  durch  Weglassung  des  Hauptargumentes 
(der  Amplitude)  in  ein  schiefes  Licht. 

88  ♦ 
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/1  — z*  =  CS  am  u,    /1  — %^7}  =  / 1  —  x^  sn '  am  u 


oder  wenn  man  die  Legendre'sche  Abkürzung  V^l  — x*  sin'y  =  z/  (x,  y) 

beibehält :  

vi  — x'z'  =  ^  am  (m,  x)  =  ^  am  ii. 

An  die  Stelle  der  Differenzialgleichung 

^        ,  ,==  =  dti  oder  dw  =  Jiw)  du 

f  K  —  «•  sin '9  ^  ^^' 

tritt  nun  die  folgende 

3)  (2  am  ti  =  ^  am  u  cfu 

der  sich  noch  die  beiden  aus  den  Formeln  d  sin  (p  =  cos  (p  dtp  und 
(2  cos  (p  =  —  sm  q>  dip  entspringenden  Gleichungen 

i)  d  sn  am  u  =  +  CS  am  u  ^  am  ti  cfti 

5)  d  CS  am  u  =  —  sn  am  ti  ^  am  u  (/u 

beigesellen  lassen.  Denkt  man  sich  den  Werth  (p  =  amu  in  die  übrigen 
elliptischen  Integrale  £*  (qp)  und  //(qp)  subslituirt,  so  werden  diese  gleich- 
falls von  u  abhUngig ,  nämlich  E  (am  u)  und  77  (am  u) ,  und  bilden  mit 
den  trigonometrischen  Funktionen  der  Amplitude  zusammen  die  cllipii- 
sehen  Funktionen  im  eigentlichen  Sinne,  wahrend  die  früheren 
Funktionen  Legendre's  nunmehr  elliptische  Integrale  heisscn. 

Die  Untersuchung  richtet  sich  zunächst  auf  den  Gang  der  Funktion 
z  =  snamti;  dasErgeboiss  ist,  dass  diese  Funktion  eine  reelle  und  eine 
imaginäre  Periode  zugleich  besitzt.  Setzt  man  nämlich  V^l  -  x^  =  x'  und 

rf« I  _^ 


SO  ist  für  beliebige  ganze  m  und  m 

sn  am  (n  +  4m  JT)  =  sn  am  ti, 
sn  am  {u  +  2mK'  V — 1)  =  sn  am  u. 

Nach  Einfuhrung  dieser  neuen  Bezeichnung  und  mit  Rücksicht 
auf  die  genannte  Eigenschaft  des  Amplitudensinus  wird  es  Jacobi 
möglich  seinem  allgemeinen  Multiplikationstheoreme  eine  solche  Form 
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zu  eriheilen,  dass  sa  am  (nu)  in  ähnlicher  Weise  durch  ein  Produkt 
von  nFaktoren  dargestellt  wird,  wie  diess  bei  sin  nu  längst  bekannt  ist; 
für  M  =  -pund  n  =  oo  folgt  daraus  ein  unendliches  Produkt  für  sn  am  r, 
welches  sich  wieder  in  Partialbrttche  und  unendliche  Reihen  umsetzen 
hisst.  Das  Endresultat  dieser  Untersuchung  besteht  in  dem  merk- 
würdigen Theoreme,  dass  die  hauptsächlichsten  elliptischen  Funktionen 
gebrochene  Funktionen  sind ,  deren  Zähler  und  Nenner  aus  unendlichen 
Reihen  von  gewaltiger  Convergeaz  bestehen ;  setzt  man  nümlich 

K 

q  =  e 

und 


e{u)  =  1-2?  cos-^  +  2(/^  cos  -^  -  iq^  cos-^  + 


H(u)  =  2  r^'sin  -1^  -  2^7 sin  ^  +  2^^  sin  ^'''^ 


2IC  -,  w    ;i      —     2iC      r  -  w    :i       — "     2j^ 


WO  e(ti)  und  h(w)  elliptische  Transcendenten  heissen,  so  gelten 
die  Formeln : 

sn  am  ti  =  -^  -^-fv »   es  am  u  =  / '  ,  ,   '  , 

y^  6  (u)  '  '   «       e  u)      ' 


e  (u)  '  '  «       e  (u) 

z/amu=  Vx       ^eS      > 
in  gleich  einfacher  Weise  lassen  sich  E  (am  w)  und  77  (am  m)  durch  die 
Transcendente  e  ausdrücken. 

Den  im  Vorigen  bezeichneten  ebenso  geistreichen  als  natürlichen 
Gedankengang  hat  Jacobi  bei  seinen  späteren  Vorträgen  wieder  ver- 
lassen und  das  Ende  zum  Anfang  gemacht,  indem  er  von  den  durch  die 
Gleichungen 

^  (?,  x)  =^  i—Zq  cos  2x  +  2g*  cos  ix  —  Zq^  cos  &x  + 

^j  (?,  x)  =  2  yTq  sin  x  —  2  yfq^  sin  3j7  +  2  ^/q^  sin  5a?  — 

definirten  Funktionen  zweier  Variabelen  ausging,  und  ihren  Zusammen- 
hang mit  dem  elliptischen  Inlegrale  erster  Gattung  nachwies.*)  Der 
Hauptgrund  zu  dieser  Umgestaltung  lag  in  der  eigenthümhchen  Schwierig- 
keit, welche  Integrationen  zwischen  complexen  Gränzen  verursachen  (ein 
Punkt,  auf  den  wir  nachher  zurückkommen  werden),  während  dagegen 


*)  Eine  Skizze  dieses  Verfahrens  enthält  die  Preisschrift  Von  Rosenhain:  „Me- 
moire sur  les  foncUoim  ä  deux  variables  et  ä  quatre  periodes,  qui  sont  les  invei'scs  des  in- 
tegrales ultra- elliptiques  de  la  premiere  elasse;  Paris  imprimerie  nationale  MDCCCL"; 
die  vollständige  Darstellung  ist  aus  Jacobi's  Nachlass  zu  erwarten. 
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• 

die  für  &  and  &^  angegebenen  Aeihen  auch  bei  complexen  x  oonvergiren, 
wenn  q  jederzeit  als  echter  Bruch  angesehen  wird.  Jacobi's  Schüler 
sind  lum  Theil  noch  weiter  gegangen  und  haben  es  selbst  bei  reellen 
%  und  II  für  MiiiwKfh  erklärt,  mit  der  Definition 


*J  K(i-s*)n-K«,-i 


^^««  IrTf^pnf^TTT  =^'  «stz  =  snamii 

'0 

auszukommen.  Sie  sagen  nämlich:  „wenn  eine  Funktion  z  =  f(u) 
Maxima  und  Minima  besitzt,  wie  diess  bei  jeder  periodischen  Funktion 
der  Fall  ist,  so  muss  jene  Gleichung,  nach  u  aufgelöst,  mehrere  ver- 
schiedene Wurzeln  geben ,  d.  h.  die  umgekehrte  Funktion  u  =  F  (z) 
muss  mehrdeutig  sein ;  daraus  folgt  im  Hinblick  auf  die  reelle  Periodicität 
von  sn  am  u,  dass  das  obige  bestimmte  Integral  als  unendlich  vieldeutig 
zu  betrachten  ist.'*  Obschon  dieses  Prinzip  an  sich  keinem  Zweifel 
onterliegt,  so  darf  man  doeh  im  vorliegenden  Falle  die  Anwendung  des- 
selben bestreiten;  die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  geht  nicht 
von  der  Gleichung  2;  =  sn  am  ti  aus  um  deren  Wurzeln  aufzusuchen, 
sie  betrachtet  im  GegentheH'  daff  Integral  u  =  F  {z)  zuerst  und  nachher 
die  inverse  Funktion  2;  =  sn  am  ti ;  die  Entdeckung  der  Periodicität  von 
sn  am  u  beweist  dann  weiter  nichts ,  als  dass  man  von  einer  der 
Wurzeln  der  Gleichung  z  ==  sn  am  ti  ausgegangen  ist  und  dass  es  eben 
noch  andere  Wurzeln  giebt.  Uebrigens  wird  die  Sache  klar,  wenn  man 
zunächst  den  Modulus  =  0  nimmt  und  das  trigonometrische  SeitenslUck 
zu  den  elliptischen  Funktionen  betrachtet.   Wir  haben  dann 


Jr  dz 
A 


0 

nehmen  wir  die  Wurzel  absolut,  so  ist  identisch  mit  der  vorstehenden 
Gleichung  s^^^^^.s   ,• 

demWerthe  z=0  entspricht  fi=0,  zudemWerlhe  z  =  i,  welcher  nicht 
überschritten  werden  darf  ohne  auf  eine  divergente  Reihe  zu  kommen, 
gehört 

u*=^  +  ii  +  TTi  + 


wo  K  die  Summe  der  Reihe  heisi^en  müge ;  durch  Umkehrung  der  obigen 
Gleichung  erhält  man 
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u^  •    u*       , uj* 

^  <  4.2.3    "^    4.2.3.4.5  


Diese  Reihe  convergirt  nicht  nur  von  w=0  bis  u  =  K^  sondern  überhaupt 
immer,  und  man  kann  daher  den  Gang  der  Funktion  z  von  u = 0  bis  ti  =  oo 
untersuchen.  Findet  sich  dabei  f{2K+u)  =  —  f{u),  f{ltK+u)  =+f(u) 
U.S. w.,  so  beweist  diess,  dass  u  =  z  +  ^7?  +  eic.  nicht  die  einzige, 
sondern  nur  die  kleinste  Umkehrung  der  Gleichung  z  =u  —  +  m*  +  etc. 
ist,  während  noch  unendlich  viel  andere  Umkehrungen  existiren. "^j 
Dem  entsprechend  werden  wir  im  Folgenden  das  Integral 


r dz 


0 

als  eindeutig  und  identisch  mit 

betrachten  d.  h.  die  Wurzel  im  absoluten  Sinne  nehmen. 

Wesentlich  anders  wird  die  Sache ,  wenn  die  Gränzen  des  mit  u 

bezeichneten  Integrales  complexe  Zahlen  sind.   Die  einzig  haltbare  und 

genaue  Definition  des  zwischen  den  reellen  Gränzen  z^  und  Z  ^nom- 

menen  bestimmten  Integrales 

z 

f{z)  dz 

^0 


*)  Auch  bei  anderen  Gelegenheiten  wiederholt  sich  diese  Erscheinung.  Will  man 
z.  B.  die  von  ä  =  0  bis  z  =  —  convergente  Reihe 

"^  ^  4        »4.2»4.2.8»4.2.8.4'*''**'* 


Summiren,  so  kann  diess  mittelst  der  Bemerkung  geschehen,  dass  u  der  Gleichung 

f.  .   du  u 

genügt,  wie  eine  ganz  gewöhnliche  Rechnung  zeigt.  Das  Integral  derDifierenzialgleichung 
ist  CjK  =  Me""*  oder,  weil  für  j8  =  0  sich  u  in  0  und  -^  in  4  verwandelt,  jKasssfie""*. 
Diese  inverse  Funktion  wächst  von  u  =  0  bis  u  =  I ,  wo  jb  ==  —  wird,  und  nimmt  dann 

von  u=  \  bis  ti  =  00  wieder  ab ;  einem  individuellen  z  entsprechen  folglich  zwei  u, 
von  denen  eines  weniger,  das  andere  mehr  als  die  Einheit  beträgt.  Aus  der  Gleichung 
ue~^'=z  abgeleitet,  ist  also  u  zweideutig,  der  Gleichung  a  zu  Folge  eindeutig — trotz  dem 
widersprechen  sich  diese  Behauptungen  in  keiner  Weise ;  die  Gleichung  a  reprSsentirt 
die  eine  und  zwar  die  kleinere  Wurzel  der  Gleichung  ue'~'*'  =  js,  wie  auch  die  Um- 
kehrungsformel von  Lagrange  bestätigt,  die  andere  Wurzel  ist  nicht  in  eine  Potenzen- 
reihe  verwandelbar. 
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erklärt  dasselbe  bekanntlich  für  den  Gränzwerth  der  Summe 

unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Anzahl  (n  —  1 )  der  zwischen  z^  und 
Z  interpolirten  Grössen 

^i>^o»      ^>^i»      ^s>^» «»-1  >  *i-» 

-  ins  Unendliche  wächst,  mithin  die  Differenz  «weier  benachbarten  Zahlen 
gegen  die  Null  convergirt;  man  kann  daher  auch  sagen,  dass  das  obige 

'  Integral  =  Lim  Sf[i^J%  sei,  wenn  %  das  Intervall  z^  bis  Z  stetig  durch- 
läuft. Wendet  man  diese  Definition  auf  den  Fall  an,  wo  z^  =  ^q+^o** 
Z  =  X+  Ft  und  t  =  /— T  ist,  so  moss  man  z  als  complexe  Yariabele 
ansehen,  welche  sich  von  sc^  +  y^i  bis  X+  Yi  stetig  ändert;  nach  un- 
serer jetzigen  Kenntniss  von  der  Natur  complexer  Zahlen  bedeutet  jene 
Aenderung  den  stetigen  Uebergang  von  einer  Stelle  x^  y^  der  Zahlen- 
ebene zu  einer  anderen  Stelle  XY  d.  h.  eine  Operation ,  welche  auf  un- 
endlich viel  verschiedene  Weisen  ausgeführt  werden  kann,  so  lange 
nicht  eine  beistimmte  Curve  vorgoschrieben  ist,  längs  welcher  der  Ueber- 
gang geschehen  soll.  Dasselbe  zeigt  sich  analytisch;  für  z  =  x+yi 
geht  X  von  x^  bis  J,  y  von  y^  bis  F,  und  das  Integral 

X+Yi 

mdz 

erscheint  als  Gränzwerth  der  Summe 

[(^i  —  ^o)  +  dfi—Vo)  »1  fi^o+Vo^l  +  [(^2— ^i)  +  Ö/i— yi)«]  n^i  +yi i)  + .-. 
...  +  [{X-x„^,)  +  {Y—y„^,)i]  Ai^„-,+y«_,t) 

wenn  die  eingeschalteten  Zahlen  ar, ,  ar,  . . .  a?«  _  i ,  y^,  ^2  . . .  y«  - 1  den 
Bedingungen 

'Xq  ^  X^  ^  X^    •  •  •  .    ^  Xfg  _|  ^  JL 

yo<yi<y»  ••••  <y«-i  <  ^ 

genügen  and  n  ins  Unendliche  wächst.  Um  zwei  derartige  Zahlenreihen 
zu  erhalten,  braucht  man  nur 

8)  •  x  =  q>{t),  y  =  V>it) 

zu  setzen  und  unter  (f{t),  xpit)  zwei  wiUkUhrliche  aber  continuirliche 

Funktionen  zu  verstehen,  welche  für  <  =  <^,  und  t  =  T  die  Werthe 

>  iv  (0  =  ^0 .       viQ  =  y« 

'  \<piT)  =  X,         v(T)=y 


Ueber  die  Entwigkeluno  der  elliptischen  Funktionen.         403 

geben  und  innerhalb  des  Inlervalles  t^  bis  T  nur  wachsen ;  schaltet  man 
zwischen  i^  und  T  beliebige  Grössen  t^,  ^,  ...  /n-i  ein,  so  liefern  die 
Gleichungen  8)  zwei  Zahlenreihen ,  die  den  erforderlichen  Bedingungen 
genügen.  An  die  Stelle  der  Differenzen  x^ — x^,  x^  —  a?,  etc.,  y, — y^, 
^2  ~  Vi  ^^^'  treten  jetzt  die  Differenzen  von  (p{()  und  yj{t),  daraus  wer- 
den für  unendlich  wachsende  n  die  Differenziale  d(p{()  =  (p{t)  dt, 
d\\}[l)  =  !/;'(/)  dt  und  man  gelangt  so  zu  der  Gleichung 

,x+rt 
1 0)  I  f{z)  dz  =  I  f[^  [t)  +  irp  (/)]  W{t)  +  fv^'(0]  dt 


wo  nun  die  Vieldeutigkeit  der  rechten  Seite  unmittelbar  in  die  Augen 
springt.  —  Nur  in  einem  Falle  ist  diese  Vieldeutigkeit  nicht  vorhan- 
den. Wenn  nämlich  eine  Funktion  F{(j.  von  t  =  t^his  t  =  T  stelig  und 
endlich  bleibt,  so  darf  man  bekanntUch  das  auf  die  vorige  Art  detinirte 
bestimmte  Integral 

T 

F{f)dt 

auch  als  Differenz  zweier  Spezialwerthe  des  unbestimmten  Integrales 
J  F[t)dt  ansehen: 

F[t)dt=\F[t)dt—\  F{t)dt, 


dagegen  ist  diess  nicht  mehr  erlaubt,  sobald  F{t)  für  irgend  einen 
zwischen  <^  und  T  liegenden  Werlh  /  =  t  eine  Unterbrechung  der  Con- 
tinuität  erleidet,  man  hat  vielmehr  in  diesem  Falle  erst  die  Zerlegung 

F{t)  dt  =  1  F{t)  dt  +  (  F{i)  dt 

vorzunehmen,  wo  e  und  €^  verschwindende  Grössen  bezeichnen,  und 
nunmehr  die  einzelnen  Integrale  nach  jenem  Satze  zu  behandeln.  Von 
diesem  Fundamentallheoreme  lässt  sich  leicht  eine  Anwendung  auf  die 
Gleichung  1 0)  machen,  indem  man 

Jf{z)  dz  =  f^[z)  +  Const. 
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also 

/AvW  +  iv(0][9>'«  +  ¥(0]  dt  =  f^Me)  +  i>(0]  +  Const. 

setzt  und  die  Integration  zwischen  den  Gränzen  t  =  t^  und  t  =  T  aus- 
führt ;  man  findet  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  9) 

,X+  Yi 

demgemäss  darf  eine  Integration  zwischen  complexen  Gränzen  auf  ge- 
wöhnliche Weise  vorgenommen  werden  und  liefert  ein  eindeutiges 
Resultat ,  sobald  die  integrirte  Funktion  zwischen  jenen  Gränzen  weder 
discontinuirlich  noch  unendlich  wird.  Giebt  es  dagegen  ein  oder  meh- 
rere Werthepaare  a?  =  f  und  y  =  fi  dergestalt ,  dass  X  >  f  >  jp^  , 
T>  f]  >  y^  und  f{S+rii)  discontinuirlich  oder  unendlich  wird,  so  tritt 
in  der  That  die  Vieldeutigkeit  wieder  ein,  und  zwar  hat  Gaue hy  nach- 
gewiesen, dass  der  sogenannte  Hauptwerth  des  Integrales  um 

+^  ni  Lim  {a  f{S  +  ij»  +  e)} 

zunimmt,  wenn  die  Funktionen  (p{()  und  %p{i)  um  ihre  Variationen  d^{() 
und  d\i){t)  geändert  werden.*) 

Für  die  Behandlung  des  elliptischen  Integrales  erster  Art,  bei  wel- 
chem die  Herbeiziehung  complexer  Gränzen  zu  Gleichungen  von  der 
Form 

führen  würde,  entspringt  aus  den  obigen  Bemerkungen  eine  doppelte 
Wahl;  entweder  verhütet  man  den  Eintritt  einer  Discoutinuität  dadurch, 
dass  man  X  <  i  voraussetzt,  oder  man  lässt  X  beliebig  und  untersucht 
die  verschiedenen  Werlbe ,  welche  das  Integral  für  X  >  1  erhält ,  je 
nachdem  längs  der  einen  oder  anderen  Curve  integrirt  wird,  wie  diess 
von  Puiseux  geschehen  ist.**)  Dass  sich  Jacobi  durch  die  hervor- 
gehobene Schwierigkeit  in  dem  raschen  Laufe  seiner  Untersuchungen 


*)  Memoire  tur  les  intSgrales  deßnies,  prises  entre  des  Hmites  imaginaires ;  Paris  chez 
de  Bure  Mres,  1825. 

*•)  Becherches  sur  les  fonctions  algehriques;  LiouviUe,  Journal  de  MathemaHques^ 
tome  XV  (1850). 
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nicht  aufhalten  hess,  war  sehr  begreiflich,  zugleich  erklären  sich  daraus 
die  späteren  Theorieen  des  Meisters  und  seiner  Schüler  C ay ley,  Eisen- 
stein und  Heine,  ob  aber  der  ursprüngliche  sehr  natürliche  Gedan- 
kengang desshalb  ganz  zu  verlassen  und  sofort  durch  künstlichere  Be- 
trachtungsweisen zu  ersetzen  sei ,  darf  wohl  noch  bezweifelt  werden ; 
aus  den  oben  entwickelten  Gründen  wenigstens  möchte  mit  Sicherheit 
hervorgehen,  dass  die  Theorie  elliptischer  Funktionen  immer  noch  als 
streng  begründet  anzusehen  ist,  solange  das  elliptische  Integral  erster 
Gattung  seine  Eindeutigkeit  behält,  was  bei  reeller  oberer  Gränze  und 
absolut  genommener  Wurzel  immer  und  bei  complexer  Gränze  dann  der 
Fall  ist,  wenn  ihr  reeller  Bestandlheil  weniger  als  die  Einheit  beträgt. — 
Mit  dieser  Beschränkung  würden  die  Entwickelungen  der  Futulamenta 
nova  etc.  noch  umfangreicher  werden,  als  sie  es  ohnehin  sind,  und  es 
liegt  daher  die  Frage  nahe,  ob  sich  die  Resultate,  welche  lacobi  aus 
seinem  Multiplikationstheoreme  gezogen  hat,  nicht  direkt  aus  der  Defi- 
nition der  elliptischen  Funktionen  ableiten  lassen.  Auch  das  Mittel  hierzu 
bietet  sich  von  selbst  dar;  die  in  §  39  u. s.w.  der  fundam.  entwickelten 
Reihen  für  sn  amu,  es  am  u,  ^amu  etc.  sind  sammt  und  sonders  von 
den  Formen 

iio  +  ^1  cos^  +  4,  cos^  +  A,  cos^  + 

B,  sin  ^  +  B,  sin  ^-^/ +  B,sm'-^  + 

wo  A,  B,  H  constante  Grössen  bezeichnen,  sie  gehören  also  in  die 
Classe  der  von  Lagrange  und  Fourier  betrachteten  Reihen ,  deren 
Summen  bekanntlich  jeder  gegebenen  Funktion  f{u)  gleich  sein  können, 
sobald  u  auf  das  Intervall  0  bis  H  beschränkt  wird  und  die  CoefBcien- 
ten  An  und  Bn  mittelst  der  Formeln 


nnu    j  n  >    I   /•/.  \   _•     nnu 


An  =  ^\  f[u)  cos*^"-  dw,         B,=^\  \f[u)  sin^  du 
'o  •'o 

bestimmt  werden;  kann  man  also  die  vorstehenden  Integrationen  in 
dem  Falle  ausführen,  wo  an  die  Stelle  von  f[u)  eine  Funktion  der  Am- 
plitude gesetzt  wird ,  so  hat  man  eine  völlig  direkte  Entwickelung  der 
elliptischen  Funktionen.  Dass  sich  diese  Idee  mit  sehr  geringen  Hülfs- 
mitteln  realisiren  lässt,  mögen  die  folgenden  Untersuchungen  zeigen; 
wir  schicken  denselben  eine  kurze  Ableitung  der  wenigen  elliptischen 
Formeln  voraus,  deren  wir  später  bedürfen;  wie  sich  von  selbst  ver- 
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steht,  hat  diese  Herleitang  nur  den  Zweck  fortwährende  Verweisungen 
za  ersparen  und  die  Sache  von  der  einfachsten  Seite  darzaslellen. 


Fandamentalfofmeln  ftlr  die  trigonometrischen  Funktionen  der 

Amplitude. 

Nimmt  man  das  elliptische  Integral  F{K,q>)  zwisdien  den  Gränzen 
0  und  —  (p  statt  wie  früher  zwischen  0  und  9,  so  findet  sich  sehr  leicht, 
dass  dasselbe  sein  Vorzeichen ,  nicht  aber  seinen  Werth  ändert ;  man 
schliesst  dhraus 

(am  ( —  u)  =     —  am  u,      sn  am  ( —  u)  =  —  sn  am  ti» 
CS  am  ( — u)  =  +  CS  am  ti,      ^am ( — u)  =  +  z/amti«  u.  s.  w. 
In  der  aus  den  Formeln  6)  und  1 )  unmittelbar  folgenden  Gleichung 


ersetzen  wir  z  durch  eine  neue  Variabele  y  mittelst  der  Substitution 

^  =  ^-^7  oder  y  =  r^^, 
und  erhalten .  

^"-*'  =  l?lT^pfc^'    r^^  =  snam(ir-fi) 
d.  i.  vermöge  des  ursprünglichen  Werthes  z  =  sn  am  u 

dieser  Formel  lassen  sich  noch  die  folgenden  zur  Seite  stellen : 
13)  CS  am  (K—u)  =  ^  ?^l^I!^  ^     ^am  (K—u)  =-^^. 

Ersetzt  man  u  durch  —  m,  so  ergeben  sich  die  Formeln 


sn  am  (£^+ti) 


CS  am  u 


14) 

lcsam(Ä'  +  M)  =  — x'^^i^^"-,   ^am («:+«) 

Allgemeiner  werden  diese  Gleichungen,  wenn  man  der  Reihe  nach 
K — w,  Ä^+w,  %K — u,  21C+ti  etc.  an  die  Stelle  von  u  treten  lässt;  man 
findet  für  ungerade  m : 
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sn  am  {mK + m)  =  (—  1  )♦""""  ?"-i^ 


/     ET  t      \  f        i\4(w+l)  ^  CS  am  i* 

CS  am  (mA  +  ti)  =  ( —  1  r    ^    


^  am  (mjBT+u) 
und  für  gerade  m 


^amu 


sn  am  (mjBT+ti)  =  ( —  I)     sn  am  w 

CS  am  (mJST+M)  =  ( —  1)      es  amu 

z/  am  (mAr+  u)  =  ^  am  m 

hieraus  folgt  die  reelle  Periodicität  der  in  Rede  stehenden  Funktionen; 
für  m  =  4n  werden  nämlich  die  rechten  Seiten  der  Reihe  nach  sn  am  «, 
CS  am  Uy  /1  dsü  ti«  d.  h.  die  Funktionen  bleiben  dieselben,  wenn  ti  um  ein 
Vielfaches  von  4 AT  zunimmt. 

Will  man  zu  Formeln  gelangen,  iu'  denen  die  Amplituden  complexer 
Variabelen  vorkommen,  so  muss  man  das  Differenzial  Az :  /(1— z*)(1— x*2*) 
imaginär  werden  lassen;  diess  kann  auf  zweierlei  Weise  geschehen, 
indem  man  entweder  dem  %  imaginäre  Werlhe  beilegt,  oder  indem  man 
die  Grenze  2;=1  überschreitet. 

Nehmen  wir  erstlich  das  Integral  von  Az :  /(1 — z^)  (1  —  v?%^  zwischen 
den  GrUnzen  0  und  yi%  und  setzen 

M  =  I  -7 —      ^  also      m  =  sn  am  u 

so  erleidet  die  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Funktion  keine  Un- 
terbrechung der  Continuität,  mithin  darf  das  Integral  auf  die  gewöhnliche 
Weise  angesehen  werden  und  bildet  dann  die  Summe  von  Elementen, 
welche  unter  der  Form 

nr+7nM=v7) 
enthalten  sind,  wenn  y  das  Intervall  0  bis  97  durchläuft;  demnach  hat  man 

dy 


•f 


0 


Mittelst  der  Substitution  y  =  ^-*      wird  daraus 
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A 


I  — jj»){4— »•«*) 
0 

d.i.  wenn  man  den  Werth  des  Integrales  mit  v  bezeichnet, 

u  =  iv,     ^ir^T=%  =  s^  ^^ i^»  x),     iy  =  tg  am  (v,  x.') ; 

r   4  +  17 

nach  Substitution  der  Werthe  von  u  und  ij  ergeben  sich  aus  der  ur- 
sprünglichen Gleichung  sn  am  ti  =  tri  die  Beziehungen 

!sn  am  (m^  =  t  tg  am  (v,  %) 
CS  am  (w)  =  ^,  ^-  .     >, ,     ^am  (wj  =  ^^^  )J  L 
\   1         C8  am  (v,  » ) '  ^    /         C8  am  (t7,  % ) 

Will  man  die  obere  Grttnze  des  in  Rede  stehenden  elliptischen  In- 
tegrales grösser  als  die  Einheit  nehmen ,  so  hat  man  zu  beachten ,  dass 
das  Radikal  V^(1 — z^  (1  —  y^z^  von  z  =  1  bis  2;  ==  —  imaginttr  ist,  für 
z  >  -^  dagegen  wieder  reell  wird ;  dem  entsprechend  sind  die  beiden 
Fälle  zu  unterscheiden,  ob  die  obere  Integrationsgrtnze  zwischen 
1  und  -j-  oder  tlber  ^  hinaus  liegt. 

Um  den  ersten  Fall  zu  erörtern,  sei 

1 


w  =  I  -===?===^      mithin     4-  =  ^^  &<&  ^ 

und  dabei  1  >  |  >  x ;  die  Elemente  des  Integrales  sind  dann  theils 
reell,  theils  imaginär,  man  sondert  sie  leicht  dadurch ,  dass  man  w  in 
zwei  Integrale  von  0  bis  1  und  von  i  bis  4-  zerlegt.  Der  Werth  des 
ersten  Integrales  ist  reell  =  K,  im  zweiten  Integrale  ist  der  gemachten 
Voraussetzung  zufolge  1 — ^  negativ  und  1 — u^z^  positiv;  wir  haben 
daher 


.  I 


w 


^ ,  ^  r     dz 


Durch  Anwendung  der  Substitution  z  =  ^  wird  hieraus 

r    4  —  «*t/* 


W 


K.^j 


dy 


0 
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und  wenn  wir  das  rechter  fltauld  befiotfiche  Integral  mit  v  bezeichaen, 
so  ist  gleichzeitig 

Nach  Substitution  der  für  w  und  |  gefundenen  Werthe  nimmt  die  frühere 
Gleichung  sn  am  to  =  y  die  folgende  Form  an 


sn  am 


(*  +  t) 


J  am  (v,  k)  * 

lässt  man  —  i;  an  die  Stelle  von  v  treten  und  schreibt  vi  für  —  y ,  so 
ergeben  sich  die  Formeln 

sn  am  [K+M)  =  ^J(     .^ . 
Ics  am [K+vi)  =  —  t  "'!" '"^"'.rl     ^am(Ä+wl  =  ^L^^lHL^^-l 

[  V      <      /  ^  am  (v, « )    '      ^        \      •      /  ^  am  (v, « ) 

deren  Vorzeichen  sich  durch  die  Bemerkung  finden^  dass  für  t;=^0  dfo- 
selben  Werthe  zum  Vorschein  kommen  müssen,  welche  die  Gleiohangen 
14)  für  M  =  0  liefern. 

Um  endlich  den  zweiten  der  vorhin  erwähnten  Fälle  zu  discutiren, 
betrachten  wir  das  Integral 


w  =  \  .    ,  ■  .  ,    oaer  -0-  =  sn  am  w 


unter  der  Voraussetzung  eines  beliebigen  acht  gebrochenen  ^.  Wir  zer- 
legen w  in  drei  Integrale  von  0  bis  1,  von  1  bis  ~,  und  von  —  bis  ^ ; 
das  erste  Integral  ist  reell  und  =  K,  das  zweite  enthält  nur  imaginäre 
Elemente;  das  dritte  besteht  wieder  aus  reellen  Elementen;  demge- 
mäss  schreiben  wir 


M^  =  Ä  +  ~  l  räSf       "** 


4 


I dz 


Im  ersten  Integrale  wenden  wir  die  schon  vorhin  l^enutzte  Substitution 
z  =    .    ^        an,  im  zweiten  setzen  wir  z  =  —  und  erhalten  so 
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i^MMirm  Tiir  u  den  Werth  des  letiten  Intogialei  und  substitoiren  die  non- 
mehrigen  Werthe 

IT  =  2ir  +  -^  —  u ,        f  =  sn  am  II 
in  die  ursprüngliche  Gleichung  sn  am  »  =-4rÜt>  io^ 

snam(2Jf-u-K^0=;rirs^ 
oder  wenn  2K  —  u  durch  u  ersetzt  wird 

sn  am  (u  —  K'  i\  =■ 7^^ — r  = • 

^  /         « so  am  (%K — u)         « M  am  «l 

Lasst  man  — u  an  die  Stelle  von  u  %«ten  und  beachtet,  dass  die  Formel 
sn  am  {—v)  =  —  sn  am  1;  auch  bei  complexen  f  gilt,  sobald  man,  wie 
es  hier  geschehen  ist,  die  Definition  des  Amplitudensinus  in  allen  Fällen 
bdbeMt,  so  ergeben  sich  noch  die  Formeln 

snam(ti-f  Jrf^=         ^ 


'1  <  ^  am «» 


«so  am «» 


CS  am  (tt+JT«)  =  —  \^^^ ,    ^am  (»+Ä't)  =  —  i  et  am  m. 

I 

Die  in  den  letzten  Gleichungen  genommenen  Vorzeichen  bestimmen  sich 
durch  die  Spezialisirung  11  =  1 ,  fllr  welche  n  =0,  K'  =  ^:i  wird 
und  das  elliptische  Integral  erster  Gattung  in 

übergeht,  woraus  man  erhalt 

a?  =  snam(fi,4)  =  J=^, 

CS  am  (ti,  I)  =  ^  am  {u,  i)  =  ^^*^_, ; 

man  findet  mittelst  dieser  Substitutionen  die  Gleichungen  1 7^  bestätigt, 
wenn  die  Vorzeichen  so  genommen  werden,  wie  es  geschehen  ist. 

Die  Formeln  15),  16}  und  17)  sind  nur  spezielle  Fülle  der  allge- 
meinen Formeln  für  sn  am  u+rT,  es  am  fu+rT  u. s.w.:  wir  können 
aber  die  letzteren  aus  dem  einfachen  Grunde  über^hen ,  weil  sie  zu 
unseren  EntwicketaDgen  nicht  erforderlich  sind. 
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Allgemeine  Theoreme  ttber  periodische  Reihen  mit  complexen 

Variabelen. 

% 

•Wenn  man  sich  schon  bei  der  Betrachtung  von  Potenzenreihen 
nicht  auf  Funktionen  reeller  Variabelen  beschränkt,  so  ist  es  gewiss  nur 
consequent,  die  von  Lagrange  und  Foulrier  gegebenen  Reihenent- 
wickelungen gleichfalls  auf  Funktionen  complexer  Variabelen  auszudeh- 
nen. Um  diese  Idee  zu  realisiren,  hat  man  vorerst  die  Funktion  f[u+vi) 
in  ihren  reellen  und  imaginären  Bestand theil  zu  zerlegen,  etwa 

f{u  +  vi)  =  V  ±Vi 
mithin 

^  2  »         ^   2i  '  . 

und  darauf  jede  der  Funktionen  U  und  V  nach  einer  der.  bekannten 
Formeln 

0{u)  =  ia^  +  a,  cos  -^  +  «^  cos  ^  +  a^  cos  -^  +  .... 

H 

n>u>0  ,  ^n  =  ^\  ^(«)  cos  ^  du  , 


•^0 


^(tt)  =  \  sin  -^  +  6j  sin  ^  +  63  sin  -^  +  .... 
H>u>0,  b^  = -^{iPiu)  sin  ^  du, 

zu  entwickeln,  indem  man  0{u)  entweder  =  üoder  =  V  und  ^(m)  =  V 
oder  =  U  nimmt.  Dabei  ist  H  eine  willkuhrliche  positive  Constante  und 

« 

auch  V  gilt  in  so  fem  für  constant ,  als  es ,  der  angenommenen  Reihen- 
form  zufolge,  nur  in  den  Coeflicienten  vorkommen  kann.  Die  Art. und 
Weise  dieses  Vorkommens  lässt  sich  aber  auf  folgende  W^ise  näher 
bestimmen. 

Isi  F{t)  der  DifTerentialquotient  einer  beliebigen  Punktion  £{t),  so 
hat  man  gleichzeitig 

ä^  =  F{1)  ,        'J^  =  F{«  +  /?»)  ,      '-^^  =  iF{a+vi), 
JF{1)  dl  =  £{t),  fF{u+ßi)  du  =  £{u+ßi) ,  ijFia+vi)  dv  =  £{a+vi}, 
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und  erhalt  mittelst  dieser  Beziehungen 

^ß  ^ß 

18)    \F{u+ß%)du  —  \F[u)du  =  %\F[a+v^dv 


—  %  j  F{vi)  dv. 


Hierbei  ist  indessen  vorausgesetzt,  dass  ein  bestimoites  Integral  als  Dif- 
ferenz zweier  Spezialwerthe  des  entsprechenden  unbestimmten  Integra- 
les gelten  dürfe,  und  da  eine  solche  Identität  nur  solange  statt  findet  als 
die  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Funktion  keine  Unterbrechung 
der  Continuität  erleidet,  so  müssen  wir  die  Richtigkeit  der  Gleichung  1 8} 
an  die  Bedingung  knüpfen,  dass  einerseits  die  Funktionen  F{u+ßi}  und 
F{u)  von  fi  =  0  bis  fi  =  «,  andererseits  die  Funktionen  F{a+m)  und 
F{v%)  von  v  =  0b\8V  =  ß  stetig  bleiben.  Dieselbe  Determination  fin- 
det sich,  wenn  man  die  obige  Formel  auf  dem  von  Gauchy  angegebe- 
nen Wege  {Moigno  calcul  integral  page  305)  ableitet. 

In  der  Gleichung  1 8)  schreiben  wir  des  Folgenden  wegen  H  und  H' 
für  a  und  ß,  setzen  femer 

F{z)  =  f[z)  cos  "^  ,         /'(M+ vi)  =  <3P  (fi,  v)  +  f>  (m,  v) 

und  bezeichnen  zur  Abkürzung  die  hyperbolischen  Funktionen  i(e*+e"") 
und  |(c' — e""')  mit  es  hp  x  und  sn  hp  x\  es  ist  dann 

[<p(«,ff')  +  »V^(«»ff')]  [cos  '^  cshp  •^  —  tsin  ?^  snhp  *^^]  du 


'0 

H 


—  \  A«)  cos  ~  du 

0 


ii[(p{H,v)  +  itp{H,v)]cos;nncshp'^dv  —  iU 
und  durch  Yergleichung  der  reellen  und  imaginären  Bestandtheile 

CS  hp  ^'  j  9(u,ff')  cos  ^  dtt  +  snhp  *-f~    ip{u,H')  sin  !^  du 
Jo  Jo 

=^  lf{u)  cos  "^^  du  —  cosnn  j  i/; (ff,r)  cshp 5~  <i«;+  j  xp{0,v)  cshp'^rfv 

•<  n  Jo  Jo 


4  • 
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hp  52«:  L(tt,Ä')  cos  ?!•?  d«  _  sahp  ^  \<p{u,H)  sin  ^^  d*t 
r  I  (p{H,v)  cshp  ?^  d»  —  j  9)(0,»)  cshp  5£! 


Diese  Gleichungen  vereinfachen  sich,  wenn  für  alle  t;  von  0  bis  H'  ent- 
weder \fj  [H^v]  und  xp  (0,t;)  oder  y  (ff,t;)  und  (p{0,v)  gleichzeitig  verschwin- 
den ;  man  hat  dann 


19) 


nnu  j      . I  _  fiTiH' 


CS  hp  *^  U  {uM)  cos  ^"^  du  +  sn  hp  "^  L  {uM)  sin  ^  du 

Jq  Jq 

f{u)  cos  "^  du,  \  Cond.  v^(ff,t;)  =  v;(0,t;)  =  0  j 

und  entsprechend 

i  xp{uM')  cos  "^du  —  snhp  ^  j  (p{uM')  sin  *?^  d« 

=  0,  I  Cond.  (p{H,v)  =  (p{0,v)  =  0  } 

Zwei  ähnliche  Theoreme  ergeben  sich  aus  der  Gleichung  1 8)  ftlr 

F{z)  =  f{z)  sin  ^'; 

man  findet  nämlich  durch  eine  ebenso  einfache  Recbnang 

snhp  '^"-  L(m,F)  cos  =^  d«  +  cshp  5^  U («,//')  sin  ^^  du 


21) 


=  0,  {  Cond.  \i)[H,v)  =  t/;(0,!;)  =  0  } 

und 

n-rJi*    i 

sn 

'0 


22) 


L (ti,//)  cos  "-^'^  du  —  cshp  '^/'  r 


njrii 


=^-  du,       {  Cond.  q> {H,v)  =  (p{0,v)  =  0\ 


29* 
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Die  Gleichungen  19)  und  21)  sind  an  die  nämlichen  Bedingungen  ge- 
knüpft, auch  kommen  in  beiden  linker  Hand'  dieselben  Integrale  vor,  man 
kann  daher  letztere  als  zwei  Unbekannte  ansehen  und  diese  entwickeln ; 
vermöge  der  Beziehung  cs'hpj:  —  sn'hpj:=1  erhält  man  so 

L(fi,ff')  cos  •^  du  =  +  cshp  •^  if{u)  cos  !^  du 

A  Ja 


24) 


'0  •'0 

'  j  V(«.Ä')  sin  ^  du  =  -  snhp  *^  if{u)  cos  ^  du 


'0 

und  auf  gleiche  Weise  aas  den  Formeln  20)  und  22) 


25) 


.     U  {u,H')  cos  ?^  du  =  +  sn  hp  "^^  \f{u)  sin  ?^  du 
j  9(«.ff)  sin  *^  da  =  +  cshp  ?^  \f{u)  sin  ?^  du; 

Ja  Ja 


26) 

dabei  sind  die  Bedingungen  "^ 

für  23)  und  24):     ip{H,v)  =  xij{0,v)  =  0 
für  25)  und  26):     (p{H,v)  =  (p{0,v)  =  0 
endlich  müssen  f{u  +  Ifi)  und  f{u)  stetig  bleiben  von  u=Ohisu=H, 
f{H  +  v%}  und  f{+v%)  ebenso  von  t;=0  bis  v=^H'. 

Die  obigen  Beziehungen  führen  unmittelbar  zu  der  gesuchten  Er- 
weiterung der  Fourier'schen  Reihenformeln;  sehen  wir  nämlich  eine 
Entvvickelung  von  der  Form 

flu)  =  j-  a„  +  a,  cos  jp  +  0,  cos  -g-  +  o,  cos  -p-  + 

jr 

»)  cos  ^  du 

'0 

als  schon  bekannt  an,  so  würde  eine  Entwickeluog  von  f[u+H'i)  nur 
auf  die  Weise  vorgenommen  werden  können,  dass  man  die  Zerlegung 

/•(«+Fi)  =  7)(u,Ä')  +  »i/;(tt,ff) 

bewerkstelligte,  dann  etwa 

7.  (tt,  ff )  =  I  i,  +  il,  cos  ^  +  4  cos  ?J^  +  4,  cos  ^  +  .... 
V  (a, H')  ==  fi,  sin  ^  +  ß,  sin  ?^  +  B,  sin  ^  +  .... 
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setzte,  die  Coefficienteo  A^  uod  B^  oacb  den  Formeln 

^  =  i  U(w,Ä')  cos  =^  du.        Ä,  =  I  U(t*,Ä')  sin  '^  dti 

bestimmte  und  schliesslich  erhielte 

f{u+H'i)  =  I  Ao  +  A,  cos  f  +  il,  cos  ^  +  i*3  cos  ?f!  +  .... 

+  i  [Äj  sin  ^  +  Ä,  sin  ?^  +  Ä,  sin  '-^  +  ....] 

Substituirt  man  aber  die  aus  23)  und  2i)  folgenden  Werthe 
An  =  a,  es  hp  ^ ,         ß«  =  —  ö„  sn  hp  —^-  , 

und  zieht  die  gleichstelligen  Glieder  zusammen,  so  ergiebt  sich  augen- 
blicklich 

f{u+H'i)  =  1  «,  +  a,  cos  '-^!i^  +  a,  cos  '-^^^^  + 

d.  h.  in  Worten  : 

Die  von  2^=0  bis  z=H  geltende  reelle  Entwickelung 

f{z)  =  -  ö^  +  a,  COS  ^  +  a,  cos  -^  +  öj  cos  -|-  + 

behält  ihre  Gültigkeit  auch  für  complexe  z=u+H'iy  wenn  erstens 
u  auf  dasselbe  Intervall  wie  vorhin  z  beschränkt  wird,  wenn  femer 
f{u  +  H'i)  \mdf{u)  von  ti=0  bis  fi=J5r,  ebenso  f{H+v%)  und  f{vi) 
von  t;=Obist;=A''  stetig  bleiben,  und  wenn  endlich  die  Funktionen 

^  (ff,  V)  =  m-M^-m=aft  und  V  (0, «)  =  M=ür:«) 
für  jedes  zwischen  0  und  H'  liegende  v  verschwinden. 
Gehen  wir  ferner  von  der  nachstehenden  Gleichung  aus 

/(u)  1=  6,  sm  ^  +  6,  sm  -^  +  63  sm  -^  +  .... 

und  entwickeln  f{u+H'i)  auf  die  Weise,  dasis  wir 

tp  (u,ff')  =  C,  sin  5^  +  C,  sin  J^  +  C,  sin  ^  +  .... 

V;(u,ff')  =  I  Do  +  D,  cos^^  +  Djcos^  +  D,cos^  +  .... 

setzen,  so  bestinunen  sich  C^  und  D^  mittelst  der  Formehi 
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')  sm'^du,        D.  =  f  I  v' («.IT)  cos  ^  du 


f{u+Hi)  =  +  C,  siQ  ^  +  C,  sin  »-55  +  C,  sin  '-^  +  ... 

+  i[i-D„  +  D,co8f +  D,cos'-J!+D,cos'-^+...]. 

Die  Formeln  26)  und  25)  geben  nun 

C,  =  6.C8hp  •^.        D.  =  fc.snhp  '^ 

und  man  erbalt  mit  ihrer  Hülfe 

f{u+H'i}  =  b,  sin  '^j-i^  +  6,  sia  ?^^f^  +  .... 

d.  h. 

Die  für  J7>z>0  geltende  reelle  Entwickelung 

f{z)  =  b,  sin  ^  +  6,  sin  ?^  +  6,  sin  ^  + 

behUlt  ihre  Gültigkeit  auch  flir  complexe  z=u+H'i,  wenn  erstens 
ti  auf  dasselbe  Intervall  wie  vorhin  z  beschränkt  wird,  wenn  ferner 
f[u±_H'i)  und  f{u)  von  w=0  bis  u=H,  ebenso  f{H  +  v%)  und 
f{+v%)  von  t;  =  0  bis  !;=fl"  stetig  bleiben,  und  wenn  endlich  die 
Funktionen 

^lH,v)  =  f{B-^^-^nB^^  und  9,(0,»)  =  ü?0±fcüfl 

für  jedes  zwischen  0  und  H'  liegende  v  verschwinden. 

Mittelst  dieses  und  des  vorhergehenden  Satzes  kann  man  unter  Umstän- 
den aus  der  Entwickelung  einer  reellen  Funktion  die  einer  complexcn 
Funktion  ableiten,  ebenso  leicht  ist  aber  auch  die  Umkehrung  dieser 
Operation.  Man  braucht  in  der  That  die  Formeln  23)  bis  26)  nur  in  der 
umgekehrten  Gestalt  darzustellen,  um  sich  hiervon  zu  überzeugen ;  wUre 
z.  B.  eine  Gleichung  von  der  Form 

=  4-  >lo  +  A,  COS  "j*  +  A,  cos  m^  +  A,  cos  ?^  + 

bekannt,  so  hat  man  bereits  den  Werth  von 

H 


A^  =  ^l(p  (u,  jH')  cos  ^  du 

Ja 


\\\\{\  die  Formel  23)  giebt 
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# 


nnu  j  ^» 


)  COS  -^du  =  ;_-r^«ÄP 

0 


cshp 


~Br 


d.  h.  den  Werth  des  Coeßicienten  a^.ia  der  Entwickelung 

f{^)  =  T  ^0  +  ^1  cos  If  +  «58  ßÖS  ?ji  +  «3  COS  5p  +  .... 

Da  dieser  Gebrauch  der  Formeln  23)  bis  26)  für  die  Entwickelung  der 
elliptischen  Funktionen  von  Werth  ist,  so  stellen  wir  die  genannten  For- 
mein  in  der  neuen  Gestalt  zusammen : 

Wenn  die  Funktionen 

f{H+vi)-f{H-vi)         .  f{tn)^f(^vi) 

für  alle  zwischen  0  und  H'  liegende  v  verschwinden,  so  ist 

H  ^H 


27)         I  f{u)  COS  -jrdu  =  ^^^p^ä:  I  T c^^  IT  ^^ 

•^0  /  Ja 


0 

und  auch 

28) 

wenn  dagegen  die  Funktionen 


Jfi„)  cos  •-?  ^  =  -  _J^  rä=±£l^^Z*=ü  sin  ^  *; 


für  alle  zwischen  0  und  H'  liegende  v  verschwinden,  so  ist 


H  H 


und  auch 
30) 

Bedingung  für  alle  vier  Formeln  ist  endlich  noch,  dass  einerseits 
f{u+H'i)  und  f{u)  vonu=0  bis  u=H,  andererseits  f{H+ vi)  und 
f{vi)  von  i;=0  bis  v  =  H'  keine  Unterbrechung  der  Continuität 
erleiden. 


^ 


i* 


^  / 


.  ^      ^^^(S*?»        *^ 


/  t 


r    m 


» 


-Ti   Tsr 


ff  ^ 


fwM»»  ?i*vw^vi^r*'/   <*^  '^'^P 


n  5> 


^**ät$     ft/^m,     t   t.i^<^  ^m    .•»      ^f^    %Si/l^hP^ 


*• 


«  .«11  un   "  M 


-«W    Ä 


•  ^f 


^//  />^/-  '••^/H'-   ///^/     ^^  '  Irirriff  hi/'f  Jm;»  ffi-^s^rX  werden,  wo  a  eine  be- 
»^*^^«//  Hffi/f/'fHfU'  Anht  ifi'P'U.Uiti'i,  i\H  HiH't  ftir  V..  zt)  die  oWge  Gleidumg 
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in  SimK=-j^n  übergehen  muss,  so  ist  m  noth wendig  =1  und  man 
findet  so 

Endlich  geben  die  Gleichungen  1 7) 

itgam(«+jri)  =  -^ 

am{u+K  t)  =  l^  +  j^l  (:jnp^i^) 

und  hier  kann  man  den  Werth  von  -^^  entweder  durch  die  Speziah'si- 
rung  x=1  oder  kurzer  dadurch  bestimmen,  dass  man  u=K  nimmt  und 
den  so  entstehenden  Werth  von  am  (K  +  K'i)  mit  jenem  vergleicht,  der 
aus  am{K+vt)  für  v=K'  folgt;  letzterer  ist  (wegen  m=1) 

daher  auch  im  vorliegenden  Falle  -t-J  :=^;j  und 

Die  für  f{u),  f{vt),  f{K+vi)  und  f{u+K'i)  angegebenen  Werlhe  erfüllen 
in  der  That  die  Bedingungen,  welche  das  Bestehen  der  Gleichungen  29) 
und  30)  erfordert,  zugleich  ersieht  man,  dass  die  Formel  30)  zur  Kennt- 
niss  von  6„  führen  muss,  weil  der  Ausdruck 

/(u+r<)+/-(ti-ri) 

d.  h.  der  reelle  Bestandtheil  von  f{u+K'i)  im  vorliegenden  Falle  alge-* 
braischer  Natur  ist.    Man  hat  nun 


,t 


icsbpVj  '  (^~^)^" 


«  1  IT^/i         »\  ^:«  ÄJTi*    1  <  4 

n  =  -TF   =:n?>   I   —   I  1 ^  I    Sm    -=;-  du  =   j;^,  — 


cshp 
0 


oder  auch,  wenn  die  Jacobi'sche  Bezeichnung 


6 

angewendet  wird 


«AT' 

/f 


6.  =  - 


2         9« 


vermöge  dieser  Bestimmung  von  6«  haben  wir  die  für  Jf>fi>0  geltende 
Entwickelung 

31)       am«-^=2{±,-«^sia?  +  i-^8m?p  +  ....} 

welche  sich  vermöge  der  Gleichung  am(— fi)  =  —  am(M)  auf  die  Gren- 
zen u= — K  bis  u=:K  ausdehnen  Ittsst. 
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Gel^ieDÜich  ei^M^t  gich  hier  noch  eine  zweite  Eotwickeliing.  Die 

4 

Formel  29)  führt  nämlich  zu  der  deichang 


die  man  jetzt,  wo  6«  bekannt  ist,  zur  Ermittelong  des  Werthes  des  rech- 
ter Hand  befindlichen  Int^;rales  benutzen  kann ;  man  hat  nämlich 

K 

k 


tJ[I  '  (4±^)  -  ff  ]«•"*= I '«'•p 


der  Ausdruck  zur  Linken  ist  nichts  Anderes  als  der  Werth  von  a^  io  der 
Entwickelung 


ia^  +  fl,  COS  Y  +  Ä|  cos  ^  +  fl, COS  ^  + 


und  man  hat  daher  wegen 


a«  =  -tghp-^  =  -^:p^. 

^^  =  1F  =  — ^'J 
die  folgende  für  K>  ti  >  0  geltende  Gleichung 

^^)     T  '  [Zj^mu)  =  HT/  +  T  l+J  ^S  ^  +  Y  rrf.  cos  ^  +  ... 

dieselbe  ist  Übrigens  leicht  auf  beliebige  reelle  u  auszudehnen,  indem 
man  bemerkt,  dass  beide  Seiten  der  Gleichung,  unabhängig  von  einander 
betrachtet,  periodische  Funktionen  von  u  sind,  welche  die  EigeDschaft 

mK+u)  =  f{iK+u)  =  neK+u)  ...  =  f{u)  =  /•(-«) 
gemeinschaftlich  besitzen. 

Durch  Anwendung  der  identischen  Gleichung 

4  —  ^211    2^311 


1 


zerfällt  die  obige  Reihe  in  zwei  Theile,  deren  erster  mittelst  der  Formel 

4^  cos  z  +  4  cos  iz  +  i^  cos  3z  +  ...  =  —  /2  —  ^l  sin'  ^z 
summirbar  ist;  die  Gleichung  32)  nimmt  dann  die  folgende  Form  an 

aus  welcher  noch  ein  weiteres  Resultat  dadurch  abgeleitet  werden  kann, 
dass  man  K —  u  an  die  Stelle  von  u  treten  lässt. 
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B.   Wir  versuchen  zweitens  die  Eotwickelung  von  f{u)  =  Uam  u, 
indem  wir  für  K>u>0 

/z/amM  =  ^00  +  0,  cos  y  "^  ^  ^^^  "1"  "^  *«  ^^®  ~ff"  "^  '•" 
a,;  .=  A  j  iJamu  cos  ^  rfw  =  |    f{u)  cos  ^  rfu 

setzen  und  ö„  mittelst  einer  der  Formeln  27)  oder  28)  bestimmen.   Die 
Anwendbarkeit  der  letzteren  ist  hier  darin  begründet,  dass  die  Funktionen 

r  w = '  (äi=S3) .  A« +"1 = <  (^s^) . 

f{u+K'%)  =  l  ctam  ti  —  -j-  /  (—  1) 
den  bei  den  Formeln  27)  und  28)  angegeJ)enen  Bedingungen  genügen;* 
zugleich  hat  man 

Ati+rt)~/-(tt-rt)  _       4  i[-h)  _       4  ^^^ 

wo  /t  eine  beliebige  positive  oder  negative  ungerade  Zahl  bezeichnet, 
und  es  liegt  daher  die  Anwendung  von  Formel  28)  am  nächsten;  sie  giebt 

^K 


TT  1 


u  TT  I     •     nnu  j  u  ^  —  costijr 


'0 

oder  durch  Einführung  von  q 

ft.(^ — cosnn)      ag* 

Geben  wir  /i  in  den  verschiedenen  Gliedern  verschiedene  Werthe  und 
lassen  den  Coefficienten  a^,  der  sich  hier  nicht  direkt  findet,  vor  der  Hand 
noch  unbestimmt,  so  ist  die  Entwickelung  folgende 

Um  zunächst  die  ungeraden  Zahlen  fi^;  /i^,  [i^,  ...  zu  bestimmen,  differen- 
zircn  wir  beiderseits  in  Beziehung  auf  ti,  setzen  in  der  neuen  Gleichung 

w  =  ^  und  für  den  Augenblick  --~=p,  multipliziren  endlich  mit  \K' 
und  erhalten  so 

K  x'  sn  am  —  es  am  —  «^  „  a^  „ 

für  jc=:1  alsoif=oc,  K'=^ny  (>=0,  am(oo,1)=:4^;r  wird  diese  Glei- 
chung zur  folgenden 
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Y  =  ^  sinz  +  *^  sm3z  +  ^  sin&r  + 

woraus  unmittelbar  her  vorgeb  t,  dass /t^i=jU3=/i5.v  =  1  sein  muss.  Uai 
zweitens  den  Goefficienten  o^  in  der  nunmebrigen  Gleicbung 

/z/am«=i(^  +  4  {1^  cos  ?  +  4- j^.  cos  ?^ +..... } 

ZU  bestimmen,  bedarf  es  nur  der  Formel 

» 

Jemu  2/am(Jf— u)=»  oder  UBimu+Udm{K — u)=Ih; 
man  findet  augenblicklieb  %=W  miUiin 

34)    /z/amu=ilij'  +  4{|j3^cos^  +  4-^.cos?^  +  ...} 

Wendet  man  die  Formel  27)  auf  den  vorliegenden  Fall  an,  so  ist 


C8hp-^  I 


Ictamu  cos  ^  du 


'0 

oder  umgekehrt  und  vermöge  des  Wertbes  von  a, 


Y  I  fctamu  cos  ^ 

•Oft 


0 

der  Ausdruck  linker  Hand  bedeutet  den  GbefBcienten  von  cos  ^ ,  wenn 
Ictamu  in  die  Gosinusreihe  umgesetzt  vdrd,  und  man  bat  daber 

^       /ctamu  =  iU  +  2  {1  ;-±^  cos  "^  +  y^  cos  «p  +  .... } 

Zerlegt  man  recbter  Hand  jedes  einzelne  Glied  in  zwei  Theile,  so  fuhrt 
die  Anwendung  der  Formel 

4-  cos  z  +  i  cos  3f  +  ^  cos  5z  +  =  :t  ^  cot*  iz 
leicht  zur  folgenden  Entwickelung 

35)  /tgainu=i(p^  tan  S)-4{-J-^cos"^  +  l^cos  ???+...} 

Mittelst  der  reellen  Periodicität  der  elliptischen  Funktionen  überzeugt 
man  sich,  wie  vorbin,  leicht  von  der  AllgemeingUltigkeit  der  Formeln 
34)  und  35). 

G.    Um  zu  einer  Reibe  fULr  /  sn  am  ti  zu  gelangen,  setzen  wir 

und  suchen  diese  Funktion  in  eine  Reihe  von  der  Form 

j^ÜQ  +  Äj  cos  ^  +  Ol  cos  ^  +  fl,  cos  ^  +  .... 
zu  verwandet.   Die  Formeln  1 5)  und  1 6)  geben 
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/•(w)  =  / tgam  (», »')  —  Isnhp  g 
f{K+vi)  =  —  Uem{v,»')  —  Icshp  f^ 
feiner  erhält  man  aus  dea  Gleichungen  17)  unter  Anwendung  der  Formel 

I  (o +/»■)  =  ■l-/(a»+/S»)  +  (Arctan  !■+/*»)» 
und  unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen 

leicht  den  Werlh 

-  i  [  Arcla»  (1^;  cot  =)  +  ,«..]  ' 

Man  erkennt  aus  diesen  ftlr  f{v%),  f{K+vij  und  f{u+K'i)  gefundenen  Aus- 
drücken die  Anwendbarkeit  der  Formeln  27)  und  28) ;  namentlich  giebt 
die  letztere 

oder  durch  Einfuhrung  einer  neuen  Yariabelen  w=^,  und  wenn  man 
den  hyperbolischen  Sinus  durch  q  ausdrückt 

ö«  =  f  ii^  I  {  Arctan  (J=|  cot  f )  +  ^;r}  sin  nwdw 

Die  vorstehende  Integration  ist  mittelst  der  bekannten  Formel 
Arctan  ^J^  cot  yj  =  ^^  sin  w  +  ^-^^  sin  2w  +  ^-^  sin  3«;  +  ... 
sehr  leicht  ausführbar  und  Uefert 

=  I  üp^  flir  gerade  n, 

=  I  4l^  +  T  1^  ^^  ungerade  n. 

Die  gesuchte  Entwickelung  ist  daher  bis  jetet  folgende 


nu 


/l        •         71 W 
snamu  —  *  sm  ^^ 
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Um  die  ganzen  Zahlen  /i|,  ^,,  /i^,  ...  zu  bestimmen,  differenziren  wir  die 
vorstehende  Gleichung,  nehmen  in  dem  Resultate 

—  ctarotf  z/amu  +  ^  cot  ~ 
—  K  \4^®*^T  +  q:v**^Tr+  4+7^*" TT  +  •••/ 

Y=^  und  multipliziren  beiderseits  mit  f,  indem  wir  gleichzeitig  =^=p, 
also  9=6"'^  setzen;  es  ist  dann 

—  Ä'  ctam  —  +  i(>  cot  Y 
=  -^   sinz+    -5?2—    sm2z+    -^^    sin3z  +  -.. 

+  4  { -r^  sinz  +  -ir^^  sin  Sz  +   ^'^^i^  sin  5z  +  .... } 

für  jc=4,ir=oo  ,Ä''=-l-;r,  (>=0,  am(oo  ,  1)=4^;rwird  die  vorstehende 
Gleichung  zur  folgenden 

0  =  ^  sinz  +  ^  sin  3z  +  ^  sin  5z  +  .... 

und  man  erkennt  aus  ihr,  dass  fi^=iii^=fi^  etc.  =0  sein  müssen.  In  der 
nunmehrigen  Entwickelung 

/  sn  am  u  —  ^^^^^ 

kommt  es  jetzt  noch  auf  die  Bestimmung  von 

/  sn  am  ti  —  /  sin  ~  j  du 

an.     Man  gelangt  hierzu  mittelst  der  Formel  27),    welche  ftlrn  =  0, 
f[u)  =  /snamti  —  '  ^^^  ^  ^^^  folgende  Beziehung  liefert 

Nsnamu  —  /sin^j  du 


'0 


i^)  _  „  (:züf;;z±!:)i  ^,. 


integrirt  man  die  einzelnen  Bestandtheile  und  vereinigt  die  beiden  Inte- 
grale, in  denen  /snamt/  vorkommt,  so  ist  zunächst 
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2  j  /  snamttdtt  =  K  [/(|)  —  ^l  (^)]  +  j  /  sin  ^  d« 


0 


^1  l{\—iqco8'j  +  (f)du. 

0 

Die  Werthe  der  rechter  Hand  verzeichneten  Integrale  Gndet  man  leicht 
dadurch^  dass  man  erst  die  Substitution  ^=^  und  nachher  die  von 
ti;=Obistt;=;r  geltenden  Formeln 

/  sin  ^w  =  — /2  —  l^cosw  —  4-cos2fi?  —  ^cosSir  —  .... 
^l  (1  —  2qcosw+q*)  =  — ^^jfcosti;  —  i^q^cos2w  —  4^g*cos3w  —  ... 
in  Anwendung  bringt;  man  erhält 

/  sin  ^  (ftt  =  ^  1/  sin  \wdm  =  —K12 


0  •'0 

K 

nu 


l{i  —  2q  COS  X  +  9Vw  ^  ^  I  i^  {i  —  2qcosw  +  q^)dw  =  0 
es  bleibt  daher 

K 


oder 


2r/snamt/dw  =  ff  [/(!)  — i/(l)]  —KU 

I  Ismmudu  =  ^K  l  y-;^)- 
Mittelst  der  hier  entwickelten  Integralwerthe  findet  sich 

und  man  gelangt  so  zu  der  Formel 

36)  /snam«^/(?^  sin  ^^)  +  2  {l^^cos"^V4-4;^.cos'-p+  ....  } 

deren  Gültigkeit  ursprünglich  auf  das  Intervall  0  bis  K  beschränkt,  aber 
leicht  auf  jedes  reelle  u  auszudehnen  ist. 

Um  eine  Reihe  für  /  es  am  u  zu  erhalten,  kann  man  entweder  von 
der  Formel 

/csamw  =  /snam(iSf — u)  +  Uamu 
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ausgeben  oder  kttrzer  die  Gleichung  35)  von  der  obigen  subtrahiren ; 
das  Resultat  ist  in  beiden  Füllen : 

37)    lcsemu  =  l(^-^^^^X^coa 

und  zwar  sind  die  rechter  Hand  voricommenden  Nenner  von  den  Formen 
1  +  9*  und  {-—q*  jenachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist. 

D.  Nach  den  bisherigen  Entwickelungen  liegt  der  Gedanke  nahe, 
für  snamu  und  csamu  selber,  statt  für  ihre  Logarithmen,  Reiben  aufzu- 
suchen und  dabei  wiederum  die  Fprmeln  S7)  bis  30)  zu  benutzen ;  dies 
ist  in  der  That  mOgUch,  nur  muss  man  dafür  sorgen,  dass  die  für  f{u) 
substituirten  Funktionen  den  zur  Gültigkeit  der  Gleichungen  27)  bis  30) 
nothwendigen  Bedingungen  genügen,  was  bei  den  Funktionen  snamu 
und  CS amu  nicht,  wohl  aber  bei  ihren  Integralen 

snamudu  =  I(/^amti4-«csamu) 

csamudu  =  -^  Aresin (« sn am ti) 

der  Fall  ist,  wenn  man  H=iK  und  H'=K'  setzt.  Diese  Werthe  von 
H  und  H'  erfordern  aber  die  Kenntniss  der  Werthe  von  snam(2JiC+ vi) 
und  csam(21[+f;i),  und  da  sich  diese  bei  dem  von  uns  eingeschlagenen 
Gedankengange  nicht  von  selbst  ergeben  haben,  so  gehen  wir  einen 
andern  Weg,  der  tiberdies  noch  rascher  zum  Ziele  führt. 
Ersetzt  man  die  Yariabele  q)  in  der  Gleichung 


/ 


r    1  —  IT  Sin '9 
'0 


durch  eine  neue  Veränderliche  xp,  welche  von  jener  mittelst  der  Landen'- 
schen  Gleichung 

ff)  =  Arclan  ^  f '°  ^q , 
oder 

^^V  =  «^^cosV»         sin  (2v  — 9>)  =  X  sin  y 
abhängig  ist,  so  ergiebt  sich  bekanntlich 


? 
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oder  nach  der  Legendre'scben  Bezeichnung 

Ist  im  speziellen  Falle  y=:7r  mithin  F(x,;r)  =  2F(x, ^;r),  so  wird  yj  = 
\n  und 

Für  ?^  =  /T=rr^  folgt  daraus 

F(/,^..T)=4,F(rRp"'.f) 

oder  wenn  man  wieder  x  für  A  und  die  Gleichung  in  umgekehrter  Ord- 
nung schreibt: 


F(r'-(;^:)'.T)='±-'F(«,T); 

die  beiden  Gleichungen  enthalten  zusammen  den  Jacobi'schen  Satz: 
wenn  x  durch  jr^y  mithin  x'  durch  ^^-  ersetzt  wird,  gehtÄ  in  (l+x)iSf, 

K'  in  -^  K'  und  folglich  q  in  y^g  üba*.  —  Nehmen  wir  wieder  den 
Fall  eines  beliebigen  qp  vor,  so  ist  vermöge  der  für  tan  q)  angegebenen 
Gleichung 

cos  ffi  =  rr-  ,^  ^         .       ^      ,       sin  cp  z=  t-j ^^^ — -^ 


r^  -  (rö)^«'"  V  /  <  -  (i-!p)*  sin  V 

und  es  lassen  sich  diese  Formeln  leicht  in  die  Jacobi'sche  Bezeichnungs- 
weise  übertragen,  wenn  man  statt  der  Gleichung 

2ri 


8V^\  .  .    /1-4-x       2K"; 


einfach  v  =  -~^  u  schreibt,  woraus 


y  =  am  (m, x)  und  i/;  =  am  (v,  —^^^  =  am  (j^u,  ^^^j 
folgt;  die  obigen  Gleichungen  lauten  jetzt 

38)  csam(u,x)  =  r^--l ^ — Wt+«; 

o9)  snam  (w,  x)  =  .-j: ^^ -r-^ n^x -^-^ 

Mittels  dieser  Formeln  kann  man  auf  folgende  Weise  zu  Reihen  ftir 
z/amu,  csamt/,  sn  am  ti  gelangen. 
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Durch  Differenziation  der  Gleichung  31)  ergiebt  sich  wegen  cf  amu 
=  ^amudu 

40)        Jamu  =  ,^  +  ?  {^-^  cos  "^  +  ^.  cos  ?p  + j 

ferner,  wenn  man  K — u  an  die  Stelle  von  u  treten  lässt, 

*^i       Tlü^  —  Tr-r  {t:f?        ^       HF?  ^^^  ~K  + 

Die  Differenz  beider  Gleichungen  ist 

h — x'sn'anm — n  Kit  (     q  iru    ,       q^_  3  tu    , 

setzt  man  ^  für  x,  also  |-^  für  x,  (1  +  x)  JT  für  AT,  /g  für  9  und  lässt 

gleichzeitig  ^^m  an  die  Stelle  von  u  treten,  so  verwandelt  sich  die  linke 
Seite  der  obigen  Gleichung  in 

-J-5  — -, — ^  V-x     ^  =  7^  csamti 

und  man  erhält  augenblicklich 

42)  csamti  =  ^^  |^^  cos  ^^  +  ^  cos  ^  +  j^^,  cos  -,^  +  ...  j 
ferner,  wenn  K — u  (ilr  K  eingesetzt  wird, 

Aus  der  für  l^amu  gefundenen  Gleichung  34)  ergiebt  sich  durch 
Differenziation 

X*  sn  am  M  CS  am «  kn   i     q      ^.     nu    ,       q*     „•     Sttk    ,  i 

: =  -ST  !t-^  sm  -T?  +  ,      8  sm  -^  +  .... 

und  wenn  man  hier  wiederum  ^j-^-^  ftlr  x  und  -^—u  für  u  setzt,  so  wird 
die  linke  Seite 


s„am(L+^«,J-^)csam(lt%^!r«^ 


""""•  \     2     ^'  14-«/  V     2     ~»  l-f « /  2x 


man  gelangt  so  zu  der  Formel 

44)   snam«  =  ^-^  |,— «-  sm  ^^  +  ^  sm  ^  +  j:=^.  sm  ^^  + 

aus  welcher,  wenn  K — u  für  w  eintritt,  noch'die  folgende  Gleichung  fliesst 

4»   .csam«  ^  8^  jj^l  ^qs  ^  _  -T^;  coS  ^A«  +  -Tl^  cOS  ^  -  ..J 
'Baratt         xK  {K'-q  2Ji  l — (f  2a     '    4  —  5'  2ä  ) 

E.   Aus  den  hier  gegebenen  Entwickelungen  lassen  sich  die  übri- 
gen von  Jacobi  entdeckten  merkwürdigen  Formen,  unter  denen  snamt/, 


•■'  -t 
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csamti  und  ^amu  dargestellt  werden  können,   unmittelbar  ableiten. 

• 

Geben  wir  z.B.  den  Gleichungen  44),  42)  und  40)  die  Formen 
i-snam  —  =  ^q    {    . —    +  -. — r  +  h i- +  •  •. 

xK %Kx  /"-    i    cosa?      ,    ocosSo;     ,    o*cos5a;  , 

_  csam  —  =  /?   {'  ^Tg  +  T^igT  +  »-q:^  +  .... 

entwickeln  rechter  Hand  Alles  nach  Potenzen  von  q  und  vereinigen  dann 
die  Glieder  in  anderer  Ordnung,  so  gelangen  wir  zu  den  Formeln 

_  snam  — 

—  -inj;!     i'+Q)^Q   .  I      M+g')^'      i  _(l±i!LrliL-,  4.      I 

^*"^  n -29 cos 2a; +^»  ^   ^-2(/» cos 2a; +  9*  ^  4 -2(?* cos 2a; +  9*"  ^  •-  j 

r-  CS  am  — 

—  rn-rf       «-9)^  (l-g'))^}'  «-g»)  Vi'  ) 

—  COS.*  |i_jjco8air+8»         <  — Vco8Sa;  +  9'  ■•"  <-Vco»*«+9"         "'S 

Sm    a?  I  4__2gco8  2a;+g»         4— 25«C082a?+(?*  +  4  — $9»cos2a;+g**         •"•  J 

Geht  man  von  den  Gleichungen  36),  37)  und  34)  aus,  so  kann  man  ihnen 
zunächst  die  folgenden  Formen  ertheilen 

I 2Jfa;  j /2K58ina;\    ,    q   (ocos2a;    ,    ö*cos4a;    , 

/sn am  —  =  /  {-^)  +  2  \^^^^  +  1^^^:^:^  +  .... 

/nc  Qm  ^^^  /  /ilTj?5co8^\        Q   (gcos2a?    ,    g 'cos 4a;    , 

ecsam  -^  —  t|^       ^^=       j  +  z  jr(Tii^  +  2(4 -5*)  "*"  — 

I     > 2JEa;  1/    •-/%    ,    1    (  ocos2a;     ,    o*cos6a;    ,    o'cos^Oa;    , 

/z/am  — =  /(/x)  +  4  j^j^_^j  +  L^^  +  L_^  +  .... 

darauf  Alles  nach  Potenzen  von  q  entwickeln,  die  entstehenden  Glieder 
mittelst  der  Formel 

4^/(1  +  2rcos2a?+f*)=4^rcos2ir — ^f*cos4a?  +  ^r*cos6a? — ... 
zusammenziehen  und  von  den  Logarithmen  der  Funktionen  zu  den  letz- 
teren zurückgehen ;  man  findet  so 

2£r 


snam 


n 


i^TgSinx  (4  —  2g* cos 2a;  +  g*)  (4  — 2g* cos 2a; +g*)  (4  — 2g*cos2a;+0  ... 
Kfi         (4  — 2gcos2a;+(?*)  (1  — 2g"co8  2a;-f  g*)  (4— 29»cos2a;+0  • 


2ira; 

csam  — 

n 


2ri'r;cosa;  (1  +  2g»cos2a;  +  g*)  (4+ 2g*  cos  2a; +  9")  M+29*C08  2a;-f  g*«) 
r;  (4  — 2gcos2a;-fg')  (4 --2g» cos  2a? +g*)  (4--2g»C08  2a;4-O 

30* 
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r"     l-hii|ei»lr^^7»    »■f^'Msäar-K    t4.i^r<wljr4>o'* 

Jacobi  bal  ferner gcKist.  dass  fiir  l>^>0  immer  folgende  zwei  iden- 
tische GleicboBgen  stattfinden  ^fmmi,  Xo.  S4 

1 — 29C092x+9^'  .1 — 29*cosir+f^    I — 2?*eos 2x  +  9» 

=  -^1  I — 2gcosir+25*cosir — 2^C0is6r+2fi*coo8;x ' 

ond 

2^7äinx  1— 29*cos2x+^    I  — ?^cos2x+9»    |_?^eos2x+o«  ... 

= -^  |2/^sinx— 2^?sinax+2^sinar— 2^;^4.^ij^7^^      , 
worin  Q  den  Werth  des  nnendlichen  Produktes 

•-f  1-^;  :•-/  1-^ 

bezeichnet:  macht  man  von  diesen  algebraischen  Transformationen  da- 
dorch  Gebrauch,  dass  man  zwei  Transcendentene  m  und  h  ti  mittelst 
der  Definitionen 

ey  =  \-iq  cos  ^  +  29*  co^  *p  -  2/  cos  'p  + 

H  II;  =  2^7  s™  il  -  J^«'  sin  '^;  +  2  tr^  sin  §  — 

in  die  Rechnmig  einführt,  so  gestalten  sich  die  obigen  Prodokle  zu  Quo- 
tienten von  je  zwei  solcher  Transcendenten :  es  wird  ndmlich 

^namu  -  ;,  J;j,     csam«  =  f^  ?^  ,     ^amfi=  /^  ^^^. 

Vermöge  der  Gleichung  (^ am i#;*  =  t  —  x-sn* am u. findet  zwischen  den 
elliptischen  Transcendenten  e  und  H  die  Beziehung 

Htatt,  und  damit  sind  die  elliptischen  Funktionen  erster  Art  auf  die  eine 
Tnin«rendcnt^5  e  zurUckg^ftihrt. 

Was  die  Entwickelung  der  elliptischen  Funktionen  zweiler  und 
drilt^^r  Gattung  bclriffll,  so  möchte  das  Jacobi'sche  Verfahren  wohl  das 
kdrzeHt^;  bl(;iben,  und  wir  brauchen  desshalb  nicht  weiter  darauf  einzu- 
gehen. Will  man  endlich  die  sammtlichen  elliptischen  Funktionen  mit 
b(!liebig(;n  complexen  Variabelen  versehen,  so  kann  man  die  Transcen- 
dente  e  zum  Ausgangspunkte  nehmen  und  dann  haben  die  mitgetheilten 
lJntf»rHuchungen  immer  noch  den  Vortheil,  dass  man  bereits  den  Zusam- 
mcMihang  kennt,  welcher  zwischen  dieser  Transcendente  und  den  ellip- 
liHchen  Funktionen  reeller  Argumente  stattfindet. 
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Azimuthalkreises  oder  des  Höhenkreises  überhaupt^f'^und  die  des  Pas- 
sageniDStruments  als  specielle  Fälle  in  sich.  Um  aber  diese  Abhandlung 
nicht  zu  weit  auszudehnen,  beschränke  ich  mich  hier  auf  das  Aequato- 
.  '  real,  und  lasse  dasjenige,  welches  das  Heliometer  und  die  andern  ge- 
nannnten  Instrumente  speciell  betrifft,  weg. 

Die  Theorie  eines  jeden  astronomischen  Instruments^  muss  er- 
klären, wie  man  aus  den  Angaben  desselben,  die  man  durch  die  Ein- 
stellung irgend  eines  Punkts  der  Kugeloberfläche  (Himmelskugel)  er- 
hält, die  wahren  Goordinaten  desselben  zu  berechnen  hat,  und  sie  muss 
zeigen,  wie  man  die  hiezu  erforderlichen  Httlfsgrössen ,  die  Reductions- 
elemente,  finden  kann.  Abgesehen  von  der  Biegung  des  Fernrohrs ,  die 
ein  mehr  physisches  als  mathematisches  Reductiouselemeut  ist,  kommen 
beim  Aequaloreal  sechs  Reductionselemente  in  Betracht,  und  von  diesen 
werden  in  dieser  Abhandlung  drei  verschiedene  Systeme  nach  und  nach 
eingeführt.  Diese  sind : 

I.  1)  Die  Entfernung  des  Pols  des  Aequatoreals  von  dem  Pol  des 

Aequators. 

2)  Der  Stundenwinkel,  unter  welchem  der  Pol  des  Aequato- 
reals liegt. 

3)  Der  Winkel ,  den  der  durch  diese  beiden  Pole  auf  der  Kugel- 
oberfläche gezogene  grösste  Kreis  mit  dem  Meridian  des 
Aequatoreals  macht. 

4)  Der  Winkel,  den  die  Stunden-  und  die  Declinationsachse  des 
Aequatoreals  mit  einander  machen. 

5)  Der  Winkel,  den  die  Declinationsachse  und  die  Absehenslinie 
des  Femrohrs  des  Aequatoreals  mit  einander  machen. 

6)  Die  Collimatiou  des  Declinaticmskreises. 

Der  Unterschied  zwischen  den  unter  2)  und  3)  genannten  Re- 
ductionselementen  kann  die  Collimation  des  Stundenkreises  genannt 
werden. 

II.  1)  Das  Azimuth  der  Stundenachse. 

2)  Die  Neigung  der  Stundenachse  gegen  das  Zenith  oder  den 
Horizont  des  Beobachtungsortes. 

3)  Die  Angabe  des  Stundenkreises,  wenn  d^s  Fernrohr  des 
Aequatoreals  auf  das  Zenith  des  Beobachtungsortes  ge- 
richtet ist. 

4)  5)  6)  wie  vorher. 
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Das  hier  unter  3)  angeführte  Reduclionselement  könnte  auch  die 
Collimation  des  Stundenkreises  genannt  werden,  da  derselbe  Null  zeigen 
muss,  wenn  das  Fernrohr  die  bezeichnete  Lage  hat.  Allein  da  in  den> 
Ausdruck  für  die  Reduction  der  Ablesungen  am  Stundenkreise  ausserdem 
noch  ein  constantes  Glied  eintritt ,  so  habe  ich  für  dieses  Reductions- 
element  die  Bezeichnung  als  Collimation  nicht  eingeführt. 

III.  1)  Der  Bogen  grössten  Kreises,  oder  der  Winkel  zwischen  der 
(verlängerten)  Declinationsachse  und  dem  Pol  des  Aequators. 

2)  Der  Stundenwinkel ,  unter  welchem  dieser  Bogen  liegt. 

3)  Der  Winkel,  den  die  Ebene,  die  diesem  Bogen  entspricht, 
mit  der  durch  den  Nullpunkt  des  Declinationskreises  und  die 
Declinationsachse  gelegten  Ebene  macht. 

4)  Der  Winkel ,  den  die  Declinationsachse  mit  der  Absehenslinie 
des  Fernrohrs  macht,  das  ist  dasselbe  unter  I.  und  II.  mit  5) 
bezeichnete  Reductionselement. 

In  diesem  dritten  System  erscheinen  nur  vier  Reductionselemente, 
welches  davon  herrührt,  dass  die  ersten  drei  desselben  sich  auf  eine 
bestimmte  Ablesung  am  Stundenkreise  beziehen,  und  ihre  Werthe  ändern, 
wenn  die  Declinationsachse  und  die  damit  verbundenen  Theile  des 
Aequatoreals  um  die  Stundenachse  bewegt  werden.  Diese  drei  Re- 
ductionselemente enthalten  die  fünf  ersten  der  unter  I.  und  II.  genannten 
in  sich,  und  ihre  Analogie  mit  den  beim  Passageninstrumente  oder  viel- 
mehr beim  Meridiankreise  vorkommenden  Reductionselementen  ist  nicht . 
zu  verkennen.  Sie  werden  vorzugsweise  nützlich,  wenn  man  dem 
Aequatoreal  mehr  wie  Eine  Absehenslinie  beilegt. 

Die  ganze  Theorie  des  Aequatoreals  beruht,  wenn  man  sie  in  ihrer 
einfachsten  Gestalt  betrachtet,  auf  der  Auflösung  eines  sphärischen  Vier- 
ecks, dessen  Ecken  der  Pol  des  Aequators,  der  Pol  des  Aequatoreals» 
die  (verlängerte)  Declinationsachse  und  die  (verlängerte)  Absehenslinie 
des  Fernrohrs  sind.  Durch  die  erstgenannte  Ecke  dieses  Vierecks 
geht  der  Meridian  des  Beobachtungsortes,  von  welchem  an  die  Bögen 
gezählt  werden,  deren  Unterschied  den  entsprechenden  Winkel  bildet, 
durch  die  zweitgenannte  Ecke  geht  der  Meridian  des  Aequatoreals,  von 
welchem  an  die  Bögen  oder  Winkel  auf  dem  Stundenkreise  gezählt 
werden,  durch  die  dritte  Ecke  geht  der  Bogen,  welcher  dem  Nullpunkt 
des  Declinationskreises  entspricht,  und  von  welchem  an  folglich  die 
Bögen  oder  Winkel  auf  diesem  Kreise  gezählt  werden,  und  durch  die 


436  P.  A.  Ha!(sb5, 

vierte  Ecke  gehl  der  Bogen,  von  welchem  an  das  Aeqoatoreal  die  Po- 
silionswinkel  angiebt,  wenn  es  mit  einem  derartigen  Mikrometer  ver- 
bunden worden  ist.  Je  nachdem  man  dieses  Viereck  durch  die  eine  oder 
die  andere  seiner  beiden  Diagonalen  in  zwei  sphärische  Dreiecke  zerlegt, 
kommt  man  auf  das  obige  erste  oder  dritte  System  von  Reductions- 
elementen.  Man  wird  dieses  Viereck  durch  die  in  dieser  Abhaadlung 
angewandten,  sphärischen  Dreiecke  stets  wieder  erkennen  können. 

Das  Zenith  des  Beobachtungsorts  ist  ein  Punkt,  welcher  nicht 
nothwendiger  Weise  in  der  Theorie  des  Aequatoreals  in  Betracht  ge- 
zogen werden  muss,  verbindet  man  aber  die  zweite  und  vierte  Ecke 
des  eben  beschriebenen  Vierecks  durch  Bögen  grössten  Kreises  mit 
diesem  Zenith,  so  wird  man  auf  das  unter  IL  angeführte  System  von 
Reductionselementen  hingeführt,  und  die  Bestimmung  der  drei  ersten 
Elemente  dieses  Systems  wird  durch  Zuziehung  eines  festen,  terrestri- 
schen Gegenstandes  und  durch  Hülfe  zweier  an  der  Büchse  der  Stunden- 
achse  befestigten  Niveaus  bemöglicht.  Verbindet  man  ausserdem  die 
dritte  Ecke  desselben  Vierecks  durch  einen  Bogen  grössten  Kreises  mit 
dem  Zenith ;  so  erlangt  man  die  Bestimmung  des  unter  II.  mit  3)  be- 
zeichneten Reductionselements  durch  die  Nivelliruug  der  Declinations- 
achse,  statt  durch  das  eine  der  eben  genannten  festen  Niveaus. 

Die  unter  III.  angeführten  Reductionselemente  gewahren,  wenn 
man  die  eben  erwähnte  Nivellirung  der  Declinationsachse  hinzuzieht, 
.  die  Möglichkeit  in  jeder  beliebigen  Lage  der  Declinationsachse  gegen 
den  Horizont,  und  ohne  den  Stand  der  bei  den  Beobachtungen  an- 
gewandten Uhr  zu  kennen,  die  drei  ersten  Reductionselemente  des 
Aequatoreals  überhaupt  auf  dieselbe  Weise  bestimmen  zu  können ,  wie 
man  die  des  Passageninstruments  oder  Meridiankreises  zu  bestimmen 
pflegt.  Ist  das  Aequatoreal  hinreichend  genau  und  zweckmässig  gebaut, 
so  kann  man  durch  dieselben  Beobachtungen  auch  den  Uhrstand  be- 
stimmen. Die  drei  letzten  unter  I.  und  II.  genannten  Reductionselemente 
können  stets  unabhängig  von  den  drei  ersten  bestimmt  werden. 

Die  Bestimmung  der  drei  ersten  Reductionselemente  erfordert  im 
Allgemeinen  die  Beobachtung  von  zwei  Sternen,  und  man  erhalt  dadurch 
für  das  eine  dieser  Elemente  eine  doppelte  Bestimmung,  oder  kann 
durch  dieselben  Beobachtungen  ausserdem  ein  viertes  Element  be- 
stimmen, welches  sich  jedoch  nicht  immer  mit  wünschenswerlher  Ge- 
nauigkeit ausführen  lässt,  weshalb  in  dieser  Abhandlung  nur  ein  Mal 
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• 

auf  das  mit  bestimmbare  vierte  Element  Rücksicht  genommen  worden 
ist.  Um  die  Metboden  zur  Bestimmung  dieser  Reductionselemente  zu 
conslruiren,  muss  man  ausser  den  vier  Punkten  auf  der  Kugeloberfläche, 
die  das  oben  beschriebene  Viereck  bilden ,  einen  fünften  Punkt  an- 
nehmen, und  denselben  mit  jenem  vierten  und  zwei  andern  Punliten  des 
ersten  Vierecks  verbinden,  wodurch  ein  neues  Viereck  entsteht,  aus 
welchem  die  Auflösungen  leicht  hervorgehen. 

Wenn  man,  wie  in  dieser  Abhandlung  geschehen  ist,  dem  Aequa- 
toreal  mehrere  Absehenslinien  beilegt,  so  muss  man  neben  dem  Punkt, 
in  welchem  sich  die  vierte  Ecke  des  oben  beschriebenen  ersten  Vierecks 
befmdet,  auch  einen  ftlnflen  Punkt  annehmen,  und  dui*ch  Bögen  grössten 
Kreises  mit  der  ersten  und  dritten  Ecke  dies  Vierecks  verbinden.  Durch 
die  zwei  hierdurch  entstehenden  Vierecke,  und  die  Dreiecke,  zu  welchen 
sie  Veranlassung  geben,  erlangt  man  bald  die  auf  eine  zweite  Absehens- 
linie sich  beziehenden  Relationen,  die  leicht  auf  eine  beliebige  Anzahl 
von  Absehenslinien  ausgedehnt  werden  können. 

Die  Betrachtung  von  zwei  Absehenslinien  ist  überhaupt  die  Grund- 
lage der  Theorie  des  mit  irgend  einem  Mikrometer  verbundenen  Aequa- 
toreals;  diese  Theorie  habe  ich  indess,  wie  oben  schon  erwiihnt  wurde, 
hier  weggelassen. 

In  allen  Formeln  habe  ich  die  Wirkung  der  Biegung  des  Fernrohrs 
weggelassen,  und  dadurch  die  grösslmögliche  Einfachheit  derselben 
zu  Wege  gebracht.  Wollte  man  die  Wirkung  dieser  Biegung  hinzufilgen, 
so  würden  die  Formeln  weit  zusammengesetzter  ausfallen,  aber  diese 
Hinzufügung  ist  unnöthig,  da  man  die  Biegung  auf  eine  andere  Art  aufs 
Einfachste  berücksichtigen  kann.  Ich  mache  darauf  aufmerksam,  dass 
die  Biegung  in  derselben,  oder  in  der  entgegengesetzten  Richtung  wirkt, 
wie  die  Strahlenbrechung,  die  auf  jeden  Fall  berücksichtigt  werden  muss, 
nichts  ist  also  einfacher,  wie  die  Wirkung  der  Biegung  mit  entgegen- 
gesetztem Zeichen  der  der  Strahlenbrechung  hinzuzufügen,  und  mit 
dieser  vereinigt  rückwärts  auf  die  Oerter  der  Sterne  zu  übertragen. 
Auf  alle  in  dieser  Abhandlung  zur  Bestimmung  der  unter  I.  und  II.  mit 
4)  5)  und  6)  bezeichneten  Reductionselemente,  so  wie  auf  einige  der  zur 
Bestimmung  der  übrigen  Reductionselemente  entwickelten  Methoden  hat 
die  Biegung  keinen  Einfluss.  Andere  Biegungen  wie  die  des  Femrohrs 
betrachte  ich  nicht,  da  ich  der  Meinung  bin,  dass  man  den  Bau  und 
das  System  der  Gegengewichte  des  Aequatoreals ,  welches  jedenfalls 
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orforderiich  ist,  so  eiDrichten  kann,  dass  keine  andeni  Biegungen,  wie 
die  der  beiden  Enden  des  Fernrohrs  vorkommen  können. 

Bekanntlich  kann  man  alle,  oder  fost  alle,  Punkte  der  Himmelskagel 
mit  einem  Aeqoatoreal  auf  zwei  verschiedene  Arten  einstellen ,  and  man 
hat  sonst  für  die  Rednction  dieser  verschiedenartigen  Einstellungen 
verschiedene  Formeln  abgeleitet,  die  sich  von  einander  durch  die  alge- 
braischen Zeichen  der  verschiedenen  Glieder  unterscheiden.  Dieses  ist 
zum  Mindesten  überflüssig,  denn  man  kann  alle  Formeln  so  einrichten, 
dass  sie  mit  bioser  Rücksichtnahme  auf  die  Zeichen  der  in  denselben 
vorkommenden  trigonometrischen  Functionen  für  beide  Einstellungsarten 
Gültigkeit  haben.  So  ist  es  in  dieser  Abhandlung  geschehen. 

Ich  führe  endlich  hier  anv  dass  ich  in  dieser  Abhandlung  nicht  blos 
ein  fest  aufgestelltes  Aequatoreal ,  bei  welchem  man  immer  annehmen 
darf,  dass  alle  Reductionselemente  kleine  Grössen  sind ,  von  welchen 
nur  die  ersten  Potenzen  berücksichtigt  zu  werden  brauchen,  sondern 
auch  ein  transportables  Aequatoreal  betrachte,  bei  welchem  es  sich 
wohl  ereignen  kann,  dass  es,  während  Beobachtungen  daran  angestellt 
worden  sind,  eine  solche  Aufstellung  gehabt  hat,  dass  diese  Kleinheit 
der  sich  auf  die  Aufstellung  des  Aequatoreals  überhaupt  beziehenden  drei 
ersten  Reductionselemente  nicht  angenommen  werden  darf.  Die  Folge 
dieser  Betrachtung  war,  dass  von  den  meisten  Aufgaben  nicht  nur  ge- 
näherte, sondern  auch  strenge  Auflösungen  entwickelt  werden  mussten. 

Die  Abhandlung  ist  in  fünf  Abschnitte  eingetheilt,  deren  Inhalt  in 
den  Ueberschriflen,  wie  folgt,  angegeben  ist : 

§.  I.  Anwendung  des  ersten  Systems  von  Reductionselementen  zur 
Reduclion  der  Beobachtungen,  und  Bestimmung  derselben. 

§.  II.  Anwendung  und  Bestimmung  des  zweiten  Systems  von  Re- 
ductionselementen. 

§.  in.  Anwendung  und  Bestimmung  des  dritten  Systems  von  Re- 
ductionselementen . 

§.  IV.  Einführung  von  mehreren  Absehenslinien,  und  Reduction 
der  an  denselben  angestellten  Beobachtungen. 

§.  V.  Von  der  Wirkung  der  Biegung,  der  Strahlenbrechung  und 
der  Excentricitül  des  Fernrohrs. 
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§•  I- 

Anwendung  des  ersten  Systems  von  Reductionselementen  zur  Re- 

duetion  der  Beobachtungen,  und  Bestimmung  derselben. 

1. 

Um  den  Mittelpunkt  des  Stundenkreises  des  Aequatoreals  be- 
schreibe man  eine  Kugeioberfläche  von  unbestimmtem  Halbmesser,  auf 
dieser  ziehe  den  grössten  Kreis,  welcher  dem  Meridian  des  Beobach- 
tungsortes entspricht,  und  bezeichne  auf  demselben  den  Nordpol  des 
Aequators.  Man  bezeichne  ferner  auf  dieser  Kugeloberfläche  (westlich 
vom  Pol  des  Aequators ,  um  die  Begriffe  festzustellen)  den  Punkt,  in 
welchem  sie  von  der  nach  Norden  verlängerten  Achse  des  Stunden- 
kreises geschnitten  wird,  und  nenne  denselben  den  Nordpol  (oder 
schlechtweg  den  Pol)  des  Aequatoreals  (oder  der  Stundenachse).  Durch 
die  Achse  des  Stundenkreises,  und  durch  den  Punkt  dieses  Kreises,  wel- 
cher dem  Nullpunkt  der  Theilung  desselben  entspricht,  lege  man  eine 
Ebene,  und  nenne  dieselbe,  oder  den  grössten  Kreis,  in  welchem  sie 
die  Kugeloberfläche  schneidet,  den  Meridian  des  Aequatoreals. 

Die  Stundeuwinkel  werde  ich  vom  südlichen  Theil  des  Meridians 
des  Beobachtungsortes  nach  Westen  durch  den  ganzen  Umkreis  ohne 
Unterbrechung  fortzählen,  und  annehmen,  dass  die  Bezifferung  der 
Theilung  des  Stundenkreises  in  derselben  Richtung  vom  Kleineren  zum 
Grösseren  fortschreitet,  wenn  der  Pol  des  Aequatoreals  mit  dem  des 
Aequators  zusammenfällt. 

Zur  Bestimmung  der  Lage  des  Pols  und  Meridians  des  Aequatoreals 
gegen  den  Pol  des  Aequators  und  den  Meridian  des  Beobachtungsortes 
bedürfen  wir  dreier  Bögen,  die  ich  mit  /t,  m  und  y  bezeichnen  werde. 
Verbindet  man  diese  beiden  Pole  durch  einen  Bogen  grössten  Kreises, 
so  soll  die  Länge  desselben  mit  //,  und  der  Slundenwinkel,  unter  wel- 
chem der  Bogen  fi  lieg!,  mit  180*— y  bezeichnet  werden.  Der  Winkel 
endlich  am  Pol  des  Aequatoreals,  welcher  sich  in  der  oben  bezeichneten 
Richtung  vom  Bogen  ^  bis  zum  südlichen  Theil  des  Meridians  des  Aequa- 
toreals erstreckt,  soll  m  sein. 

Den  Stundenwinkel  irgend  eines  Punkts  S  der  Kugeloberfläche 
werde  ich  mit  r,  und  die  Declination  desselben  mit  d  bezeichnen;  die 
analogen,  demselben  Punkt  S  in  Bezug  auf  den  Meridian  und  den  Pol 
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des  Aequatoreals  zukommenden  Bögen  sollen  r  und  H  genannt  werden. 
Hieraus  folgt  sogleich,  dass  in  dem  sphärischen,  vom  Punkt  S  und  den 
beiden  genannten  Polen  gebildeten  Dreieck  die  Seiten  /i,  90® — d  und 
90 • — 9  sind,  der  Winkel  am  Pol  des  Aequators  180*— y— t,  und  der 
am  Pol  des  Aequatoreals  nl^m  ist. 

In  diesem  Dreieck  finden  daher  folgende  Gleichungen  statt : 

cos  d  sin  (r-f-y)  =  cos  fl  sin  (t -f-  m)  j 

cos  d  cos  (r-f-y)  =  cos  Ü  cos  ^  cos  (t -f-  m)  —  sin  d"  sin  /i  >  ( f ) 

sin  d  =  cos  9  sin  /i  cos  (r  +  m) + sin  if  cos  /i  j 

die  durch  Hülfe  der  Angaben  des  Stunden  -  und  Declinationskreises  des 
Aequatoreals  und  der  Reduclionselemente  /i,  y  und  m  den  Stunden- 
winkel und  die  Declination  des  eingestellten  Punkts  (Sterns)  S  geben. 
Auf  dieselbe  Art,  oder  wenn  man  will,  durch  Multiplication  der 
Gleichungen  (1)  mit  sin  /i  und  cos  /i,  und  durch  Addition  und  Sub- 
traclion  erhält  man  die  folgenden, 

cos  a  sin  (t -f-  m)  =      cos  d  sin  (t^+z)  \ 

cos  H  cos  (t -f-  m)  =s      cos  d  cos  ^  cos  (r-l-y)  -f-  sin  d  sin  (a  \      (2) 

sin  ^  =  —  cos  d  sin  /i  cos (r-hy)  +  sin  d  cos  ii] 

welche  die  umgekehrte  Aufgabe  lösen,  indem  sie  die  Winkel  r  und  ö' 
geben,  welche  die  Kreise  des  Aequatoreals  angeben  müssen,  damit 
ein  gegebener  Stern  zu  einer  gegebenen  Zeit  im  Felde  des  Fernrohrs 
erscheine. 

2. 

Die  eben  entwickelten  Gleichungen  gelten  fUr  jede  beliebige  Auf- 
stellung des  Aequatoreals,  und  man  kann  aus  denselben  für  die  Falle, 
in  welchen  /i  klein  ist,  auf  folgende  Art  Nähcrungsformcln  erhallen,  die 
gewöhnlich  ausreichen. 

Die  dritte  (1)  giebt,  wenn  man  sin/i  =  /i,  und  cos/i  =  1  setzt, 

sin  d—  sin  c)'=  2  %\vl\  (*— d')  cos  \  (*+d^')  =  /e  cos  ö'  cos  (r  +  m) 

das  ist  d—{{—  /i  cos  (t -f-  m). 

Die  erste  (1)  giebt,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  cos  tf  sin  (r -h  m) 
subtrahirt, 

cos  (V  [sin  (r-f-y^  —  sin  (r -f-m)]  =  (cos  ö' —  cos  S)  sin  fr -h  //« ■ 
Oller 
cosd^sin|(T — T-f-y — m)cos4  (T+T-hy+m)  =  sini(d — ö')  sin  J  (d-hc)')  sin  (r 


m 


»  . 


• 
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aber  wenn  ^i  klein  ist,  so  ist  auch  r'+m  nahe  =T  +  y,  also 

(t — T +y — m)  cos  (t  +  m)  cos  d=  (ö — d^)  sin  if  sin  (t -f-m) , 
oder  wenn  man  den  eben  gefundenen  Werlh  von  d — d^  substituirt, 

T — r +y — m  =  ^  tgd^sin  (r  +  m). 
Also  wenn  ^  klein  ist,  bekommt  man  den  Stundenwinkel  und  die  De- 


clinalion  eines  Sterns  durch  folgende  Ausdrücke : 


T  =  T  +  ij  +  fi  ig  d'  sin  (t 
d=d^-f-/t  cos  (t +in) 


m) 


1 


(3) 


WO 


fj  =  m — y 

gesetzt  worden  ist.  Den  Bogen  ij  kann  man  die  Collimation  des  Stunden- 
kreises nennen.  Wenn  der  beobachtete  Stern,  dem  Pole  sehr  nahe  ist, 
so  kann  sich  ereignen ,  dass  ungeachtet  der  Kleinheit  von  /i  diese  Aus- 
drücke für  T  keine  hinreichende  Genauigkeit  gewähren ,  allein  statt  für 
diesen  Fall  die  Gleichungen  (1)  weiter  zu  entwickeln,  ziehe  ich  vor,  die 
strengen  Gleichungen  (1)  selbst  anzuwenden,  welches  auch  dann  thunlich 
ist,  wenn  fi  so  gross  wäre,  dass  die  Gleichungen  (3)  überhaupt  keine 
hinreichende  Genauigkeit  gäben.  Ich  werde  übrigens  hierfür  weiter  unten 
andere  Gleichungen  geben. 

Wenn  man  die  (1)  anwendet,  so  wird  man  sie  der  leichteren  Rech- 
nung wegen  durch  die  Einführung  von  zwei  Hülfswinkeln  a  und  ß  zu- 
sammenziehen.   Es  wird,  wenn 

cos  a  sin  ß  =  sin  d' 

cos  a  cos  ß = cos  (^  cos  (t -f-  m) 

sin  a  =  cos  d'  sin  (r  +  w) 


gesetzt  wird 


in 


cos  d  sin  (r+y)  =  sin  a 

cos  d  cos  (r-hy)  =  cos  a  cos  {fi+ß) 

sin  d  =  cos  a  sin  {fi+ß) 

Man  kann  ß  immer  so  bestimmen,  dass  cos  a  positiv  wird.    Eben  so 
I)ekon]mt  man  statt  der  Gleichungen  (2), 

cos  a  cos/?'=sin  d 

cos  «  sin  ß'=  cos  d  cos  (r-f-y) 

sin  a  =  cos  ^  sin  (^ 


y) 


cos  d'  sin  (r  +  m)  =  sin  a 

cos  d'  cos  (r  +  m)  =  cos  «  sin  [fi-^ß^] 

sin  d'  =  cos  a  cos  {ft+ß^) 


(2*) 
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Ich  führe  diese  Gleichangen  an,  weil  sich  sehr  wohl  ereignen  kann, 
dass  man  zumal  mit  einem  transportablen  Aequatoreal  Beobachtungen 
angestellt  hätte,  während  ^  grösser  war,  wie  die  NäherungsformelD  (3) 
überhaupt  vertragen. 


(*) 


3. 

Suchen  wir  überdies  den  Winkel  n  zwischen  der  Ebene  des  De- 
clinationskreises ,  welcher  durch  den  Punkt  S  geht,  und  der  durch  die 
Achse  deä  Stundenkreises  gelegten  Ebene,  die  durch  denselben  Punkt 
geht,  mit  andern  Worten  den  Winkel,  den  die  Seiten  90^ — d  und  90^ — d' 
des  oben  angewandten  sphärischen  Dreiecks  mit  einander  einschliessen. 
Dieses  Dreieck  giebt  sogleich 

cos  d  smnss:      sin  fi  sin  (t'+  m) 
cos  d  cos  ;r  =  —  sin  /i  sin  it  cos  (t'-I-  m)  -f-  cos  d'  cos  fi 
und  wenn  /i  klein  ist,  ei^ebt  sich  hieraus  die  Näherungsformel 

;r=s/i  sec  (Tsin  (r'-hm) (5) 

Diese  Gleichungen  geben  zu  erkennen,  dass  in  so  fern  man  /t  als 
einen  positiven  Bogen  betrachtet,  (f>d'  ist,  wenn  n  und  t +m  =  0  sind, 
so  wie  dass  n  und  der  Stundenwinkel  zugleich  wachsen.  Hieraus  folgt, 
dass  n  positiv  ist,  wenn  der  Pol  des  Aequatoreals  an  der  Seite  des 
durch  5  gehenden  Declinationskreises  liegt,  an  welcher  die  Stunden- 
winkel zunehmen.  Wenn  /i  klein  ist,  s6  ist  im  Allgemeinen  tt  auch  klein, 
allein  in  der  Nähe  des  Pols  kann  it  ungeachtet  der  Kleinheit  von  ^ 
den  ganzen  Umkreis  durchlaufen,  und  es  müssen  dort  die  strengen 
Gleichungen  (4)  zu  dessen  Berechnung  angewandt  werden,  wenn  man 
ihn  kennen  lernen  muss. 


Die  im  Vorhergehenden  eingeführten  Grössen  r  und  d'  bekommt 
man  nur  dann  unmittelbar  durch  die  Ablesungen  an  dem  Stunden-  und 
Declinationskreise  des  Aequatoreals,  wenn  folgende  Bedingungen  statt- 
finden.   Es  muss 

1)  die  Declinationsachse  senkrecht  auf  der  Stundenachse  stehen ; 

2)  die  Absehenslinie  des  Fernrohrs  senkrecht  auf  der  Declinations- 
achse stehen; 
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3)  der  Declioationskreis  90®  zeigen,  wenn  die  Absehenslinie  des 
Fernrohrs  mit  der  Stundenachse  in  Einer  Ebene  liegt,  und  zu- 
gleich das  Objectivende  des  Fernrohrs  mit  dem  nördlichen 
Ende  der  Stundenachse  einerlei  Richtung  hat. 

Wenn  diese  Bedingungen  nicht  erfüllt  sind ,  so  wird  man  im  All- 
gemeinen Ablesungen  erhalten ,  die  von  r  und  d'  verschieden  sind ,  und 
die  ich  mit  r  und  d"  bezeichnen  werde.  Ich  nehme  an,  dass  der  Winkel 
zwischen  der  nach  Norden  gerichteten  Verlängerung  der  Stundenachse' 
und  dem  Ende  der  Declinationsachse,  welches  nach  Westen  gerichtet 
ist,  wenn  das  Fernrohr  die  Lage  hat,  in  welcher  sowohl  Stunden  -  wie 
Declinationskreis  Null  oder  nahe  Null  zeigen  müssen,  90®  -f-t,  und  der 
Winkel  zwischen  demselben  Ende  der  Declinationsachse  und  dem  Ob- 
jectivende des  Fernrohrs  90® — k  sei;  es  soll  ferner,  wenn  die  Ab- 
sehenslinie des  Fernrohrs  in  die  unter  3)  verlangte  Lage  gebracht  worden 
ist,  der  Declinationskreis  90® — c  zeigen.  Betrachten  wir  nun  das  auf 
der  Kugeloberfläche  von  dem  bezeichneten ,  auf  den  Punkt  S  gerichteten 
Ende  der  Absehenslinie,  dem  bezeichneten  Ende  der  Declinationsachse, 
und  dem  Pol  des  Aequatoreals  gebildete,  und  sich  dem  in  Art.  1 .  be-. 
trachteten  Dreieck  anschliessende,  sphärische  Dreieck.  In  diesem  sind 
die  Seilen  90®  — (J',  90®  — Jt  und  90®  +  t,  und  der  Seite  90®  —  *'  liegt 
der  Winkel  90® — c — d"  gegenüber.  An  den  Pol  des  Aequatoreals  und 
ausserhalb  dieses  Dreiecks  ziehe  man  den  grössten  Kreis,  welcher  den 
Meridian  des  Aequatoreals  darstellt,  dann  ist  der  Winkel  an  diesem  Pol 
zwischen  dem  Meridian  und  der  Seite  90® — d' dem  Winkel  t  gleich, 
und  der  Winkel  zwischen  der  Dreieckseite  90®-hi  und  diesem  Meridian 
ist  gleich  90® -hr".  Hieraus  folgt,  dass  in  unserm  Dreieck  der  der  Seite 
90*:— fe  gegenüber  liegende  Winkel  =90® — (r — r)  ist.  Man  erhält  also 

cos  d'  cos  (t  —  r")  =  cos  k  cos  {d"+  c)  j 

cos  (Y  sin  (t  —  T*)  =  cos  k  sin  i  sin  {d"+  c)  +  sin  k  co§  t  ?         (6) 

sin  d'  =  cos  k  cos  t  sin  {d"+  c)  —  sin  k  sin  t  j 

welche  t  und  d'  durch  die  Ablesungen  r"  und  d"  und  durch  die  Re- 
ductionselemente  k,  i  und  c  geben.  Wenn  i  und  k  klein  sind,  wie  wohl 
immer  der  Fall  sein  wird ,  so  erhält  man  aus  diesen  Gleichungen  die 
Näherungsformeln 


t'=  t'  +  i  tg  (*"+  c)  +  k  sec  {d"+  c) 


I   ....     (7) 
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Es  ist  bekannt,  dass  man  mit  einem  Aequatoreal  von  zweck- 
'  massiger  Construction  entweder  alle,  oder  doch  mit  geringer  Ausnahme 
alle  Punkte  der  Himmelskugel  auf  zwei  verschiedene  Arten  einstellen 
kann,  gleichwie  man  mit  einem  Theodoliten  durch  Umschlagen  des  Fern- 
rohrs alle  Gegenstände  auf  zweierlei  Art  einstellen  kann.  Diese  beiden 
Arten  der  Einstellung  entsprechen  genau  den  oben  erklärten  zwei  Arten 
die  Polarcoordinaten  zu  construiren,  und  es  müssen  daher  die  Be- 
zifferungen  an  dem  Stunden-  und  Declinationskreise  des  Aequatoreals 
so  beschaffen  sein,  dass  sie  den  beiden  oben  dargelegten  Arten  die 
Polarcoordinaten  zu  zählen  entsprechen. 

Aber  nicht  blos  in  der  geometrischen  Anschauung  und  in  der  Ver- 
körperung derselben  durch  den  Bau  und  die  Einrichtung  des  Aequato- 
reals spricht  sich  diese  doppelte  Art  der  Bildung  der  Polarcoordinaten 
aus ,  sondern  sie  ist  auch  in  der  analytischen  Theorie  begründet.  Die 
Systeme  (1)  und  (6)  der  strengen  Gleichungen,  welche  die  Reductionen 
der  mit  dem  Aequatoreal  eingestellten  Punkte  geben,  können  so  gestellt 
werden ,  dass  die  linke  Seite  derselben ,  welche  die  zu  bestimmenden 
unbekannten  Grössen  enthalten,  folgende  Form  annehmen: 

cos  d  cos  T  cos  d'  cos  T 

cos  d  sin  t     und    cos  d'  sin  r 

sin  d  sin  d' 

oder  wenn  man  die  Polardistanz  anwendet, 

sin  TT  cos  T  sin  tt'  cos  t 

sin  71  sin  r     und    sin  tt'  sin  r 

cos  TT  cos  tt' 

aber  es  ist  offenbar  identisch 

cos^cosT  =  cos(180ö  — ^)  cos(180<>  +  t) 

cos  d  sin  r  =  cos  (1800  — ^)  sin  (180o  +  t) 

sin  d  =sin  (180^— ^) 

und 

sin  ;r  cos  T  =  sin  (360  ^  —n)  cos  (1 80  <>  +  t) 

sin  TT  sin  T  =  sin  (360  ®  —n)  sin  (1 80  ®  -l-  r) 

cos  TT  =  cos  (360® — n) 

und  eben  so  verhält  es  sich  mit  den  Functionen  von  r  und  ä\  oder 
r  und  n.  Die  beiden  verschiedenen  Arten  der  Auflassung  der  Polar- 
coordinaten gnügen  also  den  analytischen  Ausdrücken  für  die  Re- 
duction  der  Beobachtungen,  und  sind  durch  die  beiden  verschieden- 


Theorie  des  Aequatobeals.  ii7 

artigen  EinstellungeD  des  Gestirns  am  Aequatoreal  repräsentirt.  Um  sie 
unzweideatig  zu  erhalten,  und  um  die  im  Vorhergehenden  entwickelten 
Formeln,  sowohl  die  strengen  wie  die  genäherten,  ohne  Unterschied  auf 
beide  Arten  der  Einstellungen  anwenden  zu  können,  ist  erforderlich, 
dass  am  Stundenkreise  die  Bezifferung  der  Theilung  von  0  bis  360^  ju 
ununterbrochener  Folge  aufgetragen  sei,  und  wenn  das  Aequatoreal 
Polardistanzen  geben  soll,  so  muss  vom  Nordpol  ausgehend  auf  dem 
Declinationskreise  die  Bezifferung  sieh  gleichfalls  von  0  bis  360  ^  in  un- 
unterbrochener Folge  ersti*ecken.  Soll  das  Aequatoreal  Declinationen 
angeben,  so  muss  die  Bezifferung  der  Theilung  des  Stundenkreises 
so  wie  oben  angeführt  wurde  aufgetragen  werden ,  und  die  des  Decli- 
nationskreises  könnte  vom  Aequator  mit  0  nach  Norden  ausgehend  sich 
auch  ununterbrochen  bis  360®  erstrecken,  besser  ist  es  aber  vom 
0  Punkt  des  Aequators  stldlich  ausgehend  die  negativen  Zahlen  bis  — 90® 
auftragen  zu  lassen,  so  dass  auf  diesem  Kreise  im  Stldpol  — 90®  und  270® 
Einem  Punkt  zugehören ,  wodurch  sonst  noch  Vortheile  erlangt  werden, 
und  man  sich  auch  dem  allgemeinen  Gebrauche  die  Declinationen  zu 
zählen  möglichst  anschmiegt.  Weiter  darf  sich  aber  die  Numerirung  mit 
negativen  Zahlen  nicht  erstrecken.  Uebrigens  müssen  die  Bezifferungen 
der  beiden  Kreise  so  mit  einander  correspondiren ,  dass  der  Stunden- 
kreis  den  wahren  —  im  Gegensatze  zu  dem  um  180®  vermehrten  — 
Stundenwinkel  angiebt,  während  die  Angabe  des  Declinalionskreises 
zwischen  0  und  180®  oder  bezüglich  zwischen  — 90®  und  -1-90®  liegt. 
Wenn  diese  Einrichtung  getroffen  ist,  so  gelten  alle  vorhergehenden 
Ausdrücke ,  die  strengen  sowohl  wie  die  genäherten ,  für  beide  Arten 
der  Einstellungen,  vorausgesetzt,  dass  man  in  jedem  Falle  die  Ab- 
lesungen so  anwendet  wie  man  sie  erhalten  hat,  und  auf  die  alge- 
braischen Zeichen  der  in  den  Formeln  vorkommenden  trigonometrischen 
Linien  Rücksicht  nimmt.  Man  braucht  daher  für  jede  der  beiden  Ein- 
stellungsarten nicht  besondere  Formeln  zu  construiren ,  welches  immer 
in  den  Fällen,  wo  es  vermieden  werden  kann,  eine  unwissenschaftliche 
Art  der  Behandlung  einer  Aufgabe  ist,  sondern  kann  in  allen  Fällen  die 
Reductionen  nach  denselben  Formeln  ausführen.  In  den  Fällen,  wo  Ein- 
stellungen der  Art  gemacht  worden  sind ,  wo  die  Polardistanz  oder  die 
Declination  ihre  gewöhnlichen  Grenzen  überschreiten,  ist  blos  am  Ende 
der  Reductionen  jene  von  360®,  oder  diese  von  180®  abzuziehen,  und 
der  Stundenwinkel  um  180®  zu  vermehren  oder  zu  vermindern. 
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7. 

Gleichwie  den  linken  Seiten  der  Gleichungen  (1)  und  (6)  durch  zwei 
Werthe  der  beiden  darin  vorkommenden  veränderlichen  Grössen  Goüge 
geleistet  werden  kann ,  während  die  der  rechten  Seite  unverändert  ge- 
lassen werden ,  so  muss  denselben  auch  durch  zwei  Werthe  der  Yer- 
anderlichen  der  rechten  Seite  Gnüge  geleistet  werden  können,  wenn 
die  der  linken  unverändert  gelassen  werden.  Bezeichnen  wir  für  die 
Gleichungen  (1)  diese  zweiten  Werthe  von  r  und  6'  mit  r\  und  d^',  dann 
ist  aus  den  Gleichungen  (2),  die  durch  Umkohrung  aus  den  (1)  entstanden, 
und  ihnen  völlig  analog  sind,  sogleich  zu  erkennen,  dass 

r'=180o  +  T; 

ist,  und  dass  also  zwischen  diesen  Grössen  dieselben  Relationen  statt 
ßnden,  wie  zwischen  den  zwei  Werthen  von  t  und  6  selbst.    In  Bezug 
auf  die  Gleichungen  (6)  verhält  es  sich,  wie  man  gleich  sehen  wird,  nicht 
ganz  so.    Nennt  man   die  zweiten  Werthe  von  t    und  d\  die  diesen 
Gleichungen  gnUgen,  während  t  und  ö'  unverändert  bleiben,  r"  und  d^, 
so  müssen  folgende  sechs  Gleichungen  zugleich  statt  finden 
cos  d'  cos  (r  —  t")  =  cos  k  cos  (d"-|-  c) 
cos  ö'  sin  (t — r)  =  cos  ft  sin  %  sin  {if  -^-c)  +  sin  k  cos  i 
sin  ö'  =: cos  k  cos x  sin  (<)"  +  c)  —  sin  k  sin  i 

cos  Ö'  cos  (t  —  t")  =  cos  k  cos  (()''+  c) 
cos  is!  sin  (t  —  t")  =  cos  k  sin  t  sin  (r)^' '+  c)  +  sin  k  cos  % 
sin  d'  =  cos  k  cos  t  sin  (()"'-l-  c)  —  sin  k  sin  i 

und  es  sind  hier  offenbar  r  und  Ü'  die  Ablesungen  an  den  beiden  Kreisen 
des  Aequatoreals,  die  man  bei  der  Einstellung  eines  Punkts  «S  der  Kugel- 
oberfläche auf  die  eine,  und  t"  und  d^"  diejenigen,  welche  man  bei  der 
Einstellung  desselben  Punkts  S  auf  die  andere  der  beiden  überhaupt 
möglichen  Arten  bekommt.  Aus  der  dritten  und  sechsten  dieser  Glei- 
chungen folgt  sogleich ,  dass 

sin  (()■"+  c)  =  sin  (d"'-|-  c) 
ist,  woraus  hervorgehl,  dass  entweder  ö"  und  d'"  identisch  sind,  welches 
auf  Einsteilungen  derselben  Art  hinzielt,  oder  dass 

(11) c)''+c  =  180«  — *"— c 

ist,  welche  Relation  den  Einstellungen  verchiedener  Art  angehört,  und 
von  cV  unabhängig  ist.    Diese  Relation  ist,  weil  sie  c  enthält,  von  der 
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Relation  verschieden,  die  zwischen  den  zwei  Werthen  von  d'  statt  findet, 
die  den  Gleichungen  (6)  gnügen,  wenn  r  und  ö"  dieselben  bleiben,  allein 
die  Relation,  die  vermöge  der  Gleichung  (1 1 )  zwischen  d"-^c  und  d'"-i-c 
statt  findet,  ist  dieselbe  wie  die  zwischen  den  eben  erwähnten  Werthen 
von  d'.  Substituirt  man  denWerth  von  d^'-^c  aus  (11)  in  die  vierte  und 
fünfte  der  obigen  Gleichungen,  so  geben  diese  in  Verbindung  mit  der 
ersten  und  zweiten 

cos  (t  —  T  )  =  —  cos  (t  —  T  ) 

sm  (r  —  T  )  =  —  sin  (r  —  r  ) 

woraus 

r  — T  =  180«  — t-I-t'    ......     (12) 

folgt,  welches  die  Relation  ist,  die  zwischen  den  Ablesungen  am  Stunden- 
kreise nach  den  Einstellungen  eines  und  desselben  Punkts  auf  die  zwei 
verschiedenen  Arten  statt  findet,  und  die  von  der  zwischen  den  übrigen, 
überhaupt  mit  r  bezeichneten  Winkeln  statt  findenden  wesentlich  ver- 
schieden sein  kann.  Aber  wenn  i  und  k  Null  sind,  ist  derselben  durch 
die  Werthe  r"  =  r   und  t"=  1 80 «  -f-  gr' 

GnUge  geleistet,  welche  Relation  mit  den  früheren  übereinstimmt. 


8. 

Wenn  k  und  i  klein  sind,  so  bieten  die  Gleichungen  (11)  und  (12) 
ein  Mittel  dar,  r  und  d'  aus  den  Ablesungen  zu  finden,  ohne  dass  man 
k,  i  und  c  zu  kennen  braucht.  Ich  nehme  an,  dass  r  und  d"  die  Ab- 
lesungen sind,  für  welche  die  Angabe  des  Declinationskreises  zwischen 
-1-90®  und  — 90 •  liegt,  und  dass  der  Zahlenwerth  von  r*  grösser  sei, 
wie  der  von  r".  Wenn  beim  Uebergange  von  der  zuerst  genannten  Ein- 
stellung zur  andern  der  erste  Nonius  des  Stundenkreises  durch  deir  An- 
fangspunkt der  Theilung  gegangen  ist,  das  ist,  wenn  der  Stundenwrnkel 
des  eingestellten  Punktes  überhaupt  grösser  wie  ISO®  ist,  so  wird  die 
Ablesung  unmittelbar  für  /'  eine  kleinere  Zahl  geben,  wie  für  r",  und 
man  muss  daher,  um  der  eben  ausgesprochenen  Bedingung  Gnüge  zu 
leisten,  360®  zu  dem  durch  die  Ablesung  erhaltenen  Werth  von  t"  adr 
diren.  Dieses  vorausgesetzt,  geben  die  Gleichungen  (11)  und  (12)  in 
Verbindung  mit  dem  Näherungswerthe  d'=  d"-i-  c  aus  (7) 

d'=90«— i(«)"'— 0/ 
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welche  fUr  jeden  Punkt  der  Kugeloberfläche  gelten.  Bei  der  AnweDdoDg 
dieser  Gleichungen  auf  cOlestiscbe  Beobachtungen  verliert  die  Gleichong 
für  r  ihre  geometrische  Strenge.  Denn  da  die  Gestirne  imnner  in  Be- 
wegung sind  und  man  nicht  beide  Einstellungen  in  einem  und  dein- 
seiben  Augenblick  machen  kann,  so  hat  man  nie  durch  beide  Ein- 
stellungen  einen  und  denselben  Punkt  der  Kugeloberfläche  eingestellt. 
Wenn  aber  nicht  nur  Ix,  und  i,  sondern  auch  /i  klein  sind,  und  man  die 
beiden  Einstellungen  in  einem  möglichst  kurzen  Zwischenraum  aus- 
gef\lhrt  hat,  so  kann  man  immer  noch  die  Gleichungen  (13)  für  das 
Mittel  aus  den  Beobachtuugszeiten  als  statt  findend  betrachten.  Bei  Ein- 
stellungen auf  einen  festen ,  terrestrischen  Gegenstand  gelten  sie,  wie 
auch  II  beschaflen  sei. 

9. 

Obgleich  man  durch  die  Entwickelungen  des  vor.  Art.  in  vielen 
Fällen  die  Beobachtungen  von  dem  Einfluss  der  Reductionselemente 
X ,  V,  und  c  befreien  kann ,  ohne  diese  zu  kennen ,  so  können  doch  Fälle 
eintreten,  wo  dieses  nicht  möglich  ist,  oder  nicht  hinreichend  genau 
ausgeführt  werden  kann ,  und  ich  werde  daher  zeigen ,  wie  sie  sicher 
ermittell  werden  können.  Nehmen  wir  die  erste  der  Gleichungen  (1 3)  vor 
und  substituiren  sie  in  die  beiden  ersten  Gleichungen  (6),  so  ergiebt  sich 

cos  Ü  sin  4-  (r " —  t")  =       cos  fc  cos  (d^'-l-  c) 

cos  ö'  cos  4-  (t  ' —  r")  =  —  cos  h  sin  t  sin  (c) '-f-  c)  —  sin  h  cos  t 
und  die  Division  der  zweiten  dieser  durch  die  erste  giebt 

cotg \  (t'"—  t")  =  —  sin  %  tg  (d "-I- c)  —  tg  fc  cos  t  sec  (d'-H  c) . 

Ich  werde  nun  annehmen,  dass  die  Ablesungen  t",  r ",  &'*  und  d* 
einem  festen,  terrestrischen  Gegenstände  angehören,  und  dass  ein 
zweiter  solcher  Gegenstand  durch  Einstellung  auf  die  beiden  ver- 
schiedenen Arten  die  Ablesungen  i\  i\  d"  und  d"  gegeben  habe. 
Hiemit  wird  die  folgende  Gleichung  erlangt: 

cotg  ^r  (r —  t")  =  —  sin  t  tg  {d"-i-  c)  —  tg  A  cos  i  sec  (d  "-H  c) . 
Wenn  man  nun  aus  diesen  beiden  Gleichungen  wechselsweise  iß  k  und 
sin  i  eliminirt,  so  entstehen 

gj-j  •  _.  cotg  f  (T"'-  T^')  COS  jd"-^  c)  -  cotg  I  (r^  n  cos  jd'-^  c) 

sin  (d''+  c)  -  sin  (er"+  c) 

{irj^  SS  ^^  ^  (<"-<")  «in  {d'-h  c)  cos  {är-^  c)  -  cotg  f  (t*'-  i^)  sin  ((f'4-  c)  cos  (<y-h  c) 
^  [sin  {d'-^c)  -sin  (cf+c)]  cos i  ' 


?^ '. 06) 


(<6) 
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Um  diese  Gleichungen  zu  vereinfachen ,  setze  ich 

wodurch  sie  in  folgende  übergehen: 

sin  i  =        sin  j  Ijr^n  -  (T*-t^]  cotg  A  •♦-  sin  j  [(r-r)  4- (t^-Q]  tgP  | 

asin|{r-n8mi(f"'-0  I 

j     jL  _  _  8iD  i  [(r-n  4-  (f^^-O]  coa  A  »ec  D  4-  sin  t  [(r-Q  -  (t^"-0]  sin  D  cosec  A  |    ^    ^ 
^  «  sin  f^r^f)  sin  |  (t*-t^  cos  i  j 

woraus  t  und  k  folgt,  und  für  die  Bestimmung  der  Coilimation  c  des 
Declinationskreises  ergeben  sich  durch  (1 1)  folgende  zwei  Gleichungen : 

woraus  man  das  arithmetische  Mittel  nehmen  kann. 
Da  aus  den  obigen  Gleichungen 

A  =  i(d-0 
hervorgeht,  so  giebt  sich  zu  erkennen,  dass  die  Bestimmung  von  i  und  k 
aus  (1i)  am  sichersten  ist,  wenn  der  Unterschied  zwischen  d"  und  d^ 
möglichst  gross  ist,  und  da  dieses  im  Horizont  im  Süd-  und  im  Nordpu 
statt  findet,  so  muss  man  die  beiden  Gegenstände  in  möglichster 
dieser  Punkte  wHhIen.  Wenn  i  und  k  klein  sind ,  so  folgen  aus  (1 4)  die 
folgenden  Näherungsformeln : 

i  =^[(r-r)-(r'"-/)]  cotg  A-i  [(«'^-0-1- (^^-0-3600]  tgö 

fc  =  ^  [V-O+(t"-O-360*]  cos  Asecl)-i[(r— O-C^"— O]  siDl)cosecA 
Da  im  Horizont  und  im  Nord-  und  Südpunkt  Z)=0  ist,  so  werden,  wenn 
die  beiden  Gegenstände  in  der  Nähe  dieser  Punkte  liegen ,  die  beiden 
letzten  Glieder  der  vorstehenden  Ausdrücke  gemeiniglich  so  klein ,  dass 
man  sie  übergehen  kann ,  und  also  mit  den  ersten  Gliedern  ausreicht. 
Es  entstehen  dann  die  Ausdrücke  fttr  diese  Bestimmung,  die  ich  schon 
in  meiner  früheren  Abhandlung  über  das  Heliometer  gegeben  habe. 

Wenn  das  Aequatoreal ,  wie  bei  transportablen  Instrumenten  dieser 
Gattung  oft  der  Fall  ist,  mit  einer  verticalen  Achse  versehen  ist,  um 
welche  dasselbe  durch  den  ganzen  Umkreis  hindurch  gedreht  werden 
kann ,  so  reicht  man  bei  der  Bestimmung  von  t ,  k  und  c  durch  die  eben 
entwickelten  Ausdrücke  mit  Einem  Gegenstande  aus.  Denn  da  diese 
Reductionselemente  sich  auf  Relationen  beziehen,  die  in  Bezug  auf  die 
verschiedenen  Theile  des  Aequatoreals  unter  einander,  und  unabhängig 
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voD  Punkten  statt  finden,  die  ausserhalb  desselben  liegen,  so  ist  es 
einerlei,  wie  während  der  Bestimmung  derselben  das  Aequatoreal  in 
Bezug  auf  die  Weltgegendenr  aufgestellt  gewesen  ist.  und  es  gniigt,  wenn 
die  oben  verlangte  Lage  der  beiden  Gegenstände  in  Bezug  auf  die 
Stundenachse  des  Aeqnatoreals  statt  gefunden  hat.  Hat  daher  das  Aequa- 
toreal die  oben  erwähnte  Beschaffenheit,  so  kann  man  zur  Bestioimung 
von  f ,  k  und  c  einen  beliebigen,  nahe  im  Horizont  liegenden  festen,  ter- 
restrischen Gegenstand  wählen ,  und  muss  nur  bei  dem  einen  Paar  von 
Einstellungen  dasselbe  so  um  die  verticale  Achse  drehen,  dass  der 
Gegenstand  in  Bezug  auf  die  Stundenachse  des  Instruments  nahe  im 
Nordpunkt,  und  bei  dem  andern  Paar  so,  dass  derselbe  in  Bezug  auf  die 
genannte  Axe  nahe  im  Sudpunkt  liegt. 


10. 

Man  wird  wohl  immer  irgend  wo  am  Horizont  Einen  für  diese  Be- 
stimmung passenden  terrestrischen  Gegenstand  finden  können,  und  kann 

Bomit  stets,  wenn  das  Aequatoreal  mit  einer  Azimuthaibewegung  ver- 

''fr 

Jt^en  ist,  die  Bestimmung  von  i ,  k  und  c  so  wie  sie  im  vor.  Art.  ent- 
^iHtkelt  worden  ist,  ausfuhren.  Allein  es  könnte  sich  sehr  wohl  ereignen, 
dass  keine  passenden  zwei  Gegenstände,  wovon  der  Eine  dem  Süd- 
und  der  andere  dem  Nordpunkt  hinreichend  nahe  genug  liegt,  aufzufinden 
wären  oder  künstlich  hergestellt  werden  könnten,  und  es  können  somit 
Fälle  eintreten,  wo  für  ein  grosses  und  festes  Aequatoreal ,  an  welcher 
Galtung  von  Instrumenten  die  Azimuthalbcwegung  nicht  anzubringen  ist, 
die  Bestimmung  von  i  und  k,  so  wie  sie  im  Vorhergehenden  entwickelt 
worden  ist,  nicht  ausgeführt  werden  kann.  In  diesem  Falle  kann  man  aber 
fUr  die  beiden  terrestrischen  Gegenstände  zwei  bekannte  oder  unbekannte 
Sterne  substituiren,  wovon  der  eine  tief  südlich  und  der  andere  tief  nörd- 
lich unter  dem  Pole  culminirt.  und  braucht  diese  beiden  Sterne  nicht  so  tief 
zu  wählen,  dass  die  Strahlenbrechung  die  Genauigkeit  derBeobachlnngen 
beeinträchtigen  müsste.  Ja  man  kann  für  den  nördlichen  Stern  immer  einen 
der  beiden  Polarsterne  in  der  Nähe  einer  seiner  Culminationen  wählen. 

Die  Ausdrücke  (17)  bedürfen  für  diese  Art  der  Bestimmung  von 
i  und  k  einer  kleinen  Abänderung.  Da  in  denselben  die  Ablesungen  am 
Declinationskreisc  nur  in  den  Coefßcienten  vorkommen,  so  kann  man 
zwar  immer  die  beiden  Einstellungen  eines  jeden  dieser  beiden  Sterne 
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in  so  kurzer  Zeit  nach  einander  ausfuhren,  dass  die  in  der  Zwischenzeit 
statt  gefundene  Aenderung  der  Declination  in  Bezpg  auf  die  Bestimmung 
von  t  und  k  als  Null  betrachtet  werden  kann,  aber  mit  den  Ablesungen 
vom  Stundenkreise  verhüit  es  sich  wegen  der  täglichen  Bewegung  der 
Gestirne  anders. 

Betrachten  wir  die  Einstellungen  von  zwei  einander  nahe  liegenden 
Punkten  der  Kugeloberflache,  die  gleiche  Entfernung  vom  Aequator 
haben,  so  wird  die  zweite  Gleichung  (13)  fUr  beide  Punkte  identisch 
dieselbe  bleiben,  aber  statt  der  ersten  wird  man  folgende  zwei  erhallen, 

t'=^(/-|- 0-900 

r;=i(r;-hr;')-90o 
wenn  die  unten  mit  einem  Strich  versehenen  Buchstaben  dem  zweiten 
Punkt  angehören.  Hat  man  nun  zugleich  an  einer  auf  Sternzeit  regulirten 
Uhr  die  Zeitmomente  der  beiden  Einstellungen  beobachtet  und  mit  Tund  T^ 
bezeichnet,  so  ist,  wenn  die  beiden  Punkte  Einem  Stern  angehören, 

und  wenn  ^  =  0  ist ,  so  ist  auch 

t;-t =Tj-T 

FUr  ein  festes  Aequatoreal  wird  fi  immer  klein,  und  die  Wirkung  dieser 
Grösse  daher  auf  den  Unterschied  der  beiden  Einstellungen,  wenn  diese 
nur  in  einer  möglichst  kurzen  Zwischenzeit  ausgeführt  werden,  un- 
merklich sein.  Uebrigens  wird  man,  wenn  dieses  nicht  der  Fall  sein 
sollte,  fi  und  m  stets  so  genau  ermitteln  können,  als  nöthig  ist  um  ihre 
Wirkung  auf  diesen  Unterschied  durch  die  erste  Formel  (3)  mit  mehr 
wie  hinreichender  Genauigkeit  berechnen  zu  können,  und  eben  so  ver- 
hält es  sich  mit  der  Strahlenbrechung,  deren  Wirkung  auf  die  Stunden- 
vvinkcl  in  der  Nähe  des  Meridians  Überdies  klein  ist,  und  deren  Wirkung 
auf  den  obigen  Unterschied  der  Stundenwinkel  also  um  so  viel  mehr 
kleiner  sein  muss.  Die  Wirkung  von  t  und  k  auf  denselben  ist  Null,  weil 
die  zweite  Formel  (1 3)  fUr  beide  Einstellungen  identisch  angenommen 
werden  darf.  Hieraus  folgen  die  beiden  folgenden  Gleichungen : 

T|  —  T=T| T  =  ij  —  i 

die  stets  hinreichende  Genauigkeit  besitzen  werden,  deren  rechte  Seite 
aber  auch ,  wenn  man  es  für  nöthig  halten  sollte,  zufolge  der  obigen 
Erklärungen ,  von  der  Wiricung  von  fi  und  der  der  Strahlenbrechung 
befreit  werden  kann.  Man  erhält  hieraus 

r'— T=i(r;f— t"-I-T— T,  — 90« 


(17*) 
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und  die  Fundamentalgleichung  des  vor.  Art.  geht  über  in 

cotg i  «—  T -i-r—  r,)  =  —  sin  i  tg  ((T-i-  c)  —  tg  fc  cos  t  sec  (d"-^  c) 
Hieraus  folgt  auf  dieselbe  Weise  wie  dort 

f  t=i[(C-<-+r-r;)-«-r^+r-r,)]  cotg  a 

-i  [(C-r-hr-r,)  +  (r:-r''-hr-TO-360«]  IgD 

k=i[«;'_r-hr-r,)+«-T''+r-T,)-36o*]  cos  a  secD 

-l[(<;-^+r-r;)-(r;:-T'-hT-T,)]8inZ)cosecA 
wo  ^J*,  r,  Tj  für  den  zweiten  Stern  dasselbe  bedeuten,  was  rj*,  T,  T^ 
für  den  ersten. 

Die  Collimation  c  des  Declinationskreises  kann  man  durch  eine  der 
Gleichungen  (1 5)  vermittelst  der  Einstellungen  des  Fernrohrs  des  Aeqna- 
toreals  in  beiden  Lagen  auf  einen  beliebigen  Gegenstand  finden,  und  man 
kann  daher  auch  dazu  jeden  beliebigen  Stern  wählen,  nur  muss  alsdann 
unter  Umstünden  die  Aenderung,  die  in  der  scheinbaren  Declination 
dieses  Sterns  während  der  Zwischenzeit  der  Einstellungen  vor  sich  ge- 
gangen ist,  berücksichtigt  werden.  Wenn  man  für  den  Stern  den  Polaris 
in  der  Nähe  der  oberen  oder  unteren  Collimation  wählt,  so  ist  jedenfalls 
die  Declinationsänderung  so  klein,  dass  sie  unberücksichtigt  bleiben  kann. 
Man  kann  diese  Methode  auch  anwenden,  wenn  man  einen  (südlichen 
oder  nördlichen)  Stern  und  einen  (nördlichen  oder  südlichen)  ter- 
restrischen Gegenstand  eingestellt  hat,  und  es  ist  in  diesem  Falle  nichts 
weiter  zu  thun,  wie  in  den  {^^*)  für  den  terrestrischen  Gegenstand 
TssTj  zu  setzen. 


H. 

Ich  komme  nun  zur  Bestimmung  der  Reductionselemente  /f ,  m  und 
f]  oder  y,  die  auf  zwei  verschiedene  Arten,  nämlich  entweder  durch  cö- 
lestische  Beobachtungen,  oder  durch  Hülfe  eines  der  Lage  nach  bekannten, 
terrestrischen  Gegenstandes  und  zweier  Niveaus  sicher  ausgeführt  werden 
kann.  Zuerst  nehme  ich  die  Bestimmung  durch  cölestische  Beobach- 
tungen vor. 

Die  strenge  Auflösung  dieser  Aufgabe,  die  in  den  zu  Ende  des 
Art.  2.  bemerkten  Fällen  nothwendig  werden  kann,  beruht  auf  der  Ent- 
wickelung  von  /i,  m  und  /  aus  den  auf  zwei  Beobachtungen  angewandten 
Gleichungen  (1)  oder  (2).   Lassen  wir  für  einen  zweiten  Stern  t,  rf,  t\  d' 
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bez.  dasselbe  bedeuten ,  was  r,  d,  t\  (t  fUr  einen  Stern  überhaupt  be- 
deuten ,  so  giebt  die  dritte  Gleichung  (9)  für  diesen  Stern 

sin  cl'=  —  cos  A  sin  ^  cos  i^-^y)  -f-  sin  A  cos  /^  .  .  •  (A) 
Um  hieraus  y  und  ^  zu  eliminiren,  bedient  man  sich  am  Vortheilhaftesten 
des  im  Art.  3.  eingeführten  Winkels  n,  welcher  dem  im  Art.  1.  betrach- 
teten, auf  den  andern  Stern  sich  beziehenden  Dreieck  angehört.  Entweder 
unmittelbar  aus  diesem  Dreieck ,  oder  durch  eine  einfache  Combination 
der  Gleichungen  (9)  und  (4)  bekommt  man 

sin  /ti  sin  (r-fr-y)  =  cos  d*  sin  ;r  \ 

sin  II  cos  (r-f-y)  =  cos  S  sin  6  cos  n  —  sin  Ü  cos  6\    .     .     (B) 
cos  II  =  cos  ff  cos  d  cos  n  -i-  sin  d'  sin  d] 

Die  Gleichung  (A)  lässt  sich  aber  folgender  Maassen  stellen : 
sin  d'=  —  cos  A  cos  (< — r)  sin  /u  cos  (r-hy) 

-f-  cos  d  sin  (/ — r)  sin  /i  sin  (r-f-y)  -h  sin  A  cos  /u 
und  hieraus  lassen  sich  durch  Hülfe  der  Gleichungen  (B)  ^  und  y  elimi- 
niren, ohne  Wurzelgrössen  einzuführen.   Durch  einfache  Substitutionen 
bekommt  man 

sin  d'as  (cos  A  cos  c^  cos  (/ — t)  -h  sin  <!<  sin  S)  sin  d' 

—  (cos  A  sin  rf  cos  (^ — t)  —  sin  A  cos  Ö)  cos  d*  cos  n 
-h  cos  d  sin  (/ — t)  cos  S  sin  n 
Setzt  man  daher 

cos  C  sin  ^  =1  cos  d  sin  (r — <)  j 

cos  C  cos  v^  SS  cos  A  sin  c^  cos  (r— <)  —  sin  A  cos  ^  /    .     .     (C) 
sin  ^  SB  cos  d  cos  c^  cos  (r — i)  -f-  sin  d  sin  Ö  / 

so  wird  ,  ,.  ,  ^     .    w 

/  N        sin  C  8iD  J^— sin  a  /jqx 

cos(;r-y)=      cosfoosy  (^^) 

womit  die  Aufgabe  gelöst  ist.  Denn  nachdem  f  und  tf;  aus  (C)  berechnet 
worden  sind,  erhält  man  n  aus  (18),  hierauf /i  und  y  aus  (B),  und  m  aus 
den  beiden  ersten  (2)  oder  (2^).  Die  Gleichung  (18)  zeigt,  dass  n,  auf 
dessen  Ermittelung  das  Hauptsächlichste  dieser  Auflösung  beruht,  aus 
den  beiden  Ablesungen  am  Declinationskreise  und  dem  Unterschied  der 
Beobachtungszeiten  gefunden  wird,  welcher  in  r — i  enthalten  ist. 

Die  Anwendung  der  Gleichungen  (1 )  statt  der  (2)  giebt  eine  Auf- 
lösung von  derselben  Form,  in  welcher  aber  n  blos  aus  den  Ablesungen 
an  den  beiden  Kreisen  des  Aequatoreals  gefunden  wird,  und  dessen 
Bestimmung  daher  von  den  Beobachtungszeiten  unabhängig  ist.  Die 
dritte  Gleichung  (1)  wird  erstlich 
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Isin  d  3s  cos  d*  sin  /z  cos  {t'-h  m)  -f-  sin  d'  cos  fi 
=  cos  d'  cos  (<' — T )  sin  ^  cos  (t  +  m) 
—  cos  d'  sin  {i' — r)  sin  /u  sin  (r -I-  m)  -i-  sin  d'  cos  /i 
und  aus  dem  im  Art.  1 .  betrachteten  Dreieck,  oder  durch  eine  einfache 
Gombination  der  Gleichungen  (1 )  und  (4).  ergiebt  sich 

isin  fi  sin  (r -f-m) ss      cos  d  sin  n 
sin  ^  cos  (t -f-  m)  =  —  cos  d  sin  d*  cos  tt  -i-  sin  cJ  cos  d* 
cos  /i  =      cos  d  cos  d^  cos  -TT  -f-  sin  d  sin  d' 

Eliminirt  man  hiermit  /i  und  t -f-m  in  (A^),  und  setzt 

Icos  ^  sin  %p'sss  cos  d'  sin  {i —  t') 
cos  ^  cos  v'=  cos  d'  sin  d'  cos  (i* — r)  —  sin  d'  cos  d' 
sin  f'  =  cos  d'  cos  d'  cos  (i* — t)  -i-  sin  d'  sin  & 

so  wird 

/in\  «^«  /  .'\         sin  f  sin  ff  —  sin  d 

(^9) cos(7r-y)=      eosc^coscy 

Hier  mUssen  also  erst  £:^  und  i/;'  aus  (C*^)  berechnet  werden,  worauf  (1 9) 
n  giebt,  alsdann  bekommt  man  fi  und  m  aus  (B^),  und  y  aus  den  beiden 
ersten  (1)  oder  (1^^).  In  diesen  Auflösungen  muss  n  durch  einen  Cosinus 
bestimmt  werden,  wodurch  manchmal  nicht  die  gewünschte  Genauigkeit 
erlangt  wird,  aber  suchen  wir  die  Relationen  zwischen  ^,  ^,  \p  und  tp'. 
Die  folgende  Gleichung  ist  identisch 

cos  d'  cos  d'  sin  {t —  r)  =  cos  d'  cos  (r'-i-  m) .  cos  d'  sin  (/'-f-  m) 

—  cos  d'  sin  (r'-H  m) .  cos  d'  cos  (<'-!-  m) 
Substituirt  man  hierin  die  auf  beide  Sterne  angewandten  beiden  ersten 
Gleichungen  (2) ,  so  wird  nach  einer  leichten  Umstellung : 
cos  d'  cos  d'  sin  ((' —  r)  =  (cos  d  sin  d  cos  (r — ()  —  sin  d  cos  d)  sin  /u  sin  (r-Hy)) 

—  cos  d  sin  (t — t)  (cos  d  cos  /i  -f-  sin  d  sin  /i  cos  (r-l-y)) 
Die  Gleichungen  (B)  geben  aber  leicht 

sin  fi  sin  (r-l-y)  =  cos  d'sm  n 
cos  (J  cos  /n-hsind  sin  /u  cos  (r-i-y)  =  cos  d^  cos  n 
Durch  Hülfe  dieser  und  der  (G)  erhält  man  sogleich 
(D)     .     .     .     .     cos f  sin  (tt — yi)  =  cos (>' sin  {t' — t) 
Die  identische  Gleichung 

cos  d' cos  d' cos  (< — t)  =  cos  d' cos (r'-Hm) . cos  d' cos (<'-f- m) 

-I-  cos  *'  sin  (t'-i-  m) .  cos  d'  sin  (<'-f-  m) 
wird  durch  dieselben  Gleichungen  (2) 
cos  d  cos  d'cos  (<'-  t)  =  cos  d  cos  cJ  cos  (r- 1)  +  sin  d  sin  * 

-  [^in  d  cos  /i-cos  d  sin  /i  cos  (t-i-;^)]  [sin  d  cos  /li-cos  d  sin  /i  cos  (/+/] 


Theorie  des  Aequatoreals.  457 

vvoraus  vermittelst  |der  auf  beide  Sterne  angewandten  dritten  Gleichung 
C.2)  und  der  dritten  (C) 

sin  f  =  cos  d'  cos  d'  cos  {i —  r)  -i-  sin  d'  sin  d'   .     .     .     (E) 
Cbigt,  und  die  Substitution  dieser  in  (1 8)  giebt  sogleich 

cos  f  cos  {ti — yj)  =  cos  d' sin  d'  cos  (<' —  r)  —  sin  d' cos  d^  .  (F) 
Die  Vergleichung  der  Gleichungen  (D),  (E)  und  (F)  mit  den  (C*)  zeigt, 
dass  £'=?  und 

n  =  xp'h\p* (20) 

ist.  Man  braucht  daher  (18)  oder  (19)  nicht  zur  Berechnung  von  n  an- 
zuwenden, sondern  erhalt  diesen  Winkel  aus  den  beiden  ersten  (C),  (C*) 
und  (20),  und  da  die  Bögen  tp  und  \p'  aus  jenen  Gleichungen  durch  die 
Tangente  bestimmt  werden,  so  wird  n  stets  so  sicher  gefunden,  wie  die 
Data  der  Aufgabe  es  zulassen.  Es  ist  leicht  zu  finden,  dass  es  am  Dien- 
lichsten ist,  die  Sterne  so  zu  wählen ,  dass  C  klein  wird ,  welches  einen 
Abstand  der  beiden  beobachteten  Punkte  der  Himmelskugei  von  nahe 
90  0  bedingt. 

Man  kann  aber  noch  andere  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  n 
ableiten.    Dividirt  man  (D)  durch  (18),  so  wird 

j      /  .  \  C08  J'  COS  cf  sin  (/'—  r)  /o  i  \ 

tg  (;r  —  V)  = — .   ^  .    ^ — ■   ^        (äIJ 

«^  ^  ^'  sin  ^  sin  (T— sin  a  '      ' 

Dividirt  man  die  erste  (C)  durch  (1 9) ,  so  wird 

♦  «  /  ..  '\         cos  ^  cos  d  sin  (r— /)  /o  j  :v..\ 

'^  ^  "'  sin  ^  sin  ff  —  sin  d  ^ 

Dividirt  man  (D)  durch  (F),  so  wird 

.      /  \  sin  («'—  t') 

lg  [7t     yj)  —  ßiii-?^(vz^'j— igd'cos'a' 
und  dividirt  man  die  erste  (C)  durch  die  zweite,  so  wird 

.      /  IN  _^_  sin  (t— <) 

lg  (;r       Xp)  —  sinfrcos(T-/)-tgd  cos  J 

wovon  die  beiden  letzten  übrigens  mit  der  oben  erklarten  Bestimmung 
von  71  aus  (20)  identisch  sind.  Für  die  Anwendung  kann  man  die  obigen 
Gleichungen  so  zusammenziehen,  wie  bei  den  Gleichungen  (1)  und  (2) 
gezeigt  wurde.  Die  Gleichungen  für  die  Tangenten  von  tt — \p  und  tt — -ip' 
geben  für  diese  Bögen  zwei  Werthe,  aber  vorausgesetzt,  dass  man 
^  immer  so  bestimmt,  dass  cos  £;  positiv  wird,  welches  stets  geschehen 
kann,  so  geben  die  obigen  Gleichungen  zu  erkennen,  dass  eines  Theils 
TT  —  \p  und  t-  —  r\  und  andern  Theils  tt  —  t/'' und  r  —  t  in  einem  und 
demselben  Halbkreise  liegen  müssen,  wenn  cos  d'  positiv  ist,  in  ent- 
ge.yenj^esotzten  Halbkreisen  hingegen,  wenn  cos  d'  negativ  ist. 


(22*) 
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Man  kann  nämlich  in  den  vorstehenden  Gleichungen  i,  d\  t\  d' 
stets  so  annehmen,  wie  das  mit  der  oben  beschriebenen  Bezifferung 
versehene  Aequatoreal  sie  giebt,  wahrend  man  t,  d,  r^  d  auf  die  ge- 
wöhnliche Art  zählt.  Wenn  n  bestimmt  ist,  so  kann  man  auch  /i,  m  und  y 
durch  die  folgenden  Gleichungen  berechnen : 

sin  ^  fi  sin  ^  (T-i-T-i-y-Hii)=ssin  ^n  cos^  {^'^^) 
sin  ^fi  cos^^  (r  +  r-l-y  +  m)  =  cos4^;r  sin  4^  {d — (T) 
cos^  fi  sin  4^  (t  —  r+y  —  m)  as sin  4^  tt  sin  ^  (*-l-d^) 
C0S4-/U  cos 4-  (t  —  T  +  y  —  m)=scos4^;7  cos 4^  {d — &) 
die  aus  dem  im  Art.  1 .  betrachteten  Dreieck  folgen. 

*  Ich  fltge  noch  hinzu,  dass  die  hier  angewandten  Hulfsgrössen  sich 
leicht  construiren  lassen.  Man  wird  finden,  dass  90^ — £:die  Entfernung 
der  beiden  Punkte  von  einander  ist,  in  welchen  die  beiden  Sterne 
beobachtet  worden  sind;  in  dem  Dreieck  zwischen  diesen  beiden  Punkten 
und  dem  Pol  des  Aequators  bedeutet  femer  180*+i^  den  Winkel  am 
Stern,  und  in  dem  zwischen  denselben  Punkten  und  dem  Pol  des  Aequa- 
toreals  180*— v^'  den  Winkel  am  Stern. 


(22) 


12. 

Für  die  genäherte  Auflösung  derselben  Aufgabe  geben  die  auf  zwei 
Beobachtungen  angewandten  Gleichungen  (3) 

T — t'=  fj  +  fi\gd'  sin  (t'+  m) 

d — di^=        fA  cos  (r -I-  m) 

t  —  isssfj  +  iLi  tgd'sin  {i-hfn) 

d — d'=        [jL  cos  (<'-!-  m) 
von  welchen  man  mit  drei  ausreicht,  da  nur  drei  unbekannte  Grössen 
zu  bestimmen  sind.   Die  zweite  und  vierte  derselben  reichen  aus,  um 
^  und  m  zu  finden ;  setzt  man 

(23) m=aj  — 4-(t'h.O 

so  bekommt  man  aus  der  Summe  und  Differenz  derselben  sogleich 

li  sm  a?  =  ^.  -  -7-7-' — .'i 

^  «  sin  i  (T  - « J 

u  coso; ^  ^ — --^ — TT- 
^  ^^*"^       a  cos  i  (t  - 1) 

und   für  die  Gollimation  des  Stundenkreises  ergeben  sich  die  beiden 

folgenden  Ausdrucke : 
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ti  s  (t— t')  —  ^  tg  «J'  sin  (t'-i-  m)  j  ^^g. 

t)^{t— t')  —  fi  lg d' sin  {t'-t-m)] ^    ' 

aus  welchen  man  das  arithmetische  Mittel  nehmen  kann.  Man  kann  aber 
auch  alle  vier  Gleichungen  (82)  zur  Bestimmung  von  ^,  m  und  tj  an- 
wenden. Die  Unterschiede  der  ersten  und  dritten  und  der  zweiten  und 
vierten  sind 

(r—r')  —  {t  —  r)c=zfi  {tg d^sin (r-i-m)  —  tg  d'sin  {t-t-m) } 
[s—d)  —  {d—d')  =  fi  { cos  (t -I-  m)  —  cos  (i'-i-  m) } 

die  durch  Einfuhrung  des  durch  (23)  bestimmten  Hulfswinkels  x  in  fol- 
gende übergehen : 

(^-O-(<-0  =  ^«nar^;^;cosi(T'-0H-/«cosx^^sini(T'-0 
(d_d')—(rf— d')  =  —  2  At  sin  ar  sin  i  (t  —  0 
woraus  man 


\{d-d')  -  (<f-<r)}  sin  («r-  d')  colgf  (t'-  0-«  I(<-0-(T-Ol  cos<rca8<r 
/i  cos  X  =  -^ ' ^ ^ 


(26) 


»  sin  {it-h  (T)  sin  |^  (r'-  0 

erhält,  welche  /i  und  x  geben,  worauf  m  und  tj  wieder  aus  (23)  und  (25) 
folgen,  von  welchen  jedoch  die  letztern  jetzt,  unabhängig  von  den  Be- 
obachtungsfehlem, dasselbe  Resultat  für  tj  geben  müssen,  während 
dieses  bei  der  vorhergehenden  Methode  nicht  der  Fall,  ist,  sondern  nur 
dann  statt  finden  musste,  wenn  keine  Beobachtungsfehler  vorhanden 
waren.  Man  sieht,  dass  man  bei  der  Anwendung  dieser  Methode  die 
beiden  Sterne  nicht  so  wählen  darf,  dass  sin  {d'-hd')  eine  kleine  Zahl 
wird,  und  ausserdem  am  Sichersten  verfährt,  wenn  man  die  beiden 
Sterne  in  Stunden  winkeln  beobachtet,  die  nahe  180^  von  einander  ver- 
schieden sind ,  während  man  bei  der  vorhergehenden  Methode  sie  so 
wählen  muss,  dass  der  Unterschied  der  Stundenwinkel  in  der  Nähe  von 
90  •  oder  270 •  liegt. 

Wenn  man  statt  der  einmaligen  Beobachtung  zweier  Sterne  Einen 
Stern  zwei  Mal  beobachtet  hat,  so  vereinfachen  sich  die  Gleichungen  (26). 
Es  ist  nämlich  in  diesem  Falle  erlaubt,  in  den  Coefficienten  l(d'+  ^)  fllr 
d'  und  d',  und  Null  für  d' —  &  zu  setzen.  Man  erhält  daher  in  diesem 
Falle  statt  der  (26)  die  folgenden : 

U  Sm  X=  \     .    '     ,\ ;?r- 

,.  n*r  1  •  •  •  («') 
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Man  sieht,  dass  mao  bei  dieser  Bestimmung  von  x  und  fi  den  Stern 
dem  Aequator  nicht  zu  nahe  wählen  darf.  Ueberhaupt  bemerke  ich 
noch ,  dass  man  bei  der  Anwendung  der  in  diesem  Artikel  entwickelten 
Näherungsmethoden  nicht  zwei  Beobachtungen,  die  in  den  entgegen- 
gesetzten Einstellungsarten  des  Aequatoreals  angestellt  sind,  mit  einander 
unmittelbar  verbinden  darf,  wie  bei  den  strengen  Methoden  des  vor.  Art. 
erlaubt  war.  Wenn  daher  die  beiden  Beobachtungen  in  der  Tliat  durch 
entgegengesetzte  Einstellungsarten  erlangt  worden  sind,  so  muss  man 
die  eine  derselben  durch  die  Gleichungen 

r'=180o-|-T;      ^       r=i80<>-|-< 

ocier 

d'=i8oo— (j;  d'=i8o«— d; 

mit  der  andern  gleichartig  machen. 

Da  wir  hier  vier  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  nur  drei  Grössen 

angewandt  haben,  so  ist  klar,  dass  sich  eine  vierte  Grösse  ausserdem 

noch  bestimmen  lassen  muss,  und  man  findet  leicht,  dass  diese  die  Gol- 

limation  des  Declinationskreises  ist,  die  in  derXhat  aus  den  Gleichungen 

(26)  und  (27)  eliminirt  ist,  indem  man  in  dem  Ausdruck  {d — d)  —  (d — d'), 

d"  und  &'  statt  d'  und  d'  schreiben  darf,    wie   auch  c  beschaffen   ist. 

Substituirt  man  nun 

d'=  d'-h  c   und  d'=  ^'-h  c 

in  die  vierte  und  zweite  der  Gleichungen  (22),  und  nimmt  ihre  Summe, 
so  bekommt  man  leicht 

■ 

(28)    .    .    c  =  i{d— d")'h  4t  {i—d'')  —  fi  cos  X  cos  i{T  —  t') 

welche  Gleichung  eine  von  den  früheren  unabhängige  Bestimmung  der 
CoIIimation  c  ist.  Doch  ist  zu  bemerken ,  dass  die  Bestimmung  von  c 
durch  die  Gleichungen  (1 5)  die  einfachste  und  sicherste  ist,  und  dass 
man  daher  die  durch  (28)  erlangte  entweder  nur  als  Controlle,  oder  nur 
dann  anwenden  wird,  wenn  die  Beobachtungen,  die  zu  reduciren  sind, 
zur  Bestimmung  von  c  durch  (1 5)  keine  Data  liefern.  Wenn  c  gross  ist, 
und  aus  der  eben  angeführten  Ursache  nicht  aus  (1 5)  berechnet  werden 
kann,  so  muss  man  doch  für  die  Berechnung  der  Cocfficienten  in  (25), 
(26)  und  (27)  jedenfalls  im  Voraus  einen  so  weit  genäherten  Werth  da- 
von kennen,  als  nöthig  ist,  um  für  diese  Coefßcienten  d'  und  d'  hin- 
reichend genau  berechnen  zu  können. 
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§.  II. 

Anwendung  und  Bestimmung  des  zweiten  Systems  von  Reductions- 

elementen. 

13. 

Das  zweite  System  von  Reductionselementen  sieht  schon  in  so  fern 
mit  dem  ersten  System  in  Verbindung,  als  es  dient  die  zweite,  zu  Anfang 
des  Art.  11.  angekündigte  Art  fi,  m  und  tj  oder  y  zu  finden  in  Ausführung 
zu  bringen.  Für  die  strenge  Auflösung  der  betreffenden  Aufgabe  lege  man 
eine  verticale  Ebene  durch  die  Achse  des  Stundenkreises,  dann  ist  der 
Winkel ,  den  diese  mit  der  Ebene  des  Meridians  des  Beobachtungsortes 
macht,  das  Azimuth  der  Stundenachse;  ich  werde  dieses  Azimuth 
a  nennen,  und  von  Süden  nach  Westen  zählen.  Bezeichnet  man  femer 
die  Polhöhe  des  Beobachtungsortes  mit  (p,  und  den  Winkel,  den  die 
Stundenachse  mit  dem  Horizont  macht,  mit  (p\  so  sind  in  dem  Dreieck 
zwischen  dem  Zenith,  dem  Pol  des  Aequators,  und  dem  des  Aequato- 
reals, den  ich  mir  in  der  im  Art.  1.  angenommenen  Lage  denke,  die 
Seiten  90* — cp,  90  ^ — (p'  und  /i,  und  der  Seite  fi  liegt  der  Winkel  — a 
gegenüber.  Zieht  man  nun  vom  Pol  des  Aequatoreals  aus,  ausserhalb 
dieses  Dreiecks,  den  Bogen  grössten  Kreises,  welcher  dem  Meridian 
des  Aequatoreals  entspricht,  und  nennt  den  Winkel ,  den  dieser  mit  der 
Seite  90  • — (p  einschliesst,  q,  so  ist  360® — q  die  von  der  Wirkung  von 
i  und  k  befreite  Angabe  des  Stundenkreises,  wenn  die  Absehenslinie 
des  Fernrohrs  auf  das  Zenith  gerichtet  ist.  Zufolge  des  im  Art.  1 .  be- 
schriebenen Dreiecks  ist  aber  der  in  unserer  Figur  vom  Meridian  des 
Aequatoreals  und  dem  Bogen  /j.  eingeschlossene  Winkel  gleich  m,  und 
hieraus  folgt  sogleich,  dass  in  unserm  Dreieck  der  der  Seite  90® — q> 
gegenüber  liegende  Winkel  gleich  m — q  ist.  Es  folgen  daher  aus  dem- 
selben die  Gleichungen 

sin  fi  sin  (171—9)  =  -—  cos  g>  sin  a 

sin  fi  cos  (m — q)  ==  —  cos  g>  sin  (p  cos  a  -f-  sin  9)  cos  9>' }  .  •  (29) 

cos  fi  =      cos  g>  cos  q>  cos  a  -f-  sin  q)  sin  9 

wodurch  fi  und  m  erhalten  werden,  wenn  a,  q)'  und  q  bekannt  sind. 

Der  Ausdruck  für  /  kann   auf  zwei  Arten,  entweder  aus  demselben 

Dreieck,  da  der  dritte  Winkel  desselben  ISO* — /ist,  oder  durch  die 
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Gleichungen  (f)  erbalten  werden.   Nimmt  man  für  den  Punkt,  dessen 
Polarcoordinaten  r  und  d  sind,  das  Zenitli  an,  so  wird  r=sO,  ^=9), 
t'=360* — 9,  d^'=9>',  und  hiemit  geben  die  beiden  ersten  Gleichungen 
(1),  übereinstimmend  mit  dem  obigen  Dreieck  : 
,     .  /  ^^^  y  sin  y  =  cos  g>'  sin  (m — q) 

I  cos  g>  cos  y  =  cos  g)  cos  fi  cos  (m — q)  —  sm  (p  sm  fi 

welche  /  geben,  nachdem  durch  die  (29)  /z  und  m — q  ermittelt  worden 
sind.  Durch  die  folgenden  Gleichungen 

=  —  cos  (p  sin  a 

cos  (p  sin  (p  cos  a  —  sin  q>'  cos  q> 

ist  die  Bestimmung  von  /  unmittelbar  von  a  und  (p  abhängig  gemacht. 
Die  Bestimmung  von  /i,  m  und  y  ist  somit  durch  die  Gleichungen 
(29)  und  (30)  oder  (30^)  auf  die  von  a,  g>'  und  q  hingeführt,  und  man 
kann  daraus  leicht  die  Gleichungen  ableiten,  die  a,  (p'  und  q  durch 
fi ,  m  und  y  geben. 


(30*)   .      i«|°A*8iny  = 
l  sm  /i  cos  y  = 


U. 

Theoretisch  betrachtet  kann  die  Bestimmung  von  zwei  der  im  vor. 
Art.  angeführten  Grössen  a,  tp  und  q  durch  die  Einstellung  des  Fern- 
rohrs des  Aequatoreals  auf  einen  der  Lage  nach  bekannten,  terrestrischen 
Gegenstand  ausgeführt  werden;  die  Bestimmung  der  dritten  Grösse  muss 
jedenfalls  durch  ein  anderes  äusseres  Hulfsmittel  erlangt  werden.  Zur 
Anwendung  ist  jedoch  diese  Art  der  Bestimmung  diesser  Grössen  wenig 
geeignet,  denn  es  wird  sich  zeigen,  dass  nur  die  eine  derselben,  näm- 
lich a,  mit  Sicherheit  durch  den  terrestrischen  Gegenstand  erlangt  wer- 
den kann,  und  dass  man  daher  zur  sichern  Bestimmung  von  9)' und  q 
sich  zwei  anderer  äusserer  Hulfsmittel  bedienen  muss. 

Sei  a  das  Azimuth  und  z  die  Zenilhdistanz  irgend  eines  Gegen- 
standes, durch  dessen  Einstellung  im  Aequatoreal  man,  nachdem  die 
Ablesungen  von  der  Einwirkung  der  Reductionselemente  t,  k  und  c 
befreit  worden  sind ,  t'  und  d'  erhalten  habe.  Betrachten  wir  nun  das 
Dreieck  zwischen  diesem  Gegenstande,  dem  Zenith  und  dem  Pol  des 
Aequatoreals,  so  sind  die  Seiten  desselben  z,  90^^  —  d'  und  90<^  —  (f\ 
und  es  sind  ferner  offenbar  der  Winkel  am  Pol  ('-f-  q ,  und  der  am  Zenith 
180«  —  (a— a).  Wir  erhalten  also 
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sin  z  sin  (a — a)  =  cos  d' sin  (/-l-^)  1 

sin  z  cos  (a — a)  =  cos  d'  sin  q>  cos  (^'-i-  ^)  —  sin  d'  cos  ^p'  /  .  .  (31 ) 

cos  z  =  cos  d'  cos  y'  cos'  (<'-!-  jf)  -I-  sin  d'  sin  ip  ] 

Wollte  man  nun  blos  entweder  9  oder  q  durch  ein  anderes  äusseres 
Hulfsmiltel  bestimmen,  so  mUsste  man  entweder  q  oder  9)'  durch  die 
dritte  der  vorstehenden  Gleichungen  ermitteln.  Aber  jeder  dieser  B{)gen 
wird  vermittelst  dieser  Gleichung,  wenn  die  andern  darin  vorkommenden 
Grössen  bekannt  sind,  durch  einen  Cosinus  erhalten,  und  kann  daher  nur 
mit  geringer  Genauigkeit  erhalten  werden ,  wenn  die  Lage  des  Gegen- 
standes so  beschaffen  wäre,  dass  dieser  Cosinus  nahe  gleich  dbl  wUrde. 
Aber  nicht  blos  in  diesen  Fällen,  sondern  auch  in  denen ,  wo  dieser  Co- 
sinus so  klein  ist,  dass  man  den  dazu  gehörigen  Bogen  aus  den  trigono- 
metrischen Tafeln  mit  Sicherheit  entnehmen  kann,  ist  diese  Bestimmung 
mit  einer  wesentlichen  Unsicherheit  behaftet,  die  daher  rührt,  dass  man, 
sei  es  q!  oder  q,  aus  der  Zenithdistanz  des  Gegenstandes  ermitteln  muss, 
die  wegen  der  terrestrischen  Strahlenbrechung  grossen  Schwankungen 
unterworfen  ist.  Man  kann  daher  durch  den  terrestrischen  Gegenstand 
nur  a  mit  Sicherheit  bestimmen,  und  muss  sich  zur  Bestimmung  von 
beides  ql  und  q  zwei  anderer  äusserlicher  Hulfsmittel  bedienen.  Diese 
Bestimmung  von  a  geschieht  durch  den  Quotienten  aus  den  beiden 
ersten  Gleichungen  (31),  nämlich  durch 

und  gewährt,  weil  sie  durch  die  Tangente  geschieht,  und  von  der  Zenith- 
distanz z,  folglich  auch  von  deren  Veränderungen  unabhängig  ist,  stets 
volle  Sicherheit,  der  Gegenstand  mag  liegen  wo  er  wolle. 


15. 

Ich  werde  jetzt  aus  den  im  vor.  Art.  entwickelten  Gleichungen  eine 
genäherte  Auflösung  derselben  Aufgabe  ableiten,  die  auf  die  Annahme 
gegründet  werden  soll,  dass  a  und  q)  —  q>  kleine  Grössen  sind.  Nennt 
man  den  Slundenwinkel  und  die  Declination  des  terrestrischen  Gegen- 
standes t  und  d,  so  bekommt  man  zuerst  die  bekannten  Relationen 

sin  2;  sin  a  =  cos  (2  sin  f  \ 

sin  z  cos  a  =  cos  d  sin  q>  cos  t  —  sin  1/  cos  9  >    .    .    .    (39) 
cos  z  =  cos  d  cos  q>  cos  t  -f-  sin  d  sin  q) ) 

Abh«Ddl.  d.  K.  S.  Get.  d.WiMeuach.  IV.  '  33 


(33;      J 
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Setzt  man  nun  in  die  beiden  ersten  Gieichiinj^en  31.,  s-f- Ar  ftlr  z. 
l+'i'—i+qj  fürl'+7,  d  +  (d'—d  fürd',  (f+(f'—q)ti\rtf'.  so  werden 
in  Folge  der  eben  aufgestellten  Annahmen  auch  ^z,  f — t+q  und  #f — d 
kleine  Grössen  sein,  von  welchen  man  wie  von  jenen  die  Quadrate  und 
Producte  übersehen  kann.  Entwickelt  man  daher  die  31;  in  Bezug  auf 
diese  Grössen .  und  zieht  die  32)  davon  ab,  so  ergiebt  sich : 
^z  cos  z  sin  a  —  a  sin  z  cos a  =  Y —  <+9^  cos  d  cos /—  d' —  d]  sin  d  siu  t 
^z  cos z  cos a  +  «  sin z  sin  a s  —  Y—  t+q\  cos d  sin  fp  sin  t 

—  i'd' —  d;  (sin  d  sin  y  cos  /  -4-  cos  d  cos  q 
-f-  [ff' —  fp    cos  d  cos  y  cos  ( -4-  sin  d  sin  r/ 
und  wenn  man  hieraus  ^z  eliminirt,  so  wird 
u  sin  2  =  —  Y —  i+g)  ^cos  /  cos  a  +  sin  /  sin  a  sin  (p)  cos  d 

+  (d' —  d)  ^sin  d  sin  /  cos  a  —  sin  d  cos  t  sin  a  sin  9;  —  cos  d  sin  a  cos  f 
"•"  V —  V;  v^^s  ^  ^ös  y  cos  t  +  sin  d  sin  y-^  sin  a 
Um  die  Coefficienten  dieser  Gleichung  zu  vereinfachen ,  führe  ich  den 
Winkel  am  Gegenstande  zwischen  demVertical-  und  dem  Declinations- 
kreise  ein,  und  nenne  ihn  6,  dann    giebt  das  Dreieck  zwischen   dem 
Gegenstande,  dem  Zcnith  und  dem  Pol  des  Aequators 

sin  €  cos //s=  sin  a  cos(p 
sin  6  sin  r/=sin  a  cos/  sin  q)  —  cosa  sin  i 
cos 6  =sin  a  sin  t  sin  tp  +  cosa  cos/ 

cos  z  =  cos  <p  cos  d  cos  /  +  sin  <f^  sin  (/ 

sin  a  cos  z  =  sin  /  cos  «  sin  d  +  cos  /  sin  6 

und  die  vorstehende  Gleichung  geht  dadurch  über  in 
r^sinz=  —  7' — l+q]  cos rf cos«  —  [d — d  sin 6  + dp' — <p)  sin/cosf  sind-f-cos/sin^ 

Unter  <ler  Annahme,  dass  «,  /i  und  y' — y  kleine  Grössen  sind,  geben 

die  Gleichungen    29^ 

fi  sin  (m — (j;  =  —  «  cos  if 

fi  cos  [m — fj]  =      (f — (p' 
Schreibt  man  nun  p  für  (f — (p\  und  setzt 

/' —  l+ij+p  tg  (/  sin  /  =  g 
d' —  d     +p  cos  /        =A 

g  cos  d        =),  sin  / 
h  =  A  cos  / 

so  wird  die  obige  Gleichung 

30  «  cos  r/      •      /•  . 

o  ussi.-T—i^  s\n  (1+6 


'U) 
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wo  u  für  —  a  cos  ip  geschrieben  ist.  Ist  hieraus  u  berechnet,  so  geben 
die  vorstehenden  Gleichungen 

^  sin  (m— y)  =  u\  ^^^^ 

/iCOs(m — ^)=spj 

Der  Quotient  aus  den  Gleichungen  (30)  giebt  zuerst 

colg  r  =  cotg  {m-q)  -  ,i  ^^^^^ 

und  hieraus  folgt 

m — y — q  =  —  /t  sin  y  Ig  y 

oder  da  m— 9  und  y  nur  um  eine  Grösse  erster  Ordnung  von  einander 

verschieden  sind, 

f]=q — u  ig(p (37) 

Durch  diese  Gleichungen  erhält  man  /i,  m  und  ?/,  nachdem  man  p  und  q 
durch  andere  Hulfsmittel  bestimmt  hat.  Diese  Auflösung  ist  identisch 
mit  derjenigen,  die  ich  in  meiner  früheren  Abhandlung  über  das  Ilelio- 
meter  gegeben  habe.  Sie  verlangt  nicht,  dass  man  am  Gegenstande  den 
Punkt  einstelle,  dessen  Stundenwinkel  und  Declination  t  und  d  sind,  son- 
dern gestattet  dafür  jeden  andern  demselben  nahe  liegenden,  in  dem- 
selben Vertikal  befindlichen  zu  wählen,  und  macht  also  eine  Erhebung 
oder  Senkung  des  Gegenstandes  durch  die  Strahlenbrechung  unschädlich. 
Sie  gestattet  femer  den  Gegenstand  in  jedem  beliebigen  Punkt  des  Ho- 
rizonts oder  der  Nähe  desselben  zu  wählen. 

Die  Auflösung,  die  Bessel  von  dieser  Aufgabe  gegeben  hat,  ist  par- 
liculär  und  nur  zur  Anwendung  geeignet,  wenn  der  Gegenstand  im  Me- 
ridian oder  in  der  Nähe  desselben  liegt.  Man  erhält  sie  aus  den  beiden 
Gleichungen  (33),  wenn  man  darin  ^z=0  macht,  und  {d — it)  eliminirt. 

Wenn  man  nur  eine  Einstellung  de$  Gegenstandes  in  der  einen  Lage 
des  Aequatoreals  gemacht  hat,  und  die  unmittelbar  dadurch  erhaltenen 
Ablesungen  /"  und  d"  nennt,  so  ist  zufolge  der  Gleichungen  (7) 

f'  s=  /" -I- 1  tg  {d"+  c)  +  k  sec  (d''-i-  c) 
d':=  d"+  c 

Hat  man  aber  den  Gegenstand  in  beiden  Lagen  des  Aequatoreals  ein- 
gestellt, und  in  der  zweiten  Lage  die  Ablesungen  /'"  und  d"'  erhalten, 
so  geben  die  Gleichungen  (1 3) 

d'=z90'>  —  i{d"'—d")\ •     ^     ' 

ohne  die  Kenntniss  von  i ,  k  und  c  voraus  zu  setzen . 

33* 


l    .    .    .    .    (38) 
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Wenn  man  fortwährend  einen  und  denselben  Gegenstand  für  die 
in  Rede  stehenden  Bestimmungen  anwendet,  so  kann  es  vortheilhaft 
werden ,  statt  des  Ausdrucks  (35)  fUr  u  einen  anzuwenden ,  welcher 
diese  Grösse  explicite  als  linearische  Function  von  t — /-I-7,  d' — d 
und  p  giebt.    Man  findet  leicht  aus  (34)  und  (35),  dass 

/oe»*\  COS  V  COS«  COS d /j'  -    .       \     .     COft(/>  8iD<  /  I«  JN     .     _  •  ^^«^ 

(35* j  u  =  — \-r^^ i^—^+q)  +     sin^     {d  —  d)  +  cos<)p sm a cot« z.p 

und  kann  sich  die  Coefficienten  dieser  drei  Glieder  ein  für  alle  Mal  be- 
rechnen. Man  sieht  aus  diesem  Ausdruck,  dass  der  Coefßcient  von  p 
Null  ist,  wenn  der  Gegenstand  im  Horizont  des  Aequatoreals  liegt,  und 
es  wird  daher,  wenn  dieses  nahe  der  Fall  ist,  die  Wirkung  von  p  auf  t/ 
unmerklich  sein. 

16. 

Ein  sicheres  Mitt^'l  zur  Auffindung  von  p  und  9,  und  der  etwa  im 
Laufe  der  Zeit  damit  vorgehenden  Veränderungen  besteht  darin,  dass  man 
an  der  Büchse  der  Stundenachse  zwei  Niveaus  befestigen  lässt,  wovon 
das  eine  von  Süden  nach  Norden,  und  das  andere  von  Osten  nach  Westen 
gerichtet  sein  muss.  Hat  man  einmal ,  während  man  /i ,  m  und  //  ver- 
mittelst einer  der  Methoden  der  Art.  11.  oder  12.  durch  cölestische  Be- 
obachtungen bestimmte,  diese  beiden  Niveaus  zugleich  abgelesen,  so 
giebt  eine  spätere  Aenderung  der  Blasen  derselben  die  Aenderungen  an, 
die  p  und  q  erlitten  haben,  und  sollte  man  Aenderungen  in  der  relativen 
Lage  dieser  Niveaus  und  der  Büchse  der  Stundenachse  befürchten ,  so 
kann  man  der  nachtheiligen  Wirkung  derselben  dadurch  vorbeugen,  dass 
man  von  Zeit  zu  Zeit  die  Bestimmung  durch  cölestische  Beobachtungen 
wiederholt. 

Ich  nehme  an,  dass  wie  gewöhnlich  die  Bezifferung  der  Scalen 
des  Niveaus  von  der  Mitte  nach  beiden  Enden  hin  wuchst,  und  dass  man 
bei  der  Bestimmung  von  // ,  m  und  //  durch  cölestische  Beobachtungen 
an  denselben  die  Zahlenangaben  A'^,  S^,  0^,  W^  abgelesen  habe,  wo 
die  gewühlten  Buchst<iben  die  Richtung  der  Weltgegenden  bezeichnen, 
nach  welchen  die  Ablesungen  statt  gefunden  haben.  Die  Werthe  von 
/i,  m,  ?y,  p  und  7,  die  man  durch  dieses  Verfahren  erhalt,  will  ich  mit 
A'o'  ^0'  ^/o'  Po  ^^^  9o  hezeichnen,  und  es  ist  also  zufolge  der  Glei- 
chungen (36)  und  37 ;,  wenn  man  die  Glieder  zweiter  Ordnung  übergelit, 
(40^  i;>o=/^cos(f/i,  — i^J 
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Wenn  man  nun  zu  irgend  einer  andern  Zeit  an  diesen  Niveaus  die 
Zahlen  iV,  S,  0,  W  abgelesen  hat,  so  ist  klar,  dass  die  Differenz  S — S^ 
der  Differenz  p — p^,  und  die  mit  sec  q>  multiplicirte  Differenz  0 — 0^ 
der  Differenz  q — q^  proportional  ist.  Denn  die  Veränderung  der  Grösse  q 
bezeichnet  eine  Drehung  des  Aequatoreals  um  die  Stundenaehse,  und 
wird  daher  durch  das  von  Ost  nach  West  gerichtete  Niveau  nicht  un- 
mittelbar, sondern  im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Halbmessers  des 
Parallels,  welcher  durch  das  Zenith  geht,  zum  Halbmesser  des  Aequators 
angegeben.  Wenn  daher  die  Werthe  der  Scalentheile  der  beiden  Niveaus 
mit  8  und  8  bezeichnet  werden ,  so  ist 

(S—So)s=p—p^ 

{0— 0^)8  sec  q>  =  q—qQ 
und  die  Ablesungen  an  den  andern  Enden  dieser  Niveaus  geben  auf 
gleiche  Weise  {N^  —  N)  s  ^zp-^p^ 

( Wo —  ^)  ^  sec  q>  =  q — q^ 
aus  welchen  Gleichungen,  um  die  Veränderungen  in  den  Längen  der 
Niveaublasen  zu  eliminiren,   das  Mittel   genommen  werden  muss.    Es 
wird  daher  Überhaupt 

„O.W   .  1 (") 


nachdem  ein  für  alle  Mal 

2 


P  =  Po-'-^s 


Q=q^-9o^s'secip 

berechnet  worden  ist.  Hat  man  nun  zu  irgend  einer  Zeit  den  bekannten 
terrestrischen  Gegenstand  eingestellt,  die  beiden  Kreise  des  Aequatoreals 
und  die  beiden  Niveaus  abgelesen,  so  geben  die  (41)  p  und  q,  und 
hierauf  erhält  man  aus  (34) ,  (35),  (36)  und  (37),  oder  aus  (35*),  (36) 
und  (37)  /i,  m  und  fj. 

17. 

Man  kann  auch  durch  Anwendung  eines  Collimators  und  ohne  Zu- 
ziehung von  c^lestischeu  Beobachtungen  p^  und  q^  bestimmen.  Man  muss 
zu  dem  Ende  den  Collimator  nach  und  nach  nördlich,  sltdlich,  östlich 
und  westlich  vom  Aequatoreal  aufstellen.  Wenn  man  diese  Aufgabe  in 
der  Voraussetzung  lösen  will,  dass  der  auf  eine  unveränderte,  nahe  90® 
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betragende,  übrigens  unbekannte  Zenithdistanz  zeigende  Collimator  in 
diesen  vier  Aurstellungen  unter  beliebigen,  aber  unbekannten  AzimnÜien 
aufgestellt  worden  sei,  so  sind  es  überhaupt  die  Gleichungen  (31),  aas 
welchen  die  Auflösung  entwickelt  werden  muss ;  da  ich  aber  hier  an- 
nehmen werde,  dass  derselbe  nahe  in  den  oben  bezeichneten  Cardinai- 
punkten  des  Horizonts  aufgestellt  werde,  so  reicht  man  mit  der  dritten 
(31),  nämlich  mit 

cos  z  =s  cos  d'cos  (p  cos  (^+  q)  +  sin  d'  sin  q> 

aus.  Sei  der  Collimator  nun  erstlich  einmal  nahe  im  Nordpunkt,  und  ein- 
mal nahe  im  Südpunkt  aufgestellt  worden,  so  giebt  diese  Gleichung  zu 
erkennen,  dass  die  Ablesungen  am  Stundenkreise  nur  eine  kleine  Grösse 
zweiter  Ordnung  im  Resultat  hervorbringen  können ,  und  dass  dieses 
selbst  dann  noch  statt  findet,  wenn  man  bei  der  zweiten  Aufstellung  das 
Aequatoreal  ein  Weniges  um  die  Achse  des  Stundenkreises  hat  bewegen 
müssen,  um  das  Fadenkreuz  des  Coliimators  einstellen  zu  können.  Wir 
können  also  hiebei  von  den  Angaben  des  Stundenkreises  ganz  absehen. 
Ich  nehme  nun  an,  dass  bei  beiden  Einstellungen  der  Stundenkreis 
Null,  oder  wenigstens  nahe  Null  gezeigt  habe,  dass  man  also  das  Fem- 
rohr des  Aequaloreals  von  Süden  nach  Norden  oder  entgegengesetzt 
bewegt  habe,  ohne  eine  andere,  wie  höchstens  eine  kleine,  Drehung 
um  die  Stundenachse  vorzunehmen ,  dann  kann  für  beide  Einstellungen 
cos  (/'-i-7)= -1-1  gesetzt  werden,  und  die  obige  Gleichung  giebt 

cos  d^  cos  (f'+  sin  d^  sin  (p'=  cos  d^  cos  g)'-|-  sin  d^  sin  q' 

wo  d^  und  d^  die  von  der  Collimation  c  befreiten  Ablesungen  am  De- 
clinationskreise  sind.  Zufolge  der  oben  verlangten  Bezifferung  des  De- 
clinationskreises  wird  die  eine  dieser  Ablesungen  im  zweiten  Quadranten 
liegen,  und  die  andere  eine  negative,  zwischen  0  und  — 90*  liegende, 
Zahl  sein,  und  deshalb  habe  ich  die  Indices  2  und  4  gewählt,  um  sie 
zu  bezeichnen.  Unter  diesen  Umstünden  giebt  die  vorstehende  Gleichung 

(43) <p-=i(d,  +  d^) 

Wählt  man  die  andere  Lage  des  Aequatoreals  für  diese  Einstellungen, 
in  welcher  also  cos  (/'-§-(/)  =s  — 1  gesetzt  werden  muss,  und  bezeichnet 
man  aus  demselben  Grunde  wie  oben  die  dadurch  erhaltenen,  von  der 
Collimation  befreiten  Ablesungen  am  Declinationskreise  mit  d^  und  d^, 
so  giebt  dieselbe  Gleichung  : 

(44) (p'=180^  — Kcij-hd,; 
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Wendel  man  beide  Arten  dieser  Bestimmung  an ,  und  nimmt  aus 
(43)  und  (44)  das  arithmetische  Mittel,  so  findet  man  leicht,  dass  dieses 
von  der  CoHimation  des  Declinationskreises  unabhängig  ist.  Hat  man 
nun  auf  diese  Art  ff  gefunden,  so  erhält  man  durch  Zuziehung  der  be- 
kannten Polhöhe  des  Beobachtungsortes 

und  die  gleichzeitig  vorgenommene  Ablesung  des  von  Süden  nach  Nor- 
den gerichteten  Niveaus  giebt  N^  und  S^.  Hiemit  hat  man  die  Data  für 
die  erste  der  Gleichungen  (42)  erlangt. 


18. 

Man  stelle  ausserdem  den  Collimator  einmal  nahe  im  Ostpunkt,  und 
einmal  nahe  im  Westpunkt  auf,  und  nenne  die  dabei  erlangten,  und  durch 
die  Ausdrücke  (7)  von  der  Wirkung  von  i,  k  und  c  befreiten  Ablesungen 
^  >  ^1  >  ^  >  ^ '  dsinn  giebt  die  im  vor.  Art.  angewandte  Gleichung 
cos  r/j  cos  (p'  cos  (fj-f-  q^  +  sin  d^  sin  y'=  cos  d,  cos  q>  cos  (/,-§-  q^  +  sin  d^  sin  y 
Ich  nehme  nun  an,  dass  bei  diesen  beiden  Einstellungen  der  Stunden- 
krois  nahe  90^  gezeigt  hat,  dann  wird  der  Declinalionskreis  das  eine  Mal 
nahe  0,  und  das  andere  Mal  nahe  I80<>  gezeigt  haben.  Entwickelt  mau 
unter  diesen  Voraussetzungen  die  vorstehende  Gleichung,  und  bleibt  bei 
den  Grössen  erster  Ordnung  stehen,  so  bekommt  man 

q^=Q0^-i(t^+t^-j^{i80o-d,-d,)igip'  .  .  (46) 
Hat  man  diese  Einstellungen  in  der  andern  Lage  des  Aequatoreals 
gemacht,  in  welcher  der  Stundenkreis  beide  Male  nahe  270^  zeigt,  und 
nennt  die  jetzt  erhaltenen,  auch  von  der  Einwirkung  von  i,  k  und  c  be- 
freiten, Ablesungen  (^,  cf, ,  i'^,  d'^,  so  bekommt  man  eben  so 

</„=27o«-i(<;-i.g-i-i(i80'>-rf,-d;)ig<p'    .    .    (47) 

Das  von  Osten  nachWesten  gerichtete  Niveau  giebt  zugleich  O^undW^,, 
und  somit  hat  man  die  Data  für  die  zweite  Gleichung  (42)  erlangt. 

Wenn  das  Aequatoreal  um  eine  verticale  Achse  drehbar  ist,  so 
können  die  eben  erklärten  Ermittelungen  von  p^  und  g^  ohne  Collimator, 
blos  durch  Hülfe  Eines  terrestrischen  Gegenstandes  ausgeführt  werden. 
Man  braucht  nur,  indem  man  sonst  nichts  am  Aequatoreal  ändert,  das- 
selbe vor  jeder  der  vier  Einstellungen  so  um  die  verticale  Achse  tu 
drehen,  dass  der  terrestrische  Gegenstand  in  Bezug  auf  die  Stunden- 
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achse  desselben  nach  und  nach  nördlich ,  südlich ,  östlich  und  ^vestlich 
wird.  Die  hieranr  durch  die  Ausdrucke  (43)  bis  (47)  erhaltenen  Werthe 
von  p^  und  q^  gelten  für  den  verticalen  Stand  der  genannten  Achse,  ni- 
vellirt  man  diese  daher  durch  die  beiden  Niveaus ,  so  bekommt  man  die 
Grössen  N^,  S^,  0^,  W^,  die  jetzt  diejenigen  Angaben  der  Niveaus  be- 
deuten, die  statt  finden,  wenn  die  verticale  Achse  wirklich  vertical  steht. 


19. 

Es  giebt  noch  ein  anderes ,  einfaches  und  sicheres  Mittel  um  q  zu 
finden,  und  dieses  besteht  in  der  Nivellirung  der  Declinationsachse.  Es 
ist  nämlich  durch  Art.  13.  klar,  dass  wenn  t=0,  und  die  Declinations- 
achse horizontal  ist,  der  Stundenkreis  360® — q  zeigen  muss.  Ich  will 
daher  jetzt  annehmen,  dass  das  Aequatoreal  so  eingerichtet  sei,  dass 
man  durch  ein  an  die  Zapfen  der  Declinationsachse  aufzuhängendes,  oder 
darauf  aufzustellendes  Niveau  dieselbe  so  nivolliren  könne,  wie  man  die 
Achse  eines  Passageninstruments  oder  eines  Meridiankreises  nivellirt. 

Sei  das  westliche  Ende  der  Declinationsachse  dasjenige,  welches  mit 
der  nach  Norden  gerichteten  Verlängerung  der  Stundenachse  den  Winkel 
90*+t  macht,  und  habe  man  durch  Hülfe  des  genannten  Niveaus  die 
Neigung  der  Declinationsachse  gegen  den  Horizont  n  Secunden  gefunden, 
und  zwar  n  positiv  genommen,  wenn  das  westliche  Ende  der  Decli- 
nationsachse das  höhere  ist,  sei  ferner  in  dieser  Lage  derselben  die  Ab- 
lesung am  Stundenkreise  q\  so  ist  das  Dreieck  zwischen  dem  Zenith,  dem 
Pol  des  Aequatoreais  und  dem  westlichen  Ende  der  Declinationsachse 
zu  betrachten.  In  diesem  sind  die  Seiten  90® — (p\  90®-i-t  und  90® — n, 
und  der  Winkel  am  Pole  ist  90®-i-qf'-i-g,  es  wird  also 

—  sin  n  =  sin  (p'siu  i  -i-  cos  q>'  cos  i  sin  (qf'-i-  q) 

und  hieraus  folgt 

(48) — q:=q'hn  secq)'+i  ig(p' 

woraus  q  zu  jeder  Zeit  einfach  und  sicher  bestimmt  werden  kann.  Man 
kann  ausserdem  noch  immer  p  durch  das  von  Norden  nach  Süden  ge- 
richtete, und  an  der  Büchse  der  Stundenachse  befestigte,  Niveau  so  be- 
stimmen, wie  im  Vorhergehenden  gezeigt  worden  ist,  und  a  durch  den 
bekannten ,  terrestrischen  Gegenstand ,  worauf  man  wieder  /u ,  m  und  fj 
durch  die  Methode  des  Art.  15.  erhält. 
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20. 


Ich  fuge  hier  hinzu,  dass  man  auch  mit  einem  gut  gebauten  Aequa- 
toreal  die  Zeit  bestimmen  kann,  und  zwar  am  Einfachsten  nachdem  man 
<lurch  die  eben  entwickelte  Methode  q  ermittelt  hat.  Ich  rede  hier  nicht 
davon ,  dass  man  hierauf  das  Aequatoreal  wie  ein  Passageninstrument 
behandeln  kann,  weil  ich  weiter  unten  darauf  zurück  kommen  werde, 
aber  wenn  die  Theilung  des  Stundenkreises  hinreichend  fein  und  genau 
ist,  so  kann  man,  indem  man  die  Drehbarkeit  des  Aequatoreals  um  die 
Stundenachse  mit  anwendet,  in  kurzer  Zeit  die  Durchgänge  mehrerer  Fun- 
damentalsterne,  die  nicht  allzufern  vom  Aequator  sind,  beobachten,  wobei 
man  jedes  Mal  den  Stundenkreis  und  wenigstens  bei  Einem  dieser  Sterne 
auch  den  Declinationskreis  ablesen  muss.  Man  wählt  am  Vortheilhaftesten 
diese  Sterne  so,  dass  man  sie  nicht  allzuweit  vom  Meridian  beobachten 
kann.  Hierauf  oder  zwischen  jenen  Beobachtungen  muss  man  einen  pas- 
senden, vom  Pol  nicht  allzu  entfernten  Stern  beobachten,  und  wieder  beide 
Kreise  ablesen,  worauf  man  durch  die  Methoden  des  Art.  12.  /^undm  er- 
hält, die  dort  unabhängig  vom  Stande  der  Uhr  gefunden  werden.  Aus  /i,  m 
und  q  erhält  man  hierauf  die  Collimation  des  Stundenkreises  durch  (37), 
nämlich  ^  =  9  —  /^  sin  (m — q)  tg  rp 

xNennt  man  nun  a  die  gerade  Aufsteigung  irgend  eines  der  beobachteten 
Sterne,  T  die  Uhrzeit  der  Beobachtung  und  A  T  die  Correction  der  Uhr 
gegen  Sternzeit,  dann  ergiebt  sich  aus  (25)  für  jeden  beobachteten  Stern 

A T=  a - T-h tV  (T-h  1?)  +  tV /^  tg  *' sin  (r -h m) 
welche  den  Stand  der  Uhr  giebt. 


21. 

Wenn  man  q  durch  die  Methoden  der  Art.  18.  oder  19.  bestimmt 
hat,  und  übrigens,  wie  sonst  hier  vorausgesetzt  wird,  den  Uhrstand  kennt, 
so  kann  man  auch  /i,  m  und  tj  durch  einmalige  Beobachtung  Eines  Sterns 
finden.  Die  Gleichung  (37)  giebt 

fj:=:q  —  fi  sin  {m—q)  t^(p (49) 

und  substituirt  man  diesen  Werth  von  ?/  in  die  Ausdrücke  (3),  so  er- 
hält man  daraus  leicht 
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f  /*  ein  (^'^nt\  —  (r  -  t'-  g)  -  (cf  -  cT J  tg  y.  sin  (r^-i-  g) 

(50  J  ^  ^'"  (r  +  m)  = —---—^- 

1^1.  cos(T  +  m)  =  ((J— d') 

woraus,  da  t  bekannt  ist,  /i  und  m  folgen,  worauf  i/  durch  (49)  erhalten 
wird.  Die  (50)  zeigen,  dass  man  sich  zu  dieser  Bestimmung  weder  eines 
Sterns  bedienen  darf,  welcher  dem  Zenith,  noch  eines  welcher  dem  Ho- 
rizont und  dem  ersten  Vertical  nahe  ist,  da  in  diesen  Fftllen  der  Nenner 
der  ersten  derselben  klein  wird. 

22. 

Bis  jetzt  habe  ich  die  wegen  der  Aufstellung  des  Aequatoreals  er- 
forderlichen Reductionen  der  Beobachtungen  von  /i,  m  und  tj  abhängig 
gemacht,  allein  man  kann  sie  auch  unmittelbar  von  a,  p  und  q  abhängig 
machen.  Um  die  hieraus  entstehenden  Ausdrücke  möglichst  einfach  zu 
machen  werde  ich  indess  nicht  «  und  p  selbst,  sondern  zwei  andere 
damit  in  enger  Verbindung  stehende  Constanten  einfuhren.  Im  Art.  15. 
wurde  schon  u=  — «  cos  (p  gesetzt,  setzt  man  nun  hier 

(5^)  |w=      u  cos q+p  sin  q 

]p=s — usinq+pcosq 
so  wird  zufolge  der  (36)  /u  sin  m  =  u',  fi  cosm  =  ;)',  und  substituirt  man 
diese  sowohl  wie  (37)  in  die  (3),  so  ergiebt  sich 

,M .  #\  J  ^  =  ^'"•"  (?— *'  *«  9^)  +  JP'  •«  *'  sin  t'+  u  tg  d' cos  r 

yo  =  d'^p  CQsr — usmr 

die  man,  wenn  «,  p  und  q  im  Voraus  ermittelt  worden  sind,  auch  zur 
Reduction  der  Beobachtungen  anwenden  kann,  allein  wenn  viele  Be- 
obachtungen zu  reduciren  sind,  so  scheint  es  vortheilhafler  durch  die 
Methode  dos  Art.  15.  /f ,  m  und  q  aus  m,  p  und  q  zu  berechnen,  und 
darauf  die  Ausdrücke  (3)  zur  Reduction  derselben  anzuwenden. 

Die  vorstehenden  Gleichungen  können  übrigens,  wenn  man  die  ahn- 
lichen, welche  die  Beobachtung  eines  zweiten  Sterns  hefert.  mit  an- 
wendet, dienen  um  u,  p  und  q — u  tg  qp,  das  ist  i^,  unmittelbar  aus  cö- 
lestischen  Beobachtungen  zu  tinden.  Nennt  man ,  wie  in  den  Artt.  1 1 . 
und  12.  ftlr  den  zweiten  Stern  die  analogen  Grössen  t,  d,  t\  d\  so  be- 
kommt man  der  ersten  Methode  des  Art.  1 2.  analog 

/ (J-<r)  cost'^  jd^d)  cos  T 

(62) /'~  ''""^''"'^ 

P  ~  sin  («'-  O 
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worauf  fi  aus  einer  der  beiden  folgeodeu  faervorgeht 

fj  =  (t — t)  — ptgd'  sin  T  —  u  tg  *'  cos  r 
=  (/  —  t')  — p  tg  d*  sin  t' —  u  (g  d'  cos  /' 
Der  zweiten  Methode  des  Art.  12.  analog  ergiebt  sich 


,_  j(T-O-(«-0}{cosT'-co8«'}-.|((r-<r)-(d-d')|{tg<^8lnT'-lg(r8ln«'| 


8(»g«r+lgd')«ln'i(r'-»') 


,  {(T-O-«- 


0j{»»n  »'-sin  t'\  +  \{8-r)  -  (<l-<r){{lg(rco8T'-  tg(rco8«'}  j 


(53) 


und  .^i  wird  wieder  aus  den  obigen  Ausdrücken  berechnet.  Hat  man 
statt  der  einmaligen  Beobachtung  zweier  Sterne  Einen  Stern  zwei  Mal 
beobachtet,  so  ändern  sich  die  vorstehenden  Ausdrücke  in  folgende  ab: 

._  {(cr-<r)~(d~(r)jcosiy-t-f)-h|(r-TV(t-o}cotgt(d'H-cr)8iDiyH-TY 

'^  2  8in|(('-T')  ; 

Hat  man  im  Voraus  q  durch  eine  der  Methoden  der  Artt.  18.  oder  19. 
bestimmt,  so  bekommt  man  u  und  p' durch  die  Beobachtung  Eines  Sterns 
aus  den  folgenden  Ausdrücken 


;        [t  —  T^q)  C08  t'—  (cf — cf)  j tg  (T  810  T  +  tg  qr  8in  9 j 


,  (t— t'— g)  8lnT'+  (<f  — (r)|lgcrC08f— lg<p  C08g|   [ 

tgcT-^tg^cos  (t-i-9)  i 


(64) 


Igcf'— Igy  C08(f+9) 

(T  -  t'-  g)  8ir 

und  t;  muss  aus  der  folgenden  berechnet  werden, 

^:»5f  — w  tg  9)=c5f  —  ti'tg^)  cos^+f'tg  9  sin^    .    .    (54*) 
die  leicht  aus  (51*)  hervorgehen. 

Alle  Ausdrücke  dieses  Artikels  sind  aber  mehr  zusammengesetzt, 
wie  die  der  Artt.  12.  und  21.,  weshalb  sie  sich  weniger  zur  Anwendung 
eignen  wie  diese. 


§.  in. 

Anwendung  und  Bestimmung  des  dritten  Systems  von  Reductions- 

elementen. 

23. 

Im  Vorhergehenden  sind  zwei  Systeme  von  Reductionselementeo 
eingeführt  worden,  nämlich  einestheils  /i,  m,  ;^,  t,  fc,  c  und  andemtheiis 
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as  f ,  q,  i,  k,  c,  es  lässt  sich  aber  noch  ein  drittes  System  eiDführen, 
welches  in  vielen  Folien  mit  Nutzen  angewandt  werden  kann ;  dieses 
will  ich  jetzt  entwickeln. 

Verbindet  man  das  in  dieser  Abhandlung  stets  angewandte  Ende  der 
Declinationsachse  und  den  Pol  des  Aequators  mit  einem  Bogen  grösslen 
Kreises,  nennt  die  Länge  desselben  90^+A,  und  den  Stunden winkel, 
unter  welchem  er  liegt,  90^-1-0,  so  entsteht  zwischen!  diesem  Ende  der 
Dc(*linationsachse,  dem  Pol  des  Aequators  und  dem  des  Aequatoreals  ein 
neues  sphärisches  Dreieck,  in  welchem  die  Seiten  90^-i-A,  90^-1-»  und  u 
sind,  und  den  beiden  erstgenannten  dieser  bez.  die  Winkel  90®  +  T'-4-m 
und  90 <> — 0 — y  gegenüber  liegen.  Dieses  Dreieck  giebt  die  Gleichungen 

/  cos  A  cos  (ö+y)  =  cos  i  cos  (r'-l-  m) 
(55)    .    I  cos A  sin  (ö+y)  =  cos  i  cos/t  sin  (r'-l-m)  — sin  i  sin  /e 
\  sin  A  =  cos  %  sin  /^  sin  (r '+  m)  -i-  sin  i  cos  ^ 

welche  A  und  0  bestimmen.    Nennt  man  den  dritten  Winkel  in  diesem 

Dreieck  A»  so  erhält  man 

,     .        (  cos  A  sin  A=      sin  /i  cos  (t"-i-  m) 

(  cos  A  cos  A  =  —  sin  ^  sin  i  sin  (t"-i-  m)  -i-  cos  ^  cos  t 

woraus  A  hervorgeht.  Ich  füge  diesem  hinzu,  dass  A  und  A  immer 
zwischen  den  Grenzen  ±90^  bestimmt  werden  müssen,  und  dass  dem 
zufolge  ö-l-y  und  r"-|-m  immer  zugleich  entweder  im  ersten  und  vierten, 
oder  im  zweiten  und  dritten  Quadranten  liegen. 

Durch  denselben  Bogen  90^-i-A haben  wir  zwischen  dem  genannten 
Ende  der  Declinationsachse,  dem  Pol  des  Aequators  und  dem  Punkt  S 
der  Kugeloberfläche  ein  zweites,  neues  sphärisches  Dreieck  erhalten,  in 
welchem  die  Seilen  90»— ä,  90»—^^  und  90»-|-A  sind,  und  den  beiden 
erstgenannten  die  Winkel  90®-i-Ö — r  und  90»  —  c — d" — A  gegenüber 
liegen.    Hiemit  ergiebt  sich  also 

!cos  d  cos  (r— p  0)  =  cos  k  cos  {d"+  c  -l-  A ) 
cos(J  sin  (t — Ö)  =  cos  k  sin  A  sin  (d"-|-  c-i- A)  +  sin  k  cosA 
sin  d  =  cos  k  cos  A  sin  {d'"+  c  -I-  A)  —  sin  Ä  sin  A 

wodurch  t  und  fi  bestimmt  werden. 

Man  kann  hiedurch  auch  die  Summe  der  in  den  Artl.  3.  und  5. 
eingeführten  Winkel  tt  und  n'  bestimmen,  denn  man  findet  leicht,  dass 
der  dritte  Winkel  in  dem  zuletzt  angewandten  Dreieck  90»-l-7r-|-7r'  ist. 
Es  wird  also 
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cos  d  cos  (n+n)  =  cos  A  cos  (^'-f-  c  -f-  A )  1 

/  //  >  (581 

cos  d  sin  (tt+tt')  =  cos A  sin  k  sin  {d"+  c  +  A)  -|- sin  A  cos  k\   ^     ^ 

welche  n+n  geben.  Auf  diese  Art  wird  die  Reduction  der  Beobach- 
tungen durch  Hülfe  der  vier  Reductionselemenle  A,  ö,  c  +  A  und  k  aus- 
geführt, welche  unveröndert  bleiben,  so  lange  der  Stundenkreis  unver- 
ändert stehen  bleibt,  und  auf  die  Angabe  r"  zeigt,  wovon  aber  die  drei 
ersten  sich  mit  r"  andern.  Man  erkennt  leicht  die  Analogie  zwischen 
diesen  Reductionselementen  und  den  beim  Gebrauch  des  Passagen- 
instruments oder  des  Meridiankreises  vorkommenden.  Es  ist  nümlich 
ohne  Rücksicht  auf  das  algebraische  Zeichen  A  die  kleinste  Entfernung 
des  Pols  des  Aequators  von  dem  Kreise,  den  die  auf  der  Declinations- 
achse  senkrecht  stehende  Absehenslinie  bei  einer  Drehung  des  Fernrohrs 
um  diese  Achse  auf  der  Kugeloberfläche  beschreibt,  0  ist  der  Stunden- 
winkel ,  unter  welchem  dieser  Kreis  den  Aequator  schneidet,  und  k  ist 
die  Collimation  der  Absehenslinic.  Das  Reductionselement  e  + A  kann 
mit  der  Collimation  des  Kreises  am  Meridiankreise  gegen  den  Aequator 
oder  den  Pol  desselben  verglichen  werden. 

Die  Gleichungen  (55)  und  (56)  geben  die  Reductionselemente  A,  ö 
und  A  strenge  aus  /i,  m  und  y,  will  man  dieselben  strenge  aus  «,  (p'  und  q 
ableiten,  so  muss  man  erst  durch  Anwendung  von  (29)  und  (30)  //,  m 
und  y  aus  diesen  ableiten  und  dann  sich  der  (55)  und  (56)  bedienen. 
Es  folgen  aus  denselben  leicht  die  entgegengesetzten  Gleichungen,  welche 
/Li ,  m  und  y  aus  A,  0  und  A  geben,  die  ich  aber  hier  weglasse. 

Da  d  überhaupt  90 <*  nicht  übersteigen  kann,  so  folgt  aus  den  (57), 

dass  bei  irgend  einer  Angabe  r"  des  Stundenkreises  kein  Stern  in  die 

Absehenslinie  gelangen  kann ,  dessen  Declination  grösser  ist  wie 

90o_feq:A 

wo  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  A  positiv,  und  das  untere,  wenn  A  ne- 
gativ ist.  Es  folgt  ferner,  dass  für  dieses  Maximum  der  Declination,  die 
in  dieser  Stellung  des  Stundenkreises  beobachtet  werden  kann, 

T— 0  =  90»  oder  =270» 
ist,  jenachdem  A  positiv  oder  negativ  ist.  Jeder  Stern,  dessen  Declination 
kleiner  wie   dieses  Maximum  ist,  gelangt  täglich  zwei  Mal  in  die  Ab- 
sehenslinie, und  für  den  einen  dieser  Durchgänge  ist 

r— ö<90»  oder  bez.  270« 
für  den  andern  hingegen  ist 

T— ö>90o  oder  bez.  270» 
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für  den  einen  Durchgang  ist  ferner 

und  für  den  andern 

Man  sieht  hieraus,  dass  sehr  wohl  für  beide  Durchgänge  d"-^  c  enl 
weder  gi*össer  oder  kleiner  wie  90®  sein  kann. 


24. 

Wenn  ^  so  klein  ist,  dass  man  sin  /is:^  und  cos  /i=sl  setzen  darf, 
so  erhält  man  folgende  genäherte  Ausdrücke  aus  den  vorhergehenden 
strengen.    Die  (55)  und  (56)  geben 

k  =  »  +  ^  sin  (t'+  m) 
A  =  i^  cos(T''+m) 
wo  f]  wieder  die  Collimation  des  Stundenkreises  bedeutet,  und  also 

ist,  und  aus  den  (57)  erhält  man 

deren  Identität  mit  den  (3)  und  (7)  leicht  zu  erkennen  ist,  die  aber  eine 
andere  äussere  Form  haben.   Aus  (58)  bekommt  man  ferner 

(61)  .      .      .     n  +  n=Xsec(d"+c)  +  kig{d"+c) 
welche  mit  der  Summe  aus  (5)  und  (10)  übereinstimmt. 

Wenn  ausser  t  die  Reductionselemenlc  fi,  m  und  tj  gegeben  sind. 
so  erhält  man  0,  A  und  A  durch  die  (59),  wenn  im  Gegentheil  für  irgend 
einen  Werth  von  r'die  Keductionselemente  i,  ö,  A  und  A  gegeben  sind, 
so  bekommt  man  t] ,  /i  und  m  aus  den  folgenden 

/  fj  =  e—T 

(62)  .     .     •     .     .      sV  sin  (t"+ m)  Ä  A— i 

( fi  cos  (t"+  m)  =  A 
worauf  man  durch  die  (59)  zu  den  Werthen  von  6,  A  und  A  übergehen 
kann,  die  irgend  einem  andern  Werthe  von  r"  zukommen.  Man  kann  aber 
auch  bei  diesem  Uebergange  die  Berechnung  von  ^,  m  und  tj  vermeiden. 
Nehmen  wir  an,  dass  zur  Ablesung  rj  am  Slundenkreise  die  Reduclions- 
elemente  0^,  A^  und  Ai  gehören,  so  erhält  man  aus  den  vorstehenden 
Gleichungen  leicht 
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A,  =»  +  A  sin(T;'— t")  +  (A— »)co8(t;[— t")!     .     .     (63) 
A,=       A  cos  (tJ— t")  —  (k—i)  sin  (tJ— 0 ) 
welche  0^,  A,  und  At  unmittelbar  aus  0,  A  und  A  geben.   Will  man 
a,  p  und  q  statt  ft,  m  und  ^  aus  X,  6  und  A  ableiten,  so  bekommt  man 
leicht  aus  der  Verbindung  von  (62)  mit  (36)  und  (37) 

_^  A  sing—  (il~t)  coseJj 


a 

cos  ff) 


p=A  cosö  +  (A— i)  sinöf (^*) 

5^  =  0 — t" — a  sin  9  j 

und  liieraus  bekommt  man  sogleich  die  Ausdrücke,  welche  die  entgegen- 
gesetzte Aufgabe  lösen,  nämlich 

0  ^=  r"+  q  +  a  sin  ^  \ 

A  =i  —  ce  cos^)  cosd+p  sin  0>     .     .     ,     .     (65) 

^=        a  cos(p  sin  ö+p  cos  6/ 
welche    ö,  A  und  A   für  irgend  einen  Werth  von  r"  geben,  nachdem 
« ,  p  und  q  auf  irgend  eine  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Arien 
gefunden  worden  sind. 

25. 

Wenn  fi  grösser  ist,  als  dass  die  Annahme  sin  /i=s/t  und  cos  /i  =1 
zulässig  wäre,  so  folgen  dennoch  durch  Anwendung  der  eben  eingeführten 
Reductionselemente  einfache  Formeln  für  die  Reduction  der  Beobach- 
tungen am  Aequatoreal.  Nehmen  wir  immer  noch  an ,  dass  i  und  k  klein 
seien,  so  bekommen  wir  aus  (55)  und  (56)  zur  Bestimmung  von  0,  A  und  A 
die  folgenden  einfachen  Formeln  : 
tg  (ö+y)  =  cos  /i  tg  [t+  m)  —  ri  sin  /i  sec  (t"+  m)  \ 

sin  A  =  sin  /i  sin  (t '+  m)+ri  cos  fi  \    (66) 

tg  A=  tg  jti  cos  (t'+  m)  -i-n  tg*^  cos  {t+  m)  sin  {r+m)) 

die  in  Bezug  auf /t  strenge  sind,  und  wo  r=^^^^^^.>  gesetzt  werden  darf. 
Aus  den  (57)  ergiebt  sich  ferner 
lg  (r— ö)  =  sin  A  tg  (d"+  c  -|-  A)  +  »'*  cos  A  sec  (*"+  c  +  A) 

die  den  (8)  analog  sind,  und  in  deren  zweiter  das  vorletzte  Glied  der 
Correction  entspricht,  die  man  an  den  Beobachtungen  an  Meridian- 
instrumenten wegen  der  Krümmung  der  Bahn  der  Sterne  im  Felde  des 
Fernrohrs  anzubringen  pflegt. 


(67) 
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Die  erste  Gleichung  (67)  ist  in  Bezug  auf  A  und  A  strenge,  aber 
die  zweite  berücksichtigt  von  A  keine  höheren  Potenzen  wie  das  Quadrat, 
und  es  kann  sich  daher  ereignen,  dass  sie  fUr  extreme  Falle,  nämlich  für 
die,  wo  bei  einem  grossen  Werth  von  A  der  beobachtete  Stern  während 
der  Beobachtung  dem  Pol  des  Aequatoreals  sehr  nahe  war,  nicht  die  ge- 
wltnschte  Genauigkeit  giebt.  Für  diesen  Fall  zieht  man  aber  aus  den  (57) 
die  folgenden 

icos  d  cos  (r — ö)  =  cos  {d"+  c  -|-  A) 
cos  d  sin  (r— Ö)  =  sin  A  sin  {d"+  c  -h  A)  +  ^*  cos  A 
sin  d  =  cos  A  sin  (*"-|-  c  -i-  A)  —  ''^  sin  A 

die  d  und  r  stets  mit  aller  möglichen  Sicherheit  geben,  weil  der  Pol  des 
Aequatoreals  in  denselben  umgangen  ist.  Die  Gleichungen  (66)  und  (68) 
sind  die,  worauf  sich  die  am  Ende  des  Art.  4.  befindliche  Bemerkung 
bezieht. 


26. 


Durch  Beobachtung  von  zwei  Sternen  bei  unverändert  gelassener 
Ablesung  am  Stundenkreise  kann  man  vermittelst  der  Gleichungen  (57) 
A,  0,  c  +  A  UD<1  ^  bestimmen.  Da  aber  <Iabei  die  Bestimmung  von  k 
gemeiniglich  nur  unsicher  ausPallt,  so  will  ich  diese  Aufgabe  nicht  ausr 
fuhren,  sondern  k  durch  eine  der  Methoden  der  Artt.  9.  und  10.  als 
gegeben  betrachten.  Es  sind  also  A,  0  und  c  +  A  ^u  bestimmen.  Die 
strenge  Auflösung  dieser  Aufgabe  kann  genau  so  durchgeführt  werden, 
wie  die  des  Art.  11.,  weshalb  ich  nur  die  Resultate  hinschreiben  werde. 
Man  berechnet  zuerst  entweder  f  und  x  oder  ^  und  xp  aus  den  folgenden 
Gleichungen 

/  cos  f  cos  X  =  cos  k  sin  {d" —  d") 

(69)  .    .    I  cos  f  sin  ;f  =  sin  k  cos  fc  (1  —  cos  {d" —  d") ) 

( sin  f  =  sin*Ä-|-  cos^Ä  cos  {d" —  d") 

I  cos  f  sin  1/;  =  cos  d  sin  (t — t) 

(70)  .    .    I  cos  f  cos  V;  =  cos  d  sin  d  cos  (r — /)  —  sin  d  cos  d 

( sin  f  =  cos  d  cos  d  cos  (r — t)  +  sin  d  sin  d 

wo  /,  d  und  d"  fUr  den  einen  Stern  dasselbe  bedeuten,  was  r,  d  und  d" 
für  den  andern.    Hierauf  bekonimt  man  entweder 
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A^  /  »         \        COS  d  COS  <f  8ln  (t— 0  /--> 

tg{n^X)=   ,in  C  sin  .r- sind 1^^) 

oder 

cot8K-vo='::;!;t^;:r  • (72) 

oder  auch  entweder 

^8  (^       Z)  =  siD(rco8[r-0-tg<<cos<r     •      •      •      •      ( '  3) 

oder 

tg(;r''-i^)=sinfctgi(()"-0    .....     (74) 

wo  n=^  n+n  ist.  Man  erhält  auch  nachdem  blps  x  ""^1  V^  durch  die 
beiden  ersten  (69)  und  (70)  gerechnet  worden  sind 

^"^X-i-V (75) 

Nachdem  n  berechnet  worden  ist,  ergiebt  sich  A  und  6  aus  folgenden 

cos  X  cos  (t — 6)  =  cos  k  cos  n 

cos X  sin  (x — 0)  =  cos  k  sin  d  sin  :^"+  sin  fc  cos  d}    .    .     .     .     (A) 

sin  X  =  cos  fc  cos  d  sin  tt'' —  sin  k  sin  d 

und  c  +  A  3us  folgenden 

cos  fc  cos  (()"+  c  +  A)  =  cos  ^  cos  (r — 0) 

cos  fc  sin  (()"+  c  +  A)  =  cos  (^  sin  A  sin  (x — ö)  +  sin  i  cos  A 

oder  X  und  c  +  A  aus  folgenden 

cos  X  cos  (d"+  c  +  A)  =^  cos  (^  cos  1^" 

cos  X  sin  (d"+  c  +  A)  =  cos  d  sin  fc  sin  7r"+  sin  d  cos  fc }   .    .    (C) 

sin  X  =  cos  d  cos  fc  sin  n  —  sin  d  sin  k 

und  d  aus  folgenden 

cos  d  cos  (x — d)  =  cos  fc  cos  {d"+  c  +  A) 

cos  #  sin  (x — ff)  =  cos  fc  sin  A  sin  (d"+  c  +  A)  "•"  sin  fc  cos  A 

Man  kann  auch,  nachdem  tt"  gefunden  ist,  A,  d  und  c  +  A  auf  einmal 
aus  folgenden  rechnen 

sin  (45«  +  iA)  sin  .j-(c  +  A  +  ö  +  ^"— T)  =  cos(45«  +  -i-7r")  sin  i(()— fc) 
sin  (450  +  iA)  cosf  (c  +  A  +  ö  +  *'  — r)  =  sin  [ib^^  +  ^n)  cosi(d+fe) 
cos(45o  +  iA)  sin  ^-(c  +  A— Ö  +  (r+x)  =  sin  (45^  +  4- tt")  sin  4-(()+fc) 
cos(45o  +  4^A)  C0S4  (c  +  A  — ö  +  d"+x)  =  cos(45«  +  i:^")  cos^f^— fc) 

Man  erkennt  leicht,  dass  die  vortheilhafteste  Lage  der  beiden  Sterne  wie- 
der die  ist,  dass  S  nahe  gleich  Null  wird,  welches  eine  Entfernung  der 
beiden  beobachteten  Punkte  der  Himmelskugel  von  nahe  90^  verlangt. 

Abhandl.  d.  K.  S.  Ge«.  d.WisseoMh.  IV.  34 


•  (B) 


.(D) 


(76) 
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27. 

Man  erkennt  schon  aus  der  eben  abgeleiteten  strengen  Auflösang,  dass 
man  X  und  ^  bestimmen  kann ,  ohne  den  Stand  der  bei  den  Beobach- 
tungen angewandten  Uhr  zu  kennen ,  dasselbe  zeigt  die  genäherte  Auf- 
lösung auch,  die  ich  jetzt  vornehmen  werde.  Wenn  A  und  folglich  auch  ^ 
so  klein  sind,  dass  man  ihre  Quadrate  und  Producte  übergehen  darf,  so 
geben  die  auf  zwei  bekannte  Sterae  angewandten  Gleichungen  ^60': 

r—O — k  secissligd 
t—e—k  secd  =  A  tgd 
woraus  man  sogleich 

^      ^ tg(f  — Igd 

erhalt,  und  da  hierin  nur  der  Unterschied  der  beiden  Stundenwinkel 
vorkommt,  so  wird  A  unabhängig  vom  Stande  der  Uhr  gefunden.  Dieser 
Ausdruck  für  X  ist  dem  gleich,  der  für  die  Bestimmung  derselben  Grosse 
beim  Passageuinstrument  und  dem  Meridiankreise  angewandt  wird.  Die 
(60)  geben  femer 

(  A:=a  —  d  — c 

aus  welchen  man  das  arithmetische  Mittel  nehmen  kann,  nachdem  c  durch 
die  Methoden  derArtt.  9.  und  10.  gefunden  worden  ist.  Wenn  man  nicht 
A  selbst,  sondern  nur  A  +  ^  kennen  lernen  will,  so  ist  sogleich 

^^ iA+c=d-r 

Kennt  man  den  Uhrstand,  so  kann  man  aus  denselben  Beobachtungen 
auch  0  bestimmen,  denn  alsdann  kann  man  aus  den  beobachteten  Zeiten 
T  und  /  berechnen ,  und  die  obigen  Gleichungen  geben 

jö=r-fcsecd-Atg(^ 
^     ^ (    =/  — fcsecrf  — A  tgd 

Hat  man  durch  die  Methode  des  Art.  1 9.  9  bestimmt,  wozu  die  Kenntniss 
von  %  erforderlich  ist,  die  man  immer  mit  der  von  c  und  k  zugleich  er- 
langen kann ,  so  kann  man  auf  die  folgende  Art  0  berechnen,  und  durch 
dieselben  Beobachtungen  den  Uhrstand  bestimmen.  Verbindet  man  die 
Gleichungen  (59)  mit  der  ersten  (36)  und  der  (37),  so  findet  man 

(80)      e  =  r-k-  q  —  (A — t)  tg  q)  cos  (t"h-  ^)  +  A  tg  y  sin  (r '-»-  q) 
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nennt  man  nun  die  beobachteten  Uhrzeilen  T  und  T, ,  die  graden  Auf- 
steigungen der  beiden  Sterne  a  und  a,  und  die  Correction  der  Uhr  A  T, 
so  ergiebt  sich  aus  (79) 

Ar=a-T  +  TV(Ö  +  Atgd+feseccy)| 

=  «,— r,+  TV(ö  +  Atgd  +  fesecd)i      '     '     '     ^     > 

Alle  diese  Ausdrücke  sind  denen,  die  beim  Gebrauch  des  Passagen- 
inslrumenls  angewandt  werden,  analog,  nur  braucht  hier  nicht  die  De- 
clinationsachse,  welche  die  Drehungsachse  des  Passageninstrumenls  ver- 
tritt, horizontal  zu  sein,  sondern  kann  jede  beliebige,  übrigens  mögliche, 
Neigung  gegen  den  Horizont  haben. 


§.  IV. 

Einfuhrung  von  mehreren  Absehenslinien,  und  Reduetion  der  an  den< 

selben  angestellten  Beobachtungen. 


28. 

Bis  jetzt  habe  ich  angenommen,  dass  das  Aequatoreal  nur  Eine  Ab- 
sehenslinie habe,  deren  Lage  gegen  die  Declinationsachse  und  den  Null- 
punkt des  DeclinatioDskreises  durch  die  Reductionselemente  c  und  k  be- 
stimmt wurde,  allein  es  ist  jedenfalls  dienlich  im  Brennpunkt  des  Objectivs 
ein  solches  Fadennetz  einziehen  zu  lassen,  wie  das  in  den  Meridiankreisen 
befindliche,  wodurch  man  mehrere  Absehenslinien  erhSilt,  die  man  alle 
bei  den  Durchgängen  der  Sterne  zur  Erzielung  einer  grösseren  Genauig- 
keit benutzen  kann.  Sei  daher  in  der  durch  die  Achse  des  Declinatiohs- 
kreises  und  den  Mittelpunkt  des  Objectivs  gehenden  Ebene  in  der  Brenn- 
weite des  letzteren  Ein  Faden ,  oder  besser  ein .  wenige  Secunden  von 
einander  abstehendes,  Paar  paralleler  Fäden  eingezogen,  um  dazwischen 
die  Sterne  in  Bezug  auf  die  Declination  einzustellen,  und  senkrecht  darauf 
eine  ungrade  Anzahl  Fäden,  die  in  passenden  Intervallen  von  einander 
abstehen,  um  bei  unverrücktem  Staude  des  Stundenkreises  die  Durch- 
gangszeiten  der  Sterne  zu  beobachten;  diese  werde  ich  die  Stunden- 
fäden ,  und  die  Mitte  zwischen  jenem  Paar  paralleler  Fäden  den  Decli- 
nationsfaden  nennen. 

34* 
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Darob  'J:e  DQmhv.iiS.tüfiariire  der  S4Qniieftf»:3r«  c^^  *^«:  T^ir- 
DatioDsfaden  werd^ro  rt<ik  ?o  v:<rie  Abs^rfa^nsliAiiett  s^^ii^iiK.  Bbd  ki 
nehme  iiu  Fol|:endr&  d3  dsss  un^n  aar  aa  dkrs^o  bcob^chvet  habe.  Ici 
setze  dah<:rr  voraus,  d«^^  zbaD  n^hreikd  de^  Dorcfa^a&^'es  ^eÄr:»  ^lera^. 
bei  welcbtriD  d^r  ^^landeci'^reii  uDveriadert  «hieben  cebL^i^rü  :i?  deiL 
Fernrohr  die  k'-eine  B<:i%e^a^  aoi  die  DeciinatiociaiacLse  BLh^etAeüt 
habe,  die  n'jthi^  ist.  um  den  Stern  :a  ?o  i«eit  z^^is^beti  dem  Paar 
parall^  ler  Faden  zu  eriiaiten.  daü  u^n  die  Anthtte  an  di^  Siux>deii£ddeD 
so  betrachten  kann,  öli  waren  »ie  jrenao  in  den  oben  geDaaoten  Dorcb- 
schnitt^punktcn  erfolgt.  Es  versteht  sieb  von  selbst,  daiss  njan  ilesto 
weniger  Sor::fa!t  hierauf  zu  verv%enden  brancbt.  je  eenacer  der  Per- 
pendicularismus  eintrs  jeden  Stundenfadens  zam  DecIinatioDsfaden  her- 
sestelit  worden  ist. 

Stellt  man  an  jedem  Standenfaden .  oder  an  mehrereo  derselben, 
den  Stern  cenau  zwischen  die  Üeclinationsfaden  ein.  ond  hat  man  in  der 
Zwischenzeit  hinreichende  Zeit  zum  Ablösen ^des  Declinatiooskreises .  s: 
k^nn  man  auch  während  Eines  Durchganges  eines  Sterns  mehrere  DecL- 
nationsbeobachtun£:en  erhalten.  Man  könnte  diese  Bestimmunseo  da- 
durch  erleichtern  und  vervielfaltifreu.  dass  man  den  Decliaatioosfadei 
beweglich  einrichtete,  und  mit  einer  Micrometerschraube  versähe,  worauf 
man  die  Durchgange  der  Sterne  bei  auch  unverändert  gelassenem  Declr- 
nationskreise  beobachten  könnte.  Ich  werde  aber  hierauf  iai  Folgenden 
keine  Rücksicht  nehmen,  da  die  hiefur  nöthiire  Abänderung  der  Formein 
leicht  zu  linden  ist.  und  bemerke  nur.  dass  wenn  bei  dieser  Einrichtung 
nicht  alle  Stundenßiden  genau  senkrecht  auf  dem  Declinationsfadea  stehen, 
die  Rcductionen  mehr  zusammengesetzt  werden. 

Die  durch  den  mittleren  Stundenfaden  l>estimmte  Absehenslinie  soll 
die  sein,  worauf  sich  die  Reduction.selemenle  c  und  k  beziehen,  und  wenn 
der  Declinalionsfaden  in  der  oben  bezeichneten  Ebene  liegt,  so  ist  klar, 
das.s  c  sich  auch  auf  alle  übrigen  Absehenslinien  bezieht.  Lüge  derselbe 
nicht  genau  in  der  genannten  Ebene,  sondern  machte  mit  derselben  den, 
in  Theilcn  des  Kreisradius  auszudrückenden«  kleinen  Winkel  t",  so  würe 
für  ili^;  Seitenfaden  nicht  c,  sondern  c  +  i/das  eine  bestimmende  Ele- 
uuiui,  wenn  /'den  inXhcilen  des  grüssten  Kreises  auf  der  Kugeloberfläche 
HUH/iidrürkenden  Abstand  des  Seitenfadens  vom  Mittelfaden  bezeichnet. 
lUiH  iiuiU'Aü  Element,  welches  zur  Bestimmung  der  durch  einen  Seiten- 
fntUui  ^i'hrndcn  Absehenslinie  erfordert  wird,  ist  f+k. 
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Für  die  an  der  einen  Seite  des  Mittelfadens  liegenden  Seitenföden 
ist  f  positiv,  und  für  die  an  der  andern  Seite  liegenden  negativ.  Um 
über  das  Zeichen  von  f  zu  unterscheiden  richte  man  das  Fernrohr  des 
beiläufig  normal  aufgestellt  gedachten  Aequatoreals  so,  dass  sowohl 
Stunden-  wie  Declinationskreis  nahe  Null  angeben  müssen,  dann  ist  f 
positiv  für  die  Fäden,  die  in  der  Wirklichkeit  östlich,  und  negativ 
für  die,  welche  westlich  vom  Mittelfaden  liegen;  dieses  folgt  leicht 
aus  der  von  k  im  Art.  4.  gegebenen  Definition,  und  es  folgt  ferner 
daraus ,  dass  jeder  Faden  sein  auf  diese  Art  bestimmtes  Zeichen ,  Plus 
oder  Minus,  unter  allen  Umständen  beibehält.  Es  wird  nach  dieser  An- 
ordnung stets  jeder  Stern  die  negativen  Fäden  zuerst  berühren,  wenn 
d'+c  +  A  zwischen  ±90®  liegt,  und  jeder  Stern  wird  im  Gegentheil 
die  positiven  Fäden  zuerst  berühren,  wenn  (f+c  +  A  diese  Grenzen 
übersteigt. 


29. 


Die  Aufgabe,  die  auf  die  eben  beschriebene  Art  angestellten  Be- 
obachtungen zu  reduciren,  ist  im  Vorhergehenden  vollständig  gelöst, 
in  so  fem  man  jeden  beobachteten  Antritt  an  einen  Slundenfaden  und 
jede  Einstellung  und  Ablesung  der  Declination  als  einzelne  Beobachtung 
betrachtet,  und  es  ist  nichts  weiter  an  den  Formeln  zu  ändern,  als 
allenthalben  c  +  i'f  sVail  c,  und  f+k  statt  k  darin  zu  substituiren.  Man 
muss,  nachdem  die  Reductionen  einzeln  zu  Ende  geführt  worden  sind, 
aus  allen  erhaltenen  Werthen  von  r  und  d  das  arithmetische  Mittel 
nehmen,  welches  alsdann  für  das  arithmetische  Mittel  aus  den  Beobach- 
tungszeiten gilt. 

Allein  dieses  Verfahren  lässt  sich  vereinfachen  und  dahin  führen, 
dass  man  alle  beobachteten  Antritte  an  die  Stundenfäden ,  und  alle  ein- 
gestellten und  abgelesenen  Declinationen  so  zu  Einem  Resultat  ver- 
einigen kann,  wie  es  bei  den  beobachteten  Durchgängen  am  Passagen- 
instrument und  am  Meridiankreise  gebräuchlich  ist,  und  zwar  kann  dieses 
auf  mehrere  Arten  geschehen.  Wenn  k  sehr  klein  ist,  so  sind  diese  Re- 
ductionen  von  wenigem  Belange,  aber  wenn  dieses  nicht  der  Fall  ist, 
ein  Umstand,  welcher  in  dieser  Abhandlung  immer  mit  betrachtet  wor- 
den ist,  so  können  sie  wesentlich  werden. 
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30. 


Es  ist  von  selbst  cioleuchtend ,  dass  maa  sich  in  jedem  Falle  eine 
gewisse,  durch  den  Declinationsfaden  gehende,  Absehenslinie  denken 
kann ,  in  welcher  der  durch  das  Feld  des  Femrohrs  gehende  Stern  in 
dem  Zeitmoment  gesehen  wird ,  welches  dem  arithmelischen  Mittel  aus 
allen  beobachteten  Antritten  (gleichviel  ob  an  allen  vorhandenen  Stunden- 
fäden beobachtet  worden  ist  oder  nicht)  gleich  ist,  wenn  man  daher  im 
Voraus  die  Lage  dieser  Absehcnslinie  sucht,  und  darauf  durch  Hülfe  der 
dieselbe  bestimmenden  Elemente,  die  ich  mit  K  und  c  +  t[K — k)  be- 
zeichnen werde,  nebst  den  übrigen,  unverändert  zu  lassenden,  Re- 
ductionselemcnten  von  den  Ablesungen  an  den  Kreisen  des  Aequatoreals 
zu  T  und  d  übergeht,  so  sind  es  schon  diese,  die  dem  arithmetischen  Mittel 
aus  den  beobachteten  Zeiten  angehören.  Von  dieser  Aufgabe  werde  ich 
zwei  Auflösungen  entwickeln. 

Wenn  man  r  überhaupt  den  Stundenwinkel  bedeuten  lässt,  welcher 
irgend  einem  der  beobachteten  Antritte  an  die  StundenPaden  angehört, 
so  findet  zufolge  des  Vorhergehenden  für  jeden  Fadenantritt  überhaupt 
die  folgende  Gleichung  statt, 

(81  *)     .     sin  if+k)  =  —  sin  (J  sin  A  +  cos  rf  cos  A  sin  (r  —  0) 

die  durch  Multiplicationen  mit  cos  A  und  sin  A  und  Subtraction  aus  den 
beiden  letzten  (57)  hervorgeht.  Wendet  man  diese  auf  nFudenantrilte  an, 
und  nimmt  aus  denselben  das  arithmetische  Mittel,  so  bekommt  nnan, 
nachdem  für  sin  {f+k)  der  Bogen  gesetzt  worden  ist,  welches  hier  für 
alle  Werthe,  die  f  in  unsern  Fernröhren  annehmen  kann,  erlaubt  ist, 

k  +  —  ^/*=  —  sin  d  sin  A  +  cos  ö  cos  A  —  -i  sin  (t  —  0) 

Bezeichnet  man  das  arithmetische  Mittel  aus  allen  beobachteten  Stunden- 
winkeln mit  0,  und  den  Unterschied  eines  jeden  derselben  von  diesem 
Mittel  mit  A,  so  dass  überhaupt 

wird,  so  bekommt  man,  weil  ^'ä=0  ist, 

~  -S'sin  {r—O)  =  sin  (0—0)-^  2^ cos  h  +  cos  {0—6)  ~  2'  {h  —  sin  h) 
und  die  vorstehende  Gleichung  geht  über  in 

&H-|2/H.cos(}cosA{sin(0— Ö)f2'sin2iA~cos(@— 0)|2X^ 

=  —  sinf)  sinA  +  cos()cosAsin  {& — ^) 
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Zufolge  der  Definition  von  K  ist  aber  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung 
gleich  sin  K  oder  bez.  gleich  K,  folglich  ist 

:=Ä+-J-5f+cos(JcosAJsin(©— ö)-J-2rsin*iÄ  — cos(ö— Ö)^^(A  — sinA)j  (82) 

Die  Grössen  sin^^^A  und  h  —  sin  h  kann  man  ein  für  alle  Mal  in  Tafeln 
bringen ,  die  h  oder  ^  k  zum  Argument  haben ,  und  solche  Tafeln  be- 
finden sich  schon  von  B  es  sei  berechnet  im  6.  Bande  der  Astr.  Nachr. 

• 

Wenn  daher  d  und  &  gegeben  sind,  so  kann  man  durch  den  Ausdruck  (82) 
leicht  K  berechnen,  und  damit  die  ferneren  Reductionen  statt  mit  k  aus- 
führen. Wenn  ein  bekannter  Stern  beobachtet  worden  ist,  so  ist  d  un- 
mittelbar gegeben,  und  S  lässt  sich  leicht  berechnen.  Sei  die  grade 
Aufsteigung  dieses  Sterns  a,  die  Correction  der  nach  Stemzeit  gehenden 
Uhr  AT,  und  die  beobachteten  Zeitmomente  der  Fadenantritte  7,  T^^  etc., 
dann  sind  die  dazu  gehörigen  Stundenwinkel 

T=i6(r+Ar— a) 

Tj=15(Ti+Ar— a) 
etc. 


und  hieraus  folgt 


worauf  man 


©  =  15  j^.FT+Ar— aj 


A=s15  (T  — ^2T) 

etc. 

bekommt.  Wenn  es  ein  unbekannter  Stern  ist,  welchen  man  beobachtet 
hat,  dann  kann  man  zwar  d  durch  die  vorhergehenden  Formeln  immer 
noch  mit  einer  hinreichenden  Genauigkeit  erhalten,  aber  die  hinreichend 
genaue  Bestimmung  von  &  verursacht,  namentlich  in  den  Fällen,  wo  der 
beobachtete  Stern  dem  im  Art.  23.  erklarten  Maximum  der  Declination 
nahe  liegt,  oft  Schwierigkeiten,  weil  sie  wesentlich  mit  von  K  abhangt. 
Diese  Methode  K  zu  finden  lasst  daher  in  der  Anwendung  manches  zu 
wünschen  übrig.  Es  giebt  indess  einen  ausgedehnten  Fall ,  in  welchem 
man  sie  bequem  anwenden  kann,  und  dieser  ist  derjenige,  wo  X  so 
klein  ist,  dass  man  fUr  die  Bestimmung  von  K  mit  der  ersten  Potenz  da- 
von ausreicht.   Die  Gleichungen  (60)  geben  in  diesem  Falle 

0  — Ö=A  igd  +  Ksecd 
und  hiemit  gebt  (82)  über  in 
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Jk-l-i-^-l-ZtlD#4"^*>B'f*-.eot#JLx(fc-slaft) 
(83)     .     .     £= *— "    ^  , = 

in  welcher  httufig  der  Nenaer  gleich  Eins  gesetzt  werden  kann.  Zufolge 
des  Art.  24  ist  A  « t  +  ^  sin  (/+  m) 

in  welchem  Ausdruck  mau  fiir  den  jetzigen  Zweck  i  immer  wird  ttber- 
geben  können. 


34. 

Die  zweite  Auflösung  der  in  Rede  stehenden  Aufgabe,  die  ich  jetzt 
entwickeln  werde,  ist  von  den  Stunden  winkeln  selbst  unabhängig,  und 
verlaugt  nur  deren  Unterschiede,  die  durch  die  Beobachtungen  der  Faden- 
antritte unmittelbar  gegeben  sind. 

Wenden  wir  die  Gleichung  (81*^)  auf  die  beiden  durch  K  und  /+& 
bestimmten  Absehenslinien  an ,  und  schreiben  zur  Abkürzung  a>  und  Jl 
bez.  für  T— (7  und  9—0,  so  entstehen 

sin  K         s=  cos  X  cos  ^  sin  J2  —  sin  il  sin  d 
sin  (/*+  fc)  SS  cos  X  cos  d  sin  co  -—  sin  X  sin  d 
Diese  geben  durch  Addition  und  Subtraction ,  und  wenn  man  ftlr  sin  K 
und  sin  (/*+  fc)  die  Bögen  setzt,  welches  hier  erlaubt  ist, 
,   .    I  /4-fc-»-£-»-2  sin  X  sin  rf=  2  cos A  cosrf  sin  \  (co-»-J2)  cos  \  (© — J2) 
( f+k—K  =  2  cos  A  cos  dcosi{w+Jl)  sin  4^  (w — Jl) 

Wenn  man  hieraus  ro+Jl  eliminirt,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  K 
die  folgende  quadratische  Gleichung, 
(86)  Ä»-2{/4.*-2(/4.Är)  sin*i(w-fl)-2siniJsinA8in»i(w-fl)}ir 

-h  (/•+*)*— 4  {co8(iJ-».A)cos(d—A)  —  (/4.*)  sin  dsin  A}8in»i(«— fl)-»-4co8McosUsin*i{«-fl;==' ! 
deren  Auflösung 
Ä'=/'+fc-.2  (/+fc+sin  *  sin  A)  sin*i  (co— J2) 

±  sin  (©— J2)  y  cos  (*+A)  cos  ((J— A)  —2  (jT+fc)  sin  *  sin  A  —  (/'•+-*)^ 
giebt.   Nennen  wir  nun  die  in  Bogentheile  verwandelten  Zeitmomente 
der  n  verschiedenen ,  beobachteten  Fadenantritte  cd  ,  a)| ,  etc. ,  so  ist 

J2  s=  —  (q)  +  cO|  +  etc.) 

und  es  wird 

hss  (0  — Jl 


f\tr% 
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wo  h,  A|,  etc.  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  im  vor.  Art.  Mit  Ueber- 
gehung  der  Summen 

^2fsin%h,  — -S/'^sinÄ,  etc. 
die  nie  merklich  werden  können,  giebt  nun  die  obige  Gleichung  für  K, 
k  +  ^Sf—  sin  d  sin  A-?^  -S'sin^iA 

+  y  cos  (d+k)  cos  (d-A)   --S-fA-sin  h)  +  -^-_^i?^^L=^  - -^ Sf  sin  h  (86; 

und  es  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  in  diesem  Ausdruck  die  oberen 
Zeichen  angewandt  werden  müssen,  wenn  d^'+c+A  zwischen  +90® 
liegt,  die  unteren  Zeichen  hingegen,  wenn  d"+c  +  A  diese  Grenzen 
übersteigt. 

Die  Grösse  fsin  h  kann  für  jedes  gegebene  Aequatoreal  ein  für  alle 
Mal,  und  für  so  lange  als  nichts  an  den  Stundenfäden  geändert  wird, 
in  Tafeln  mit  dem  Argument  k  oder  -^h  gebracht  werden.  Diese  Art 
K  zu  finden  setzt,  wie  man  sieht,  nur  d  als  bekannt  voraus,  und  diese 
Grösse  kann  man  immer  leicht  mit  hinreichender  Genauigkeit  im  Voraus 
berechnen ,  wenn  es  sich  nicht  etwa  um  einen  bekannten  Stern  handelt, 
in  welchem  Falle  d  unmittelbar  gegeben  ist. 


32. 

Im  Vorhergehenden  ist  blos  gezeigt  worden,  wie  man  K  findet, 
und  es  ist  daher  noch  übrig  anzugeben ,  wie  man  die  in  den  verschie- 
denen Absehensh'nien  eingestellten  und  abgelesenen  Declinationen  auf 
die  Ablesung  hinführt,  die  in  der  durch  K  bestimmten  Absehenslinie 
statt  findet.  Wenn  A  klein  ist  und  der  Stern  dem  Maximum  der  Decli- 
nation  nicht  nahe  ist,  dann  kann  diese  Reduction  zwar  durch  die  oben 
entwickelten  Ausdrücke  ausgeführt  werden,  aber  wenn  X  nicht  klein  ist, 
und  der  Stern  dem  Maximum  der  Declination  nahe  ist,  so  kann  es  sich 
ereignen,  dass  die  sonst  dazu  anwendbaren  zweiten  Ausdrucke  (8)  oder 
(67)  nicht  ausreichen. 

Die  auf  beide  Absehenslinien  angewandte  dritte  Gleichung  (57) 
giebt,  wenn  man  die  zu  der  durch  K  bestimmten  Absehenslinie  gehörige 
Ablesung  am  Declinationskreise  mit  D"  bezeichnet, 

sin  d=scosK  cosA  sin  {D"+c  +  i  {K — ä)+A)  —  sin  IT  sin  A 
sin  d=  cos  (/+Ä)  cos  X  sin  (<f -»-  c  -ht/-»- A)  —  sin  (f+k)  sin  X 


i 


M6  P.  A.  Hahsih,  • 

and  hiaraos  bekommt  man  luent,  wemi  man  n»  anf  die  Quadrate  von 
K  und  f+  k  Rack8icht  nimmt, 

8in(ir+c+t(Ä— Jfe)+A)  — 8in(ir+c+iY+)— A 

^{f+k-S)tgk-ir\if+kY-p\sm{ir+c+ty+A) 

wo  wie  oben  r  as  ^^^^^1»  gesetzt  werden  darf.  Aus  dieser  Gleichung  be- 
kommt man  aof  bekannte  Art,  wenn  man  fortwährend  von  den  ^>en  ge- 
nannten Grössen  die  Potenzen,  welche  die  zweite  ttbersteigen,  'weglasst, 
(87)  ir«(f+t'(/'+ik-I) -(/•+*-«)  tgA  sec  (^+c+.Y+A) 

+ir(/'+fc-ir)«tg»A8ec»(<r+  c+»7+ A)  tg(*'-i-c+»7+: 
-ir  }(/•+*)•-«»}  tg  (*'+  e+.T+ A) 

wodurch  die  Redaction  der  Ablesangen  am  Declinatiooskreise  immer 

sicher  ausgeführt  werden  kann.  In  den  Fallen ,  in  welchen  man  einen 

hinreichetad  genäherten  werlh  von  If  im  Voraus  keimt,   kann   diese 

Gleichung  auch  wie  folgt  geschrieben  werden, 

'  (88)  ir- dr+  •'(/4-Jfe-ir) - if+h-K)  tg A  sec { i  {ir+  dTj^c  +  A] 

Es  lässt  sich  für  diese  Reduction  noch  ein  anderer,  von  den 
Zwischenzeilen  der  Beobachtungen  abhängiger,  Ausdruck  ableiten. 
Durch  Multiplicalionen  mit  sinA  und  cosA,  und  durch  Additionen  und 
Subtractionen  erhalt  man  aus  den,  auf  beide  im  Yorhei^ehenden  be- 
trachteten Absehenslinien  angewandten ,  Gleichungen  (57) 

cos K  cos  (D"-»-  c+%  [K—k)  -»-  A)  =*  cos  d  cos  Jl 
cosiTsm  (D*'-»-c-»-f'(ir— Ä)+A)=cos*sin  l  sinJ2+8ind  cosA 
sin  K  ascosd  cosA  sinJ2~sin  d  sin  k 

cos  (^'+-  k)  cos  (d^+  c  +  if-^  A)  =«  cos  d  cos  « 
cos  (/*+  k)  sin  {if'+  c  +  tf+A)  as cos  d  sin  il  sin  oo  +  sin  d  cos  X 
cos  (/*+  k)  =  cos  d  cos  A  sin  (0  —  sin  &  sin  X 

Durch  Mnitiplicationen  und  Additionen  dieser  Gleichungen  unter  ein- 
ander ergiebt  sich  leicht 

cos  K  cos  (k+f)  cos  (IT—  dT—  i'  {f^k-^K))  +  sin  K  sin  {f^k) « 

cos'rJ  COS  {(0—Jl)  -^  sin** 
woraus  durch  Einführung  der  Sinusse  der  halben  Winkel 

cosÄcos(/'+Ä)sin»i(I)'-(r— »'(/'-^Ä— if))  =  sinH((o-J2)cosM— sin*4:(/'+fc^ 
folgt.  Aus  dieser  zieht  man  leicht 
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in  welcher  o)  und  Sl  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  im  Art.  31 .  Voraus- 
gesetzt dass  A>i(/+fc+Ä)  ist,  folgen  durch  Vergleichung  mit  (87)  und 
(88)  für  die  Anwendung  der  doppelten  Zeichen  folgende  Regeln. 

1)  Wenn  (JVc  +  A<90ö  ist, 
so  nmss  das  obere  Zeichen  angewandt  werden,  wenn  A  und  /+fc — K 
gleiche,  und  das  untere,  wenn  diese  beiden  Grössen  ungleiche 
Zeichen  haben.        g^  ^^^^  e)«+  ^  +  A  >  90  o  ist, 

so  muss  das  obere  Zeichen  angewandt  werden,  wenn  A  und  f+fc  —  Jf 
ungleiche,  und  das  untere,  wenn  diese  beiden  Grössen  gleiche 
Zeichen  haben. 

Dieser  Ausdruck  (89),  welcher  wenn  A  gross  ist,  fllr  Sterne,  deren 
Declination  dem  im  Art.  23.  erkl£lrlen  Maximum  derselben  nahe  ist,  sehr 
leicht  und  sicher  angewandt  werden  kann,  verliert  jedoch  seine  An- 
wendbarkeit, wenn  X  klein  ist,  oder  der  Stern  von  diesem  Maximum 
weit  entfernt  ist. 

33. 

Das  im  Vorhergehenden  entwickelte  Verfahren  zur  Reduction  der 
verschiedenen ,  bei  einem  und  demselben  Durchgange  eines  Sterns  er- 
haltenen Zeitmomente  und  Ablesungen  am  Declinationskreise  ist,  wenn 
ein  unbekannter  Stern  beobachtet  worden  ist,  strenge  genommen  in- 
direct,  da  es  wenigstens  die  Declination  8  verlangt,  die  erst  nach  den 
übrigen  Reductionen  erhalten  wird.  Wenn  gleich  in  fast  allen  Fallen  ein 
hinreichend  genäherter  Werth  von  d  ohne  grosse  Mühe  erlangt  werden 
kann ,  so  ist  es  doch  wünschenswerth  eine  directe  Methode  zu  besitzen, 
und  ich  werde  daher  hier  eine  solche  entwickeln,  die  leicht  aus  den 
schon  abgeleiteten  Gleichungen  erlangt  werden  kann.  Diese  Methode 
fuhrt  auf  folgende  Vorschriften  zur  Reduction  der  Beobachtungen.  Ver- 
mittelst der  Ablesung  am  Stundenkreise  r"  und  der  an  irgend  einer  der 
Absehenslinien  eingestellten  und  abgelesenen  Declination,  die  ich  d^ 
nennen  will,  führt  man  die  Reduction  durch  irgend  ein  System  der  dazu 
passenden ,  im  Vorhergehenden  entwickelten ,  und  auf  nur  Eine  Ab- 
sehenslinie sich  beziehenden  Gleichungen  vollständig  aus ,  so  dass  man 
einen  Werth  von  r  und  d  erhalt.  Ausser  den  übrigen  Reductionselementen 
müssen  natürlich  hiebei  die  Reductionselemente  angewandt  werden,  die 
sich  auf  dieselbe  Absehenslinie  beziehen,  die  man  stets  kennt,  ond  die 
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ich  mit  k^  und  c  +  i'  {k^ — k)  bezeichneD  will.  Es  ist  klar  dass  k^  einem 
der  vorhandeaen  Werthe  von  f+k  gleich  ist.  Es  ist  ferner  einleuchtend, 
dass  diese  Werthe  von  r  und  d  der  an  derselben  Absehenslinie  be- 
obachteten Durchgangszeit  w^  angehören.  Nachdem  diese  Reduction  aus- 
geführt ist,  reducirt  man  alle  übrigen  beobachteten  Durchgangszeiten 
auf  das  Zeitmoment  w^,  und  nimmt  aus  allen  so  erhaltenen  Zeiten  das 
arithmetische  Mittel,  und  dasselbe  führt  man  in  Bezug  auf  die  übrigen 
eingestellten  und  abgelesenen  Declinationen  aus.  Die  Vorschriften  für 
den  letzten  Theil  dieses  Verfahrens  müssen  noch  entwickelt  werden. 

Da  man  zufolge  der  vorstehenden  Erklärungen,  wenn  man  dahin 
kommt,  dass  die  Reduction  der  Durchgangszeiten  vorgenommen  werden 
muss,  schon  die  zum  Zeitmoment  w^  gehörigen  Werthe  von  r  und  d  kennt, 
so  kann  man  aus  der  zweiten  Gleichung  (84)  schon  eine  Reductionsformel 
für  die  obigen  Durchgangszeiten  ableiten.  Schreibt  man  in  dieser  k^  statt  K, 
ooq  statt  Jl ,  und  lässt  überhaupt  eo  irgend  eine  der  beobachteten  Durch- 
gangszeiten bedeuten ,  so  bekommt  man  sogleich 

(90)     .     .     sini{o^-to,)  =  ^^^^^^/^^l^^^^ 

welche  in  den  Fällen  anwendbar  ist,  in  welchen  man  im  Nenner  den 
beobachteten  Werth  von  co  —  Wq  substituiren  darf.  In  den  Fällen  aber, 
in  welchen  diese  Reduction  die  grössten  Werthe  erhält,  das  ist  in  den 
Fällen,  wo  die  Declination  des  beobachteten  Sterns  dem  Maximum  der- 
selben  nahe  ist,  kann  diese  Anwendung  des  beobachteten  Unterschiedes 
der  Durchgangszeiten  misslich  werden,  weil  er  nicht  mit  grosser  Ge- 
nauigkeit zu  erlangen  ist,  und  zugleich  r — ö  in  der  Nähe  von  90®  oder 
270®  liegt.  Der  obige  Ausdruck  bietet  daher  nur  eine  beschränkte  An- 
wendung dar. 


34. 

Um  andere  Ausdrücke  für  die  in  Rede  stehende  Reduction  zu  erhalten 
nehme  ich  die  Gleichung  (85)  vor,  und  ordne  sie  in  Bezug  auf  cü  —  co^* 
Sie  stellt  sich  dadurch  wie  folgt : 
0  SS  4  cos^cJ  cos^A  sin*4^  (w — w^) 

— 4{cos((r-»-A)  cos((r— A)  —  {f+k+ko)sindsinX—  (/'+Ä)fto}  sin*i(a>— «o)  +  {f^k^k^r 

welche,  wenn  man  k  und  k^  gleich  Null  macht,  dieselbe  ist,  die  ich 
schon  im  6.  Bande  der  Astr.  Nachr.   für  die  Reduction  der  an  vor- 


(91) 
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schiedenen  Fäden  beobachteten  Antritte  der  Sterne  bei  den  Breiten- 
bestimmungen  durchs  Passageninstrument  entwickelt  habe.  Setzt  nian 
zur  Abkürzung      a  =  cos  (^  cos  X 

b  =  sin  d  sin  X 

A=  cos  (d+A)  cos  {d—X)  =  a*— 6* 
g=f+k 
so  wird  diese  Gleichung 

und  man  zieht  zuerst  die  folgende  daraus, 

sini(ft>~coJ  =  +     ^  ''^^7*^^     ,     ,  .    .  (93) 

WO  auch  im  Nenner  der  beobachtete  Werth  von  w — w^  angewandt  wer- 
den darf,  und  mit  weit  mehr  Sicherheit  geschehen  kann  wie  in  (90),  weil 
hier  nur  das  Quadrat  davon  vorkommt,  während  dort  in  den  kritischen 
Fallen  die  erste  Potenz  davon  zur  Geltung  kommt.  Durch  die  strenge 
Auflösung  der  Gleichung  (92)  bekommt  man  die  folgenden  Formeln, 

sin  4- ((0-0),)=+      ^  ^^^"*^>  .     .     (94) 

wo  der  Hülfswinkel  x  ^us  dem  folgenden  Ausdruck  berechnet  werden 

muSS,  cinv—  ^  i9-K)  a  (qK\ 

Ich  führe  noch  an,  dass  in  allen  diesen  Ausdrücken  wie  oben  r==  föHü^ 
ist. 

35. 

Man  wird  selten  oder  nie  in  die  Veranlassung  kommen  von  den 
eben  entwickelten  strengen  Ausdrücken  Gebrauch  machen  zu  müssen, 
sondern  fast  immer  mit  den  ersten  Gliedern  einer  Reihentwickelung  aus- 
reichen, ich  werde  daher  diese  suchen.  Man  kommt  auf  eine  einfache 
und  regelmässige  Form  der  Coefficienten  der  unendlichen  Reihe,  wenn 
man  nicht  sin  4^  (co  —  co^)  sondern  sin  (co  —  to^)  entwickelt,  setzt  man  zu 
diesem  Zweck  4  gj^  i^  (^  -w^)=^y  ^^^ 

so  wird  die  quadratische  Gleichung 

i:a*{g-k,yy*-A{A-{g+k,)b-gk^\y+A'^0 

Setzt  man  ferner           «jint  (^  _  „^j  _  ^i  ia-K)* 
so  bekommt  man  -» ,,  _ ,,» (g-*.)* 

'  —y   y   M 


4M 
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wd  M  iflft  1»  in  eine  nach  den  au&teigeiideii  Poteazea  und  Productett 
TOA  9  und  k^  ftNischreitende  BieUie  zu  entwickeln.  Differentiirt  man  die 
vorstehenden  Gleichungen  mehrmals,  und  setit  nach  den  Difierenüalionen 
g^O  und  üi^ssO,  so  bekommt  man  leicht  die  folgenden  Gleichangen, 


i'Sj-u»Sf+6..^+6*(|.y 

elo. 

■ 

1S--6 

'»g+'«»S;+'*- 

-ia' 

>'»^  +  M*Ä  + 

.2(i-fl«) 

4^ 

+-^Sr 

etc. 

• 

etc. 

*=v7» 

±< 

« 

dy 
dg 

d*y          S 

A\4gJ 

etc. 

t 

^*  ^    J-  1     ^*y     ^ 
dg  dfc.  "*■  *  dfc^  dg  "*" 

kA 

*• 

Q  cb    d's          d*M  d% 
dg  dk^dg        dg*  dk. 

^*  dk.dg* 

— 

4    dy            4 

dy 
dg 

etc. 

fdzy          d*y           4 

r 

etc. 

und  hieraus  durch  eine  leichte  Elimination 
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+  ö-.»*V  +  etc.j     . (96) 

Ich  habe  hier  mehr  Glieder  wie  nöthig  werden  entwickelt  um  ihre 
einfache  Form  zu  zeigen ;  man  wird  fast  immer  mit  dem  ersten  oder  den 
beiden  ersten  Gliedern  ausreichen,  und  kann*  in  den  meisten  Fallen  fUr 
sin  («  —  (Oq)  den  Bogen  setzen ,  in  welchem  Falle  der  allgemeine  Factor 
r  der  rechten  Seite  weggelassen  werden  muss. 

In  den  Fällen  wo  A  sehr  klein  ist,  kann  man  den  obigen  Ausdruck 
noch  auf  eine  andere  Art  abkürzen.   Erwägt  man  dass 

A  =  cos  (rf+A)  cos  (*— A)  =.cos**—  sin^A 
ist,  und  behalt  nur  die  Glieder  niedrigster  Ordnung  bei ,  so  wird 

«-(«--«o)  =  ±^S'^-il  +  ,t?-.-»-TOr*-(i'+*o)j  •  •  (97) 
Durch  die  Ausdrücke  (93),  (94),  (96)  oder  (97)  kann  man  alle  beobach- 
teten Fadenantritte  so  auf  den  zur  Zeit  co^  gehil^rigen ,  für  welchen  man 
schon  T  und  d  aus  r"  und  6^  durch  Hülfe  von  k^  und  der  übrigen  Re- 
ductionselemente  berechnet  hat,  reduciren  wie  man  am  Passageninstru- 
ment oder  am  Meridiankreise  die  Anlrittszeiten  an  die  SeilenfUden  durch 
den  Ausdruck  fsec  d  auf  den  Mittelfaden  zu  reduciren  pflegt.*)  Man 
findet  in  der  That  aus  allen  eben  entwickelten  Ausdrücken,  wenn  man 

k  =  0  macht, 

sin  (w — wj  =  +  r  (jf  —  k^)  sec  d 


*)  Um  za  zeigen ,  wie  kleine  Werthe  von  X  schon  bei  Beobachtungen  am  Pas- 
sageninstrument oder  am  Meridiankreise  auf  die  Reduction  der  DurcbgSnge  des 
Polaris  auf  den  Mittelfaden  merkliche  Wirkung  äussern,  will  ich  annehmen,  dass 
die  Entfernung  zweier  SeitenH&den  vom  Mittelfaden  ±  40',  und  die  kleinste  Entfer- 
nung der  senkrechten  Absehenslinie  vom  Pol  des  Aequators  V  beträgt.  Dieses  sind 
Grössen  die  in  der  Praxis  oft  vorkommen.  Setzt  man  nun  k^^=0,  g^=i:\0',  ^=30  \ 
d=88<»  32',  so  giebt  die  Gleichung  (97)  für  die  Zeitintervalle,  die  ein  Stern,  dessao 
Declination  sehr  nahe  die  des  Polaris  ist,  gebraucht  um  von  diesen  SeitenllKden  an  den 
Mittelfaden  oder  umgekehrt  zu  gelangen, 

26"  6',  6  und  i6"  5*,  6 
also  schon  einen  Unterschied  von  einer  ganzen  Zeitsecunde,  während  diese  Intervalle 
einander  gleich  sind  wenn  A=:0  ist. 
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36. 

Es  ist  noch  übrig  zu  zeigen,  wie  unter  den  gegenwärtigen  An- 
nahmen die  an  andern  Absehenslinien,  wie  die  wozu  k^  gehört,  ein- 
gestellten und  abgelesenen  Oeclinationen  reducirt  werden  müssen.  Es 
ist  leicht  zu  finden,  dass  die  obigen  zu  ähnlichem  Zwecke  entwickelten 
Ausdrücke  (87),  (88)  oder  (89)  nach  einer  kleinen  Abänderung  auch 
hiezu  dienen.  Bezeichnet  man  vorzugsweise  die  schon  als  berechnet 
angenommene,  aus  /  und  ^  hervorgegangene  Declination  mit  d^,  und 
irgend  eine  der  aus  den  Einstellungen  an  den  übrigen  Absehenslinien 
sich  ergebenden  Oeclinationen  allgemein  mit  d,  bezeichnet  man  femer 
die  dazu  gehörige,  auf  die  Absehenslinie  für  welche  k^  gilt,  reducirte 
Ablesung  mit  D'\  so  darf  man  in  jedem  Falle  die  Gleichung 

als  strenge  geltend  annehmen,  und  hiemit  folgt  leicht  aus  (87) 

(98)  (J=(J,+(r_(JJ+i'(j^-*,)_(^_fcJtgAsec(()^'+c  + 

+  ir{g-k,)Hs^ksec^{d"+c  +  A)W'^c^A) 
aus  (88) 

(99)  d:=^d,+d'-ffi+i{g-k,)-{g-k,)  tgA  sec  \i{d;+d")  +  c  +  A\ 

-ir(f-k,^]t^\i{d;,+  d")+c  +  A\ 
und  aus  (89)  

(100)(J-(ro"^(J'-cJS+i'(j/-fto)=F2|/J7sini(^ 

Für  jede  Beobachtung  bekommt  man  auf  diese  Art  einen  Werth  von  d\ 
und  aus  allen  diesen  nebst  d^  muss  man  das  arithmetische  Mittel  nehmen. 
Wenn  am  Mittelfaden  die  Durchgangszeit  sowohl  wie  die  Declination 
beobachtet  worden  ist,  so  ist  es  vortheilhaft  k^  für  diesen  Faden  gelten 
zu  lassen,  und  also  kQ=ik  zu  setzen.  Aber  wenn  k  klein  ist,  so  darf  man 
sich  erlauben  fco=0  zu  setzen,  wodurch  die  Rechnung  vereinfacht  wird, 
indem  nicht  nur  in  den  Reduclionsformeln  für  die  Fädenantritte  und  die 
Oeclinationen   mehrere  Glieder  wegfallen,  sondern  auch  bei  der  Re- 
duction  von  r'und  d^  auf  r  und  d\^  in  den  betreffenden  Ausdrücken  ^=0 
gesetzt  werden   muss,    wodurch    diese   sich  auch  vereinfachen.     Es 
kommt  dieses  Verfahren  nämlich  auf  dahin  hinaus,  alle  Beobachtungen 
auf  die   auf  der  Oeclinationsachse   senkrecht  stehende  Absehenslinie 
zu  reduciren. 
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§-v. 

Von  der  Wirkung  der  Biegung ,  der  Strahlenbrechung  und  der 

Excentricitilt  des  Fernrohrs 

37. 

Ich  komme  jetzt  auf  ein  Reductionselement,  welches  ich  im  Vor- 
hergehenden gänzlich  unberücksichtigt  gelassen  habe,  auf  die  Biegung. 
Ich  betrachte  blos  die  Biegung  des  Fernrohrs,  in  welcher  aber  eine 
etwanige  Biegung  der  beiden  Kreise  oder  ihrer  Alhidaden  inbegrifien 
sein  kann ,.  da  diese  in  demselben  Sinne  wirkt  wie  jene.  Die  Biegungen 
von  Achsen  u.  s.  w.  des  Aequatoreals  lasse  ich  unberücksichtigt,  da 
diese  durch  zweckmässige  Anordnung  der  einzelnen  Theile  und  ihrer  Ge- 
gengewichte immer  aufgehoben  werden  können.  Auch  das  Fernrohr  und 
seine  Verbindung  mit  der  Declinationsachse  kann  so  eingerichtet  wer- 
den, dass  laterale  Biegungen  nicht  vorhanden  sein  können,  und  nur  die  in 
der  Richtung  des  Verticals,  in  welchem  sich  das  Fernrohr  grade  befindet, 
wirkende  übrig  bleibt.  Auch  in  Bezug  auf  diese  kommt  es  nicht  auf  die 
absolute  Biegung  der  beiden  Rohrenden  an,  sondern  nur  auf  den  Unter- 
schied derselben ,  welcher,  wenn  er  nicht  Null  ist,  doch  stets  klein  sein 
wird.  Die  Wirkung  der  Biegung  geschieht  also  in  demselben  oder  im 
entgegengesetzten  Sinne  wie  die  der  Strahlenbrechung,  und  hierin  liegt 
ein  bisher,  wie  es  scheint,  übersehenes  Mittel  zur  einfachen  und  leichten 
Berücksichtigung  derselben,  da  die  Strahlenbrechung  doch  jedenfalls  bei 
der  Reduction  der  Beobachtungen  berechnet  werden  muss. 

Die  im  Vorhergehenden  entwickelten,  einfachen  Formeln  für  die 
Reduction  der  mit  einem  Aequatoreal  angestellten  Beobachtungen,  und 
die  zur  Berechnung  der  Reductionselemente,  würden  durch  unmittelbare 
HinzuAigung  der  die  Wirkung  der  Biegung  ausdillckenden  Glieder  ihre 
Einfachheit  verlieren,  und  ihre  Anwendung  würde  mühsam  werden,  man 
vermeidet  aber  diese  Weitläuftigkeiten ,  wepn  man  in  Folge  der  obigen 
Bemerkung  die  Biegung  des  Fernrohrs  mit  entgegengesetztem  Zeichen 
der  Strahlenbrechung  hinzufügt,  und  rückwärts  auf  die  Oerter  der  Sterne 
überträgt.  Für  die  Strahlenbrechung  nehme  ich  die  oft  angewandte  Form 
ptgz  an,  wo  z  die Zenithdistanz  bedeutet,  und  (>  in  derThat  eine  Function 
von  z  ist,  sich  aber  nur  wenn  z  gross  ist,  merklich  ändert.  Die  Biegung 
ist  dem  Sinus  der  Zenithdistanz  proportional,  und  soll  daher  durch  /¥sin  z 
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ausgedrückt  werden.  Der  Coefficient  ß  kann  fUr  Ein  Aequatoreal  positiv 
und  für  ein  anderes  negativ  sein ,  je  nachdem  das  eine  oder  das  andere 
Ende  des  Femrohrs  dasjenige  ist,  welches  sich  am  Meisten  biegt.  Das 
eben  angenommene  Gesetz  der  Biegung  wird  stets  ohne  merklichen 
Fehler  vom  Zenith  bis  zu  einer  gewissen  Grösse  der  Zenithdistanz 
statt  finden,  sollte  es  aber  für  grössere  Zenithdistanzen  nicht  mehr  aus- 
reichen, so  ist  kein  Hindemiss  vorhanden,  um  /? gleichwie  q  als  eine 
Function  von  z  betrachten  zu  können;  diese  Function  muss  in  diesem 
Falle  durch  Anwendung  der  bekannten  Interpolationsmethoden  auf  die 
Beobachtungen  bestimmt  werden. 

Bezeichnen  wir  nun  überhaupt  die  Veränderung  einer  Grösse  durch 
ein  derselben  vorgesetztes  A>  dann  ist,  wenn  man  von  den  wahren  zu 
den  scheinbaren  Oertern  Übergeht, 

A2^=  —  C^Ä*  —  /?sinz 
Nennt  man  aber  die  in  Zeit  ausgedrückte  grade  Aufsteigung  eines  Sterns 
a,  seine  Declination  wie  oben  d,  und  den  Winkel  am  Stern  zwischen 
dem  Vertical-  und  dem  Declinationskreise  f ,  so  ist 

15Aa-cosrf= — A^  siö  * 

A^  = — A2JCOS6 

und  ausserdem 

sin  z  sin  6  SS  sin  i; 

sin  %  cos  e  =  cos  r^  cos  (^+C) 

cosz  =cosi/  sin  (t)-l-£) 

wo  die  Hülfswinkel  n  und  f  aus  folgenden  Ausdrucken  berechnet  werden 
müssen,  /  cos  1/  cos  f  =  sin  y 

(101) I  cos  1;  sin  ^  =  cos  9)  cos  T 

\  sin  1;/  =  cos  ff  sin  r 

q>  die  Polhöhe  des  Beobachtungsorts,  und  r  wie  oben  der  Stunden winkel, 
oder  wenn  man  mit  T  die  Stemzeit  der  Beobachtung  bezeichnet, 
(102)    ,...'...     T=15(r— «) 
ist.   Hieraus  ergiobt  sich  leicht 

(103)      .      .       I  ^  ^^^  ~  ^  sin  (cf+O  cos  (f  '^Pl^^ 

A  f)  =  (>  COlg  (^  +  f )   +  /?  COS  ^  COS  ((J+C) 

Den  CoefBcienten  (>  geben  mehrere  Strahlenbrechungstafeln  unmittelbar, 
und  die  Hülfsmittel  tj  und  ^  kann  man  für  jede  gegebene  Polhöhe  in  ein- 
fache Tafeln  bringen  die  r  oder  -^^r  zum  Argument  haben. 
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38. 

Man  darf  annehmen,  dass  für  ein  gegebenes  Aequatoreal  ß,  so  lange 
man  nichts  am  Femrohr  ändert,  sich  auch  nicht  ändert,  und  kann  daher 
die  Bestimmung  dieser  Grösse  mit  der  ersten  Bestimmung  oder  den  ersten 
Bestimmungen  der  Reductionselemente  [a  ,  m  und  ri ,  oder  A ,  0  und  A 
zugleich  ausführen.  Hat  man  diese  durch  irgend  eine  der  in  dieser  Ab- 
handlung entwickelten  Methoden  vermittelst  der  Beobachtung  bekannter 
Fixsterne  bestimmt,  so  wird  man  vermöge  der  Ausdrücke  (101),  (102), 
(103)  dieselben  in  Function  von  ß  erhalten  haben,  indem  die  in  diesen 
Methoden  vorkommenden  Grössen  r,  d,  t,  d  vermöge  dieser  Ausdrücke 
zu  Functionen  von  ß  gemacht  worden  sind.  Sind  nun  für  diese  Bestim- 
mungen eine  mehr  wie  hinreichende  und  nöthige  Anzahl  von  Sternen  in 
möglichst  verschiedenen  Zenithdistanzen  gewählt  worden,  so  kann  man 
daraus  den  Werth  oder  die  Werthe  von  ß  berechnen.  Am  einfachsten 
wird  diese  Bestimmung,  wenn  man  die  dazu  dienlichen  Sterne  in  der 
Nähe  des  Meridians  beobachtet,  indem  die  Bestimmung  von  ß  sich  als- 
dann fast  nur  auf  die  Yergleichung  der  durch  das  Aequatoreal  erhaltenen 
Declinationsunterschiede  mit  den  wahren  reducirt. 

Ich  mache  noch  darauf  aufmerksam,  dass  alle  in  dieser  Abhandlung 
entwickelten  Bestimmungen  der  Reductionselemente  fi,  m,  tj,  i,  k,  c, 
oder  a,p,  q,  i,  fc,  c,  oder  A,  ö,  Ai  ^  durch  terrestrische  Gegenstände, 
Gollimator  und  Niveaus,  so  wie  die  im  Art.  10.  erklärte  Bestimmung  von 
i,  k,  c  durch  cölestische  Beobachtungen  unabhängig  von  der  Biegung 
des  Femrohrs  erlangt  werden,  oder  mit  andem  Worten,  dass  die  Biegung 
des  Fernrohrs  keinen  Einfluss  auf  die  durch  diese  Methoden  erlangten 
Resultate  hat. 

39. 

Auf  die  im  Vorhergehenden  entwickelten  Methoden  zur  Reduction 
aller,  während  des  Durchganges  eines  Sterns  beobachteten,  Fädenantritte 
auf  Ein  Moment  übt  die  Strahlenbrechung  eine  Wirkung  ans,  die  unter 
Umständen  sehr  merklich  werden  kann,  und  daher  rührt,  dass  eben 
wegen  derselben  die  Unterschiede  der  Stunden wiukel  cd — co^  nicht  der  Zeit 
proportional  sind;  der  Strahlenbrechung  wegen  bedürfen  ebenfalls  die  auf 
Ein  Moment  reducirten  Declinationen  einer  kleinen  Verbesserung. 

Nehmen  wir  um  jene  Wirkung  zu  entwickeln  die  Gleichung  (96) 
vor,  und  stellen  sie  wie  folgt, 
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t 

^  •'       —  y  eo8  (ir4-i)  (cos  iT-A) 

WO  also  H  die  Summe  der  unendlichen  Reibe  dieser  Gleichung  bedeutet. 
Da  H  immer  sehr  nahe  gleich  Eins  ist,  so  darf  man  sie  bei  den  folgenden 
Entwickelungen  unberührt  lassen,  und  es  reicht  hin  die  Übrigen  ver- 
änderlichen Grössen  zu  betrachten ;  es  wird  sich  Übrigens  zeigen ,  dass 
das  Resultat  wenigstens  nttherungsweise  auf  If  ausgedehnt  werden  kann. 
Ich  bemerke,  dass  der  obige  Ausdruck ,  so  wie  die  übrigen  Aus- 
drücke für  10  —  (00  verlangen ,  dass  man  für  d  die  scheinbare,  von  der 
Strahlenbrechung  af&cirte  DecUnation  des  Sterns  in  sie  substitoire,  und 
dass  sie  darauf,  indem  sie  od — o^  bestimmen,  den  Unterschied  zwischen 
'  den  gleichfalls  von  derStrahlenbrechung  afficirten  Stundenwinkeln  geben, 
unter  welchen  sich  der  Stern  in  den  beiden  Absehenslinien  befand.  Dieser 
Unterschied  ist  aber  wegen  der  Strahlenbrechung  nicht  der  Zeit  pro- 
portional, die  der  Stern  gebraucht  hat  um  ihn  zu  durchlaufen.  Nennen  wir 
diese  Zeit  t,  und  die  Wirkung  derStrahlenbrechung  auf  den  Stunden  winkel 
Ar,  wo  unter  t  entweder  das  Mittel  aus  den  beiden  Stundenwinkeln  ver- 
standen werden  kann,  in  welchen  sich  der  Stern  in  den  beiden  Absehens- 
linien befand ,  oder  einer  dieser  Stundenwinkel  selbst,  und  nehmen  wir 
nur  auf  die  erste  Potenz  der  Strahlenbrechung  Rücksicht,  welches  stets 
ausreicht,  so  ist  a>_fi>^=  1 51  (l  +  ^) 

Schreiben  wir  femer  in  den  Ausdrücken  für  od  —  (Oq,  (^+ A(>  statt  &^  wo 
A(^  die  Wirkung  der  Strahlenbrechung  auf  die  DecUnation  bedeutet,  so 
dürfen  wir  in  denselben  unter  d  die  DecUnation  verstehen ,  die  ohne 
Rücksicht  auf  die  Strahlenbrechung  statt  findet,  und  es  ist  klar,  dass  beides 
At  und  A^  die  Zeichen  bekommen  müssen,  die  statt  finden,  wenn  man 
von  den  wahren  zu  den  scheinbaren  Oertem  übergeht.  Substituiren  wir 
nun  diese  Ausdrücke  in  den  obigen  Ausdruck  für  sin  (cd  —  q>J  ,  so  wird 


sm 


(  \  ^^  J)         . l^C08(<r4-Jl-|-A(nC08( 


/cos  {ä'^X'^A^  COS  (d  —  it-i- A<n 

und  wenn  man  diesen  entwickelt,  bei  der  ersten  Potenz  der  Strahlen- 
brechung stehen  bleibt,  und  auch  das  Product  von  sin^15t  in  die 
Strahlenbrechung  übergeht,  so  ergiebt  sich 

(104)    ....     sin15f  =  +    ,    ^^^-*»)^^ 

^         '  —  /cos  {(f+;i)  cos  (ff-jl) 

wo  f^-—  4 ^'Al  «L.  sin  J  POS  J  a  ^ 

'^  ~  '  Jt    "■"  cos  (J+A)  cos  (iT-A)  ^^ 

ist. 
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40. 
Aus  den  Ausdrucken  (103)  folgt 


sin  (cf+C)  cos  J 
AcJ=— ()COtg((J+f) 

dT  P  sin  (J+C)  cos  rf        ?  8in»((f+ö 

Substituirt  man  diese  in  den  eben  für  F  gefundenen  Ausdruck ,  so  be- 
kommt man  nach  einer  leichten  Reduction 

1-       ■  ^ ^'l  •  "^  cos  (rf+A)  cos  (iT-Jl)  ^  8in*((r+f)  j       '       •       V '  "^; 

Bis  zur  Zenithdistanz  von  60^  bis70<>  herab  kann  man,  ohne  merklichen 
Fehler  befürchten  zu  müssen,  in  bei  Weitem  den  meisten  Fällen,  in  die- 
sem Ausdruck  log  ()  =  6,4380— 10 

annehmen ,  und  für  grössere  Zenithdistanzen  ist  (>  kleiner.  Man  sieht  aus 
diesem  numerischen  Werth,  dass  der  Factor  F  nur  dann  merkliche  Wir- 
kung äussern  kann,  wenn  in  dem  Ausdruck  (105)  desselben  die  Divisoren 
klein  werden,  ohne  dass  zugleich  die  Zähler  klein  oder  kleiner  sind. 
Wenn  nicht  der  Winkel  X  über  die  Maassen  gross  ist,  welches  einen 
wenigstens  eben  so  grossen  Werth  von  /i  bedingt,  so  kann  das  vorletzte 
Glied  in  (105)  nur  in  ganz  besonderen  Fällen  so  gross  werden,  dass  es 
merkliche  Wirkung  äussern  könnte,  weil  sin'Ä  im  Zähler  desselben  vor- 
kommt. Man  wird  aus  diesem  Grunde  dieses  Glied  in  den  meisten  Fällen 
übergehen  können.  Dieses  vorausgesetzt  sei 

t8V'  =  in&ö (^<>«) 

dann  wird 

F=1  +  ()sec> (105*) 

Diesen  einfachen  Ausdruck  habe  ich  schon  im  zweiten  Bande  der 
Astr.  Nachr.  unter  andern  abgeleitet. 

Da  zufolge  des  eben  entwickelten  Ausdrucks  von  F  der  Winkel  X 
keine  oder  doch  nur  geringe  Wirkung  in  dieser  Reduction  äussert,  so 
kann  man  die  Wirkung  der  Strahlenbrechung  auf  «  —  w^  überhaupt  da- 
durch berücksichtigen,  dass  man  in  der  Gleichung  (96)  allenthalben 

F{g-k^)  sralt  g-k^ 
schreibt. 


•  .  f 
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Die  an  die  verschiedenen ,  bei  Einem  Darcbgange*  eines  Sterns  er- 
langten, Werthe  von  d  wegen  der  Strahlenbrechung  anzubringende  Ver- 

,,  *  besserung  kann  auf  die  Grosse  -^  (» — coj  beschränkt  werden,  und  aus 

dem  Ausdruck  (103)  für  A^  findet  man  leicht,  wenn  man  diese  Ver- 
besserung mit  (d)  bezeichnet,  • 

(107)    .    .    (<j)=«^-J5^1^(„-«,)«p^jjM_(«,»«^) 

Wenn  der  beobachtete  Stern  dem  Horizont  nicht  gar  za  nahe  ist, 

so  kann  man  wahrend  des  Durchganges  eines  Sterns  F  sowohl  wie  J^^ 

jedenftills  conslant  annehmen ,  und  Air  den  Stundenwinkel  berechnen, 
.  welcher  dem  Durchgange  des  Sterns  durch  den  Mittel&den  entspricht. 
In  der  Nahe  des  Horizonts  aber,  wo  diese  Annahme  wohl  eine  Ausnahme 
erleiden  könnte,  sind  wiederum  sowohl  die  Strahlenbrechung  selbst  wie 
die  Beobachtuogen  so  unsicher,  dass  es  sich  wohl  nicht  der  Muhe  lohnen 
m(ichte  davon  abzugehen.  Wahrend  eines  solchen  Durchganges  sind 
^  '  daher  immer  noch  die  in  Betracht  kommenden  Unterschiede  der  Stunden- 

winke!  den  entsprechenden  Zeitunterschieden  proportional ,  nur  verhalt 
*  sich  die  Zeit  nicht  zum  Bogen  wie  1  zu  1 6,  und  dieses  Yerhaltniss  ist 

überhaupt  für  verschiedene  Punkte  der  Himmelskugel  anders. 

Es  folgt  aber  hieraus ,  dass  die  Wirkung  der  Strahlenbrechung  auf 
die  Durchgange  der  Sterne  verschwindet,  wenn  die  Absehenslinien,  in 
welchen  beobachtet  wird,  zu  beiden  Seiten  des  mittleren  Fadens  sym- 
metrisch vertheilt  sind,  dass  aber  wohl  eine  merkliche  Wirkung  entstehen 
kann,  wenn  dieses  nicht  der  Fall  ist.  Es  folgt  femer  hieraus,  dass  diese 
Wirkung  unmerklich  ist,  wenn  man  die  Reduction  der  Beobachtungen 
nach  den  Methoden  ausführt,  die  das  Resultat  des  beobachteten  Durch- 
ganges für  das  arithmetische  Mittel  aus  den  Beobachtungszeiten  geben. 
Es  wäre  hier  noch  die  Wirkung  einer  eigenen  Bewegung  des  be- 
obachteten Sterns  auf  das  Resultat  des  a^t  mehreren  Absehenslinien  be- 
obachteten Durchganges  desselben  zu  er(lrtem ,  allein  da  man  diese  Be- 
wegung immer  während  eines  Durchganges  der  Zeit  proportional  an- 
nehmen kann,  so  verschwindet  ihre  Wirkung  in  denselben  bei  der 
Strahlenbrechung  eben  angemerkten  Fällen,  und  ausserdem  ist  ihre  Be- 
rücksichtigung so  einfach,  dass  sie  hier  wohl  nicht  braucht  aus  einander 
gesetzt  zu  werden. 
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42. 
Da  alle,  oder  wenigstens  die  meislen,  der  in  Deutschland  gebauten 
Aequatoreale  so  eingericbtet  sind,  dass  das  Femrohr  in  Bezug  auf  die 
Stundenachse  excentrisch  angebracht  ist,  und  diese  Einrichtung  viele 
Vorzüge  besitzt,  so  muss  derselben  schliesslich  auch  gedacht  werden. 
Natürlich  hat  diese  Anordnung  auf  die  Einstellung  cölestischer  Gegen- 
stände keinen  Einfluss,  allein  sie  kann  auf  die  Einstellungen  terrestri- 
scher Gegenstände  merkliche  Wirkung  äussern.  Nennt  man  die  Ent- 
fernung der  Absehenslinie  des  Femrohrs  von  der  Stundenachse  r,  die 
Entfernung  des  eingestellten  Gegenstandes  von  derselben  K,  und  die 
Entfernung  desselben  von  dem  Punkt,  in  welchem  sich  die  (verlängerte) 
Declinationsachse  und  die  Absehenslinie  schneiden,  R^;  nimmt  man 
ferner  t  und  d'  in  der  Bedeutung  auf,  die  sie  immer  in  dieser  Abhandlung 
gehabt  haben,  und  nennt  die  analogen  Winkel,  unter  welchen  der  Gegen- 
stand von  der  Absehenslinie  aus  gesehen  wird ,  T|  und  d^ ,  so  findet  man 
leicht  die  strengen  Gleichungen 

/?,  cos  ^j  cos  (t  —  Tj)  =  R  cos  0''+  f  sin  (t  —  r,) 
Äj  cos  dj  sin  (r  —  T|)  =  +  r  cos  (r  —  r,) 

R^  sin  d^  =R  sin  d' 

woraus  sich ,  wenn  bios  die  erste  Potenz  von  -^  berücksichtigt  wird, 

ergiebt.  Die  Verbesserung  der  Ablesung  am  Declinationskreise  ist  also 
zwar  Null ,  aber  den  Ablesungen  am  Stundenkreise  muss  die  Grösse 

+ -^  206265".  sec  d' (108) 

hinzugefügt  werden,wenn  (^  wie  in  dieser  Abhandlung  überhaupt  die  durch 
die  Gollimation  c  verbesserte  Ablesung  am  Declinationskreise  bedeutet. 

lieber  die  Anwendung  des  oberen  oder  unteren  Zeichens  dieses 
Ausdrucks  muss  der  Bau  des  Aequatoreals  entscheiden.  Man  denke  sich 
das  Fernrohr  im  Meridian  und  auf  den  Aequator  auf  die  Art  gerichtet, 
dass  beide  Kreise  Null  zeigen  müssen,  befindet  sich  nun  bei  dieser  Ein- 
stellung das  Femrohr  westlich  von  der  Stundenachse,  so  muss  im 
Ausdruck  (108)  immer  das  obere  Zeichen  angewandt  werden,  ist  im 
Gegentheil  das  Aequatoreal  so  gebaut,  dass  in  der  genannten  Einstellung 
sich  das  Fernrohr  östlich  von  der  Stundenachse  befindet,  so  muss  im 
Ausdruck  (108)  immer  das  untere  Zeichen  angewandt  werden. 

Man  erkennt  nun  leicht,  dass  die  Bestimmung  der  Reductions- 
elemente  t  und  k  durch  die  Ausdrücke  (1 7) ,  und  die  des  Azimuths  a 
durch  (35)  oder  (35^)  von  dem  Einfluss  der  Excentricität  des  Fernrohrs 
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ÜBER  DIE  RATIONALITÄT  DER  TANGEiNTEN-VERHÄLTNISSE 

TAUTOZONALER  KRYSTALLFLÄCIIEN. 


§.  1.    Einleltuno^. 

EjS  ist  eine  bekannte  Thalsache,  dass  in  einer  jeden  Krystallreihe 
die  Tangenten  der  gegenseitigen  Neigungswinkel  aller  tautozonalen, 
d.  h.  zu  einer  und  derselben  Zone  gehörigen  Flächen  in  ratio- 
nalen Verhältnissen  zu  einander  stehen."*)  Diese  Thatsache  hat  nicht 
nur  ein  praktisches,  sondern  auch  ein  theoretisches  Interesse.  Sie  ist 
nämlich  von  praktischem  Werthe,  weil  sie  allen  unseren  Ableitungs-Con- 
structionen  zu  Grunde  liegt,  und  weil  sie  uns  bei  der  Berechnung  der 
verschiedenen  Kantenwinkel  einer  und  derselben  Zone  ein  sehr  leichtes 
und  sicheres  Anhalten  gewährt.  Sie  hat  aber  auch  eine  theoretische  Be- 
deutung, weil  sie  uns  lehrt,  dass  das  Verhältniss  der  Grund^Dimensionen 
einer  jeden  Krystallreihe  wohl  am  richtigsten  durch  Quadratwurzelzahlen 
darzustellen  ist,  und  weil  sie  uns  einige  Kriterien  für  die  Beurtheilung 
der  Zulässigkeit  schiefwinkeliger  Axensysteme  darbietet. 

Obgleich  nämlich  die  Nothwendigkeit  eines  irrationalen  Verhältnisses 
der  Grund-Dimensionen  für  die  verschiedenen  Krystallreihen  eines  und 
desselben  Krystallsystems  schon  a  priori  gefolgert  werden  kann ,  weil 
nur  dadurch  jederUebergang  aus  einer Krj^stallreihe  in  die  andere, 
und  das  Zusammenfallen  aller  zu  einem  und  demselben  Systeme 
gehörigen  Krystallreihen  in  einen  einzigen  Complex  commensurabeler 
Formen  unmöglich  gemacht  wird ;  so  lässt  doch  diese  Folgerung  die 
Frage  noch  gänzlich  unbeantwortet,  in  welcher  Weise  jener  irratio- 
nale Charakter  aufzufassen  sei;  ob  es  also  Quadratwurzeln,  Cubik- 
wurzeln ,  oder  irgend  andere  irrationale  Zahlen  sind ,  durch  welche  das 


*)  Es  ist  jedenfalls  nützlich  und  bequem,  für  alle  zu  einer  und  derselben 
Zone  gehörige  Flachen  einen  sie  gemeinschaftlich  begreifenden  Namen  zu  gebrauchen, 
weshalb  ich  sie  tautozonale  Flächen  nenne;  eben  so  verstehe  ich  unter  tauto- 
zonalen Kanten  alle  zu  einer  und  derselben  Zone  gehörigen  Kanten. 
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VcrhäUniss  der  Grund-Dimensionen  dargestellt  werde.  Die  Thatsache 
der  rationalen  Verhältnisse  der  Tangenten  aller  Kantenwinkel  einer  und 
derselben  Zone  macht  es  aber  höchst  wahrscheinlich ,  dass  meist  nur 
Quadratwurzelgrössen  der  Natur  entsprechen  können,  ohne  dass 
jedoch  rationale  Zahlenwerthe  gänzlich  ausgeschlossen  sind ;  ja,  in  den 
schiefwinkeligen  Axensystemen  scheint  es  sogar  möglich ,  dass  die 
Grund-Dimensionen  ein  rationales  Verhältniss  besitzen ,  weil  schon  die 
Verschiedenheit  der  schiefen  Neigungswinkel  der  Axen  die  verschiede- 
nen Krystallreihen  incommensurabel  macht. 

Besonders  aber  dürfte  das  Gesetz  der  Rationalität  der  Tangenten- 
Verhältnisse  eine  theoretische  Wichtigkeit  für  die  Beantwortung  der  Frage 
gewinnen,  ob  den  klinoädrischen  oder  schiefwinkeligen  Krystallsystemen, 
welche  noch  von  so  manchen  ausgezeichneten  Krystallographen  als  blose 
hemiedrische  oder  tetartoSdrische  Modificationen  des  rhombischen  Sy- 
stemes  betrachtet  werden,  eine  wirkliche  Selbstständigkeit  zugestanden 
werden  könne,  oder  nicht.  In  diesen  Systemen  gewinnt  nämlich ,  unter 
Voraussetzung  schiefwinkeliger  Axen,  der  allgemeine  Ausdruck  für 
die  Tangenten  der  Neigungswinkel  tautozonaler  Flächen  eine  solche  Ge- 
stalt, dass  daraus  gewisse  Bedingungen  gefolgert  werden  können, 
unter  denen  die  schiefen  Winkel  der  Axen  und  die  Grund-Dimensionen 
stehen  müssen,  dafem  die  Rationalität  der  Tangenten -Verhältnisse  er- 
halten bleiben  soll.  Da  nun  an  der  Erhaltung  dieses  Gesetzes  auch  in 
dem  monoklinocdrischen  und  triklinoedrischen  Systeme  gar  nicht  ge- 
zweifelt werden  kann,  so  kommt  es  nur  darauf  an,  zu  prüfen,  ob  auch 
jene  Bedingungen  für  die  verschiedenen  Krystallreihen  dieser  Systeme 
wirklich  in  Erfüllung  gebracht  sind.  Sollte  sich  diess  bestätigen,  so 
würde  wohl  eines  der  wesentlichsten  Bedenken  gehoben  sein ,  welches 
vom  krystallographischen  Standpunkte  aus  noch  gegen  die  Anerkennung 
schiefwinkeliger  Axensysteme  geltend  gemacht  werden  kann.  Wir  wer- 
den aber  weiter  unten  an  einigen  Beispielen  zeigen ,  dass  die  Krystall- 
reihen des  monoklinoedrischen  und  triklinoedrischen  Systemes  den  Be- 
dingungen recht  wohl  entsprechen,  weiche  für  die  Elemente  ihrer  Axen- 
systeme gefordert  werden,  und  dass  z.B.  das  Vorkommen  gleich 
geneigter  aber  krystailographisch  und  physikalisch  ungleich- 
wcrthiger  Flächen  in  manchen  Krystallreihen  des  monoklinoödrischen 
Systemes,  wie  des  Orthoklases  und  Pyroxenes,  eine  nothwendige  Folge 
jener  BedinKun^en  ist. 
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So  viel  mir  bekannt,  haben  bis  jetzt  nur  Weiss,  Nenmann  und 
KupfiFer,  diese  drei  Koryphäen  unter  den  Krystallographen,  Beweise  f\ir 
die  Rationah'tät  der  Tangenten -Verhaltnisse  tautozonaler  Kanten winkel 
geliefert.  Da  sie  aber  ihre  Beweisführung  unter  gewissen  beschränkenden 
Bedingungen  gaben,  wie  denn  z.B.  Neumann  nur  auf  orthoedrische  und 
hexagonale  Formen  Rücksieht  nimmt,*)  während  Kupffer,  obgleich  von 
dem  triklinoedrischen  Systeme  ausgehend,  doch  nur  die  Tangenten -Ver- 
hältnisse solcher  Zonen  disculirt,  deren  Zonenlinie  einer  der  Coordinat- 
Ebcnen  parallel  ist,"^)  so  schien  es  mir  nicht  überflüssig,  in  den  fol- 
genden Betrachtungen  denselben  Gegenstand  von  einem  ganz  allge- 
meinen Gesichtspunkte  aus  zu  behandeln. 


§.  2.    Allgemeine  Bedingung  dir  tautozonale  FISchen  in  allen 

Krystallsystemen. 

Wir  denken  uns  ein  beliebiges,  rechtwinkeliges  oder  schiefwinkeliges 
Axensystem ,  und  in  den  drei  Axen  desselben  die  Parameter  der  Grund- 
form, oder  die  Grund-Dimensionen  a,  b  und  c  gegeben,  welche  zu  ein- 
ander in  irgend  einem  rationalen  oder  irrationalen  Verhältnisse  stehen 
mögen.    Dabei  setzen  wir  voraus,  dass  a  in  der  (aufrechten)  Axe  der  x, 
h  in  der  Axe  der  y,  und  c  in  der  Axe  der  z  liege.  Wir  denken  uns  ferner 
zwei  verschiedene ,  in  den  Octanten  der  positiven  Halbaxen    fallende 
Flächen  Fund  F\  durch  welche  die  zu  betrachtende  Zone  bestimmt  wird, 
und  deren  Parameter  Multipla  oder  Submultipla  jener  Grund-Dimensionen 
nach  rationalen  Zahlen  m,  n,  r  und  m',  »',  r  sind,  so  dass  also 
für  die  Fläche  F  die  Parameter  ma,  nb  und  rc, 
für  die  Fläche  F'  die  Parameter  m'a,  nb  und  rc 
gelten.    Diese  rationalen  Zahlen  fn,n  u.  s.w.  sind  bekanntlich  die  Ab- 
leitungszahlen der  Krystallographie,  von  denen  in  der  Wirklichkeit 
allemal  eine  mit  dem  Werthe  1  zu  nehmen  ist. 

Die  Gleichungen  der  beiden  Flächen  F  und  F'  werden  demnach 


a;       .      y       .      s 


ma  nö  rc 


und  A-  +  -V  +  4-  =  1 

ma  nb  rc 


*)  Neumann,  Beiträge  zur  Kryslallonomie,  Heft  I,  <823,  S.  <9  ff. 
**)  Kupffer,  Handbuch  der  rechnenden  Krystallonomie,  4  834,  S.  498  ff. 


t 

« 
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Wir  können  uns  aber  diese  (so  wie  alle  fernerhin  zu  berttcksicbtigenden) 
Flachen ,  ohne  dadurch  die  Allgemeinheit  unserer  Betrachtung  zu  be- 
schränken, auf  den  Mittelpunkt  des  Axensystemes  verlegt  denken, 
und  daher  rechter  Hand  vom  Gleichheitszeichen  0  statt  1  schreiben.' 

Die  Zonenlinie  der  zu  betrachtenden  Zone  ist  nun  keine  andere, 
als  die  gleichfalls  auf  den  Mittelpunkt  verlegte  Durchschnittslinie  der 
beiden  Flächen  F  und  F\   ihre  Gleichungen  werden  daher : 


Ma         m         ^ 
Äc  Ma         ^ 

JL_JL  =  o 


0) 


indem  wir  zur  leichteren  Uebersicht  die  rationalen,  und  für  eine  und 
dieselbe  Zone  constanten  Factoron  von  a,  6  und  c,  nämlich 

inmV— »>)  mitJf 

nn'(rm'—r'm)  mit  iV 

und  rr' (mn'-m'n)  mit  Ä 

bezeichnen.  Diese  Grössen  Jtf ,  N  und  R  sind  es ,  welche  in  der  ganzen 
Zonenleh^e  eine  so  wichtige  Rolle  spielen,  dass  es  zweckmässig  er- 
scheint, sie  mit  einem  besonderen  Namen  zu  belegen,  um  sich  kurz  und 
bestimmt  über  sie  aussprechen  zu  können;  wir  wollen  sie  dem  gemäss 
die  Goäfficienten  der  Zonengleichung  nennen.  Die  Zonengleichung 
aber,  oder  die  Bedingungsgleichung,  welcher  eine  jede  andere,  der 
Zonenlinie  parallele,  und  folglich  derselben  Zone  angehörige 
Fläche  F"  Genüge  leislen  muss ,  ist 

wenn  m\  n  und  r"  die  auf  die  Grund- Dimensionen  a,  h  und  c  bezüg- 
lichen Ableitungszahlen  dieser  dritten  Fläche  bedeuten. 

Da  nun  die  Zonenlinie  auch  als  die  Durchschniltslinie  dieser  Fläche  F 
mit  einer  der  anderen  beiden  Flächen,  z.B.  mit  F,  vorgestellt  werden  kann, 
so  müssen  sich  ihre  Gleichungen  auch  folgendermaassen  schreiben  lassen: 


X 

M'a 

— 

y 

N'b 

= 

0 

z 
R'c 

— 

X 

M'a 

= 

0 

y 

N-b 

— 

z 
'r'c 

= 

0 

- 

(3) 


in  welchen  abermals,  der  leichteren  Uebersicht  wegen, 
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fnfn"{nr — nr)  ^M 

II  /  II  II       \  IkV 

nn  [rm  —  rm)=N 
und  rr"[mn — m"n)  =  R' 
gesetzt  wird.    Die  Zonenlinie  ist  aber  doch  nur  eine  einzige  Linie, 
welche  wir  auf  den  Mittelpunkt  des  Axensystems  verlegt  haben.    Da  es 
nun  bei  solchen  durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Linien  lediglich  auf  das 
Ve  r  h  ä  1 1  n  i  s  s  der  Parameter  ankonoml,  so  muss  nothwendig 

R:M=R:M' 
N:R=N':R 

sein,  wenn  durch  beide  jene  Systeme  von  Gleichungen,  nämlich  durch 
(I)  und  (3)  eine  und  dieselbe  Linie  dargestellt  werden  soll.  Hieraus 
ergiebt  sich  denn  aber  auch  ferner,  dass 

M:N:R  =  3r:N':R' 
oder,  weil  alle  diese  Grössen  rationale  Zahlwerihe  haben ,  dass 

M'=kM,  N'=kN,  R'=kR      (4) 
was  so  viel  bedeutet,  dass  M\  N'  und  R'  Multipla  oder  Submultipla  von 
3/,  N  und  R   nach   irgend   einer  und  derselben    rationalen 
Zahl  fe  sind.*) 

Dieses  ist  ein  allgemeines  Gesetz,  welches  alle  tauto- 
zonalen  Flächen  beherrscht,  und  gänzlich  unabhängig  von  der  Be- 
schaffenheit des  Krystallsystems  ist;  wie  denn  überhaupt  die  bisherigen 
Betrachtungen  für  alle Krystallsysteme  in  gleicherweise  Giltigkeil  haben. 
Dasselbe  lässt  sich  freilich  nicht  mehr  von  den  nun  folgenden  Betrach- 
tungen behaupten. 

Um  nämlich  die  Rationalität  der  Tangenten-Verhältnisse  tautozonaler 
Kantenwinkel  beweisen  zu  können ,  dazu  bedürfen  wir  zuvörderst  des 
allgemeinen  Ausdruckes  für  die  Tangente  des  Neigungswinkels  W  irgend 
zweier  Flächen.  Da  nun  dieser  Ausdruck  in  den  verschiedenen  Krystall- 
systemen,  nach  Maassgabe  ihres  geometrischen  Grundcharakters,  eine 


*)  Man  kann  diess  auch  so  ausdrücken :  die  CoSfGcienten  der  Zonengleichung,  wie 
solche  aus  irgend  zwei  Flächen  einer  Zone  folgen,  sind  gleiche  und  rationale 
Multipla  der,  aus  zwei  beliebigen  anderen  FlUchen  derselben  Zone  abgeleiteten  Coef- 
ßcienten.  Die  Richtigkeit  dieser  Folgerung  wird  übrigens  noch  dadurch  bestätigt,  dass 
je  zwei  der  Gleichungen  M'^=kMy  N'^kN,  oder  /?'=/:/?  für  sich  auf  die  Zonen- 
gleichung (2)  gelangen  lassen ,  welche  daher  auch  aus  diesen  Bedingungen  gefolgert 
werden  kann. 
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sehr  verschiedene  Geslalt  erhalt,  so  dürfte  es  zweckmässig  sein,  unsere 
ferneren  Untersuchungen  für  die  verschiedenen  Kristallsysteme  be- 
sonders durchzuführen. 

§.  3.    RationalitAt  der  Tangenten -Verhaltnisse  in  den  orthoCdrisehen 

Krystallsystemen . 

In  den  orthocdrischen  Krystallsystemen,  also  in  dem  tesseralen, 
tetragonalen  und  rhombischen  Systeme,  sind  alle  drei  Axen  recht- 
winkelig auf  einander,  und  es  bestehen  für  sie  nur  noch  die  Verschie- 
denheiten der  Grund-Dimensionen,  fur  welche  im  Tesseralsysteme 

statt  a:b:c  die  Werthe  1:1:1, 
m  Tetragonalsysteme 

statt  a:b:c  die  Werthe  a:1:1 
Giltigkeit  haben,  während  im  rhombischen  Systeme  die  Ungleichheit  aller 
drei  Dimensionen  ohne  Weiteres,  durch  das  Verhältniss  a:b:c  dargestellt 
wird.  Da  nun  die  fUr  das  tosserale  und  das  tetragonale  System  giltigen 
Dimonsions-Yerhclltnisse  nur  als  besondere  Falle  des  allgemeinen  Ver- 
hältnisses a:b:c  zu  betrachten  sind,  so  wollen  wir  bei  unseren  Betrach- 
tungen zunächst  dieses  Verhaltniss  zu  Grunde  legen. 

Gehen  wir  von  dem  bekannten  Werthe  des  Cosinus  des  Neigungs- 
winkels aus,  welcher  in  einem  rechtwinkeligen  Axensysteme  für  irgend 
zwei,  durch  ihre  Parameter  a,  b  und  c,  a,  6' und  c  bestimmte  Flüchen 

durch  ßQg  ]y  SS  _  __   f^f^'^^'-^ccaa'^bb'cc 


goij:obon  ist,  so  ergieht  sich,  dass  für  zwei  abgeleitete  Krystallflächen 
F  und  Fl  mit  den  Parametern  ma,  nb  und  rc,  ma,  n'b  und  rc,  die  Tan- 
gente ihres  Neigungswinkels  folgenden  Werth  erhalt: 

o  mm  nn  ir  6*+  rr  mm  c*  a*-hnnrr  b*  c*  Q 

worin  3/,  N  und  U  die  Coefficienten  der  durch  F  und  F'  bestimmten 
Zonongloichung  sind.  Bezeichnen  wir  nun  mit  W  den  Neigungswinkel 
der  Flache  F  gegen  eine  dritte  Flache  F"  von  den  Parametern  m'a ,  nb 
und  rc ,  so  folgt  eben  so : 

i..nry  W— ^-  /FVi'-^}v^«l'T/?'V  _     L     VP^ 

wng  ry         mm"nn"a*b*'^rr^mm''c*a*'^nn''rr'b*c*  ""  ^^^    Q' 

worin  M\  N'  und  K  die  Coefficienten  der  durch  F  und  F"  bestimmten 
Zonengleichung  sind.    Nun  sollen  aber  die  drei  Flächen  F,  F'  und  F" 


DER  Tangenten -Yerhältnissr  tautozonaler  Krystallflächbn.      513 

tautozonal  sein;  folglich  muss,  nach  (4)  in  §.  2,  M'^kM,  N'^^kN 
und  /{'=  kR  gesetzt  werden  können,  und  es  wird  daher 

lang  W=  a6c-~7— 

woraus  sich  denn  ergicbt: 

lang  W:  lang  W'=-i-:-^ 

oder,  indem  man  einen  der  drei  Werthe  von  k  einsetzt, 

*  07    *  117'         MM*  NN*  RR' 

lang  W:  lang  W  =  -:-^=-^:^  =  -^:-pr 

welehes  das  gesuchte  Verhältniss  der  Tangenten  in  allen  orthoedrischen 
Krystallsystemen  ist. 

Dieses  Yerhällniss  wird  aber  jedenfalls  rational  sein,  sobald  a,  b 
und  c,  oder  die  Grund-Dimensionen  der  betreffenden  Krystallreihe,  ent- 
weder rationale  Zahlenwerthe  oder  Quadratwurzelwerthe  haben, 
weil  ja  die  Ableitungszahlen  m,  n,  r  u.  s.  w.,  eben  so  wie  die  Grössen 
M  und  M'  lauter  rationale  Zahlenwerthe  haben.  Nun  können  aber  die 
Grund-Dimensionen  wenigstens  nicht  allgemein  durch  rationale  Zahlen 
dargestellt  werden,  weil  dann  zwischen  den  einzelnen  Krystallreihen 
eines  jeden  Systems  alle  Schranken  fallen  würden,  wie  solches  zwar  im 
Tesseralsysteme,  in  den  übrigen  Systemen  aber  gewiss  nicht  der  Fall  ist. 
Da  nun  die  Rationalitat  der  Tangenten -Verhaltnisse  eine  durch  alle  Be- 
obachtungen bestätigte  Thatsache  ist,  so  liefert  sie  auch  den  Beweis  für 
die  Richtigkeit  der  von  Weiss  geltend  gemachten  Ansicht,  dass  die  Grund- 
Dimensionen  der  verschiedenen  orthoedrischen  Krystallreihen  allgemein 
nur  in  Quadratwurzelgrössen  ihren  naturgemässcn  Ausdruck  Gnden  kön- 
nen, ohne  dass  jedoch  rationale  Zahlwertho  ganzlich  ausgeschlossen  sind. 


§.  4.     Cosinus  des  Neigungswinkels  zweier  Flächen  im 

triklinoSdrischen  Krystallsysteme. 

Von  einem  allgemeineren  Gesichtspunkte  aus  lasst  sich  auch  das 
Hexagonalsystem  den  klinoedrischen  Krystallsystemen  beirechnen ,  weil 
dasselbe,  nach  Elimination  der  einen  Nebenaxe,  ein  dreizahliges  Axen- 
svslem  darstellt,  in  welchem  sich  zwei  Goordinat-Ebenen  unter  60® 
schneiden,  während  die  dritte  Ebene  auf  beiden  rechtwinkelig  ist.  Wir 
werden  von  dieser  Ansicht  weiter  unten  Gebrauch  machen,  nachdem  wir 
vorher  die  eigentlich  so  genannten  klinoedrischen  Krystallsysteme  in 
Betrachtung  gezogen  haben. 
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Um  diese  Betrachtan^  möglichst  allgemein  zu  begründen,  beginnen 
wir  mit  dem  trikIino6drischen  Krystallsysteme,  weil  aus  den  Re- 
sultaten ,  auf  welche  wir  in  diesem  Systeme  gelangen ,  auch  diejenigen 
Resultate  gefolgert  werden  können,  welche  im  diklinoedrischen  und 
monoklinoSdrischen  Systeme  Giltigkeit  haben. 

Es  sei  uns  also  eine  triklinoedrische  Krystallreihe  durch  ihre  Axen 
und  durch  die  an  diesen  Axen  anliegenden  Neigungswinkel  der  Co- 
ordinat-Ebenen  A,  B  und  C,  so  wie  durch  die  den  Axen  gegeniiber- 
liegenden  Mittelpunktswinkel  a,  ß  und  y  gegeben;  so  entsteht  uns 
zuvörderst  die  Aufgabe,  den  allgemeinen  Ausdruck  für  die  Tangente 
des  Neigungswinkels  W  irgend  zweier  Flüchen  F  und  F'  zu  finden ,  von 
denen  die  eine  durch  die  Parameter  a,  b  und  c,  die  andere  durch  die 
Parameter  a\  6' und  c' bestimmt  wird.  Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  wollen 
wir  erst  den  Cosinus  dieses  Winkels  aufsuchen,  wobei  wir  uns  der 
bekannten  Methode  bedienen,  den  Cosinus  des  Neigungswinkels  der 
Centro normalen  beider  Flächen,  d.h.  der  aus  dem  Mittelpunkte  des 
Axensystems  auf  sie  geßillten  Normalen,  zu  bestimmen,  welcher  Winkel 
ja  derselbe  ist,  den  die  beiden  Flächen  selbst  mit  einander  bilden.  ^) 

Die  Gleichungen  der  beiden  Flächen  F  und  F  seien  : 

—  -I-  f-  -h  —  =  1     und    -T  H-  -fy  H-  -r  =:  1 

a  0  c  a  b  c 

Nennen  wir  ihre  Centronormalen  Nuud  N[  und  setzen  wir,  die  Gleichungen 
seien:  fü^  ^.    £._J^=o    und^-^=0 

p  q  s  P 

für  N':   4  -  -K  =0    und  -,  -4=0 

p  q  8  P 

SO  ist  in  diesen  Gleichungen 

für  N:  p=:bc  sin*«  —  abB'  —  caC 
q:=ca  sin  ^/?  —  bcC  —  abA 
8:=  ab  sin  ^y  —  caA  —  bcB* 

für  N':  p  =  b'c  sin  2«  -  ab'B  —  c'aC  ^    ^^^ 
^  q  =  ca  sm^ß — bcL  —  abA 

s  =  ab'  sin  V  —  caA' —  b'cB 


*)  Dieses  Problem  ist  zwar  schon  lange  in  den  Lehrbüchern  der  analytischen  Geo- 
metrie so  wie  in  Kupfler's  Handbuch  der  rechnenden  Krystallonomie  S.  48  f . ,  auch 
neuerdings  auf  eine  eigenthümliche  Weise  von  Müller  (in  Poggendorlfs  Aiinaleii,  B.  84, 
S.  439  ff.)  gelöst  worden;  indessen  glauben  wir  es  hier  einschalten  zu  müssen  ,  weil 
wir  es  in  einer,  unserer  Schreibart  der  Gleichungen  entsprechenden,  ziemlich  einfachen 
Weise  zu  lösen  versucht  haben. 
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weDD  wir  nämlich ,  der  leichteren  Uebersicbt  wegen, 

cos  A  sin  ß  sin  y  =  A'  1 
cos  B  sin  y  sin  a^^B'  ^  (6) 
cos  C  sin  a  sin/?=C'  ) 

setzen.    Der  Neigungswinkel  beider  Normalen  bestimmt  sich  aber  aus 
ihren  vorstehenden  Gleichungen,  nach  bekannten  Regeln,  durch 


yV+9'+5"+i9»cos«+«»p  co8/?+Sp9  cosy  >^p'*+g'*+«'*+i9Vco8a+2«yco8/5+ip'g  cosy 


oder  cos  W  =  —7= 


Substituirt  man  in  diesem  Ausdrucke  für  p,  q  und  8,  p\  q  und  8  ihre 
oben  bei  (5)  angegebenen  Werthe,  so  gelangt  man  auf  den  eigentlich 
gesuchten  Werth  von  cos  W.  Es  würde  jedoch  diese  Substitution  eine 
ziemlich  weitläufige  Rechnung  erfordern,  wenn  man  dabei  den  Zahler 
und  Nenner  von  cos  W  ohne  Weiteres  in  ihrer  vorstehenden  Form  zu 
Grunde  legen  wollte.  Weit  schneller  gelangt  man  zum  Ziele,  wenn  man 
vorher  den  ganzen  Ausdruck  von  cos  W  einer  Reduction  unterwirft, 
welche  sich  dadurch  ergiebt,  dass  man  sowohl  den  Zahler  H,  als  auch 
die  beiden  Factoren  K  und  K'  des  Nenners  in  einer  anderen  Weise 
schreibt.    Es  ist  nämlich : 

ll^=p{p''hq  cos  y  +  8  cos  ß)+q  [q  H-  8  cos  a  H- ;/  cos  y)  H-  « («'+ p'  COS  /?  H-  5'  cos  a) 

oder  auch ,  auf  ahnliche  Art  ausgedrückt : 
H  =  p'[p  +  q  cosyH-«  cos/?)  H- ^'(^f +  «  cos« H-p  cos y) +«'(«+/)  cos /? H- ^f  cos a) 

und  es  ist  eben  so : 
K  =  p  {p  +  q  cos  y  +  8  cos  ß)+q{q  +  s  cos  a+p  cos  /)+«(«+/>  cos  ß  +  q  cos  a) ' 
K'=p[p-^  q'cos  y-h8  cos  ß)  H-  q{q+  8  cos  a  H-p' cos  y)  H-  8  [s+p  cos  ß  H-  7  cos  a) 

Sucht  man  nun  zuvörderst  die  eingeklammerten  Grössen  durch 
Substitution  der  obigen  Werthe  von  p,  q,  8,  p\  q  und  8  zu  bestimmen, 
so  findet  man,  wenn 

1  —  cos^a  —  cos*''/? —  cos V H-  2  cos  a  cos ß  cos y  =  £ 
gesetzt  wird, 

p  H-  ^f  cos  Y  '^^  cos  ß  =  6c£ 

^f  H-  «  cos  a  H-  p  cos  y  =  caE 
8  H-p  cos  /?  H-  ^f  cos  a  =  a6£ 
p'-h  5  cos  y  -h  «  cos  ß  =  6  c'ß 
qr'-h  «'  cos  a  -h  p'  cos  y  =  cdE 
$+p  cos  /?  -H  9' CO8  a  SB  a'fr'£ 
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worauf  «cb  denn  ergiebt,  dtat 

U^{pb'e  +  qe'a  +  $a'b')E,  oder  auch  »(p'dr-hf'ra +  ««&;£ 

Kss{pbe  +gem  +$ab)E 
r»  (pW-h  fVa -h  f  a  »Oi^ 
Demgemflsa  redocirt  aich  dw  obige  Auadnick  von  coa  W  aaf : 

oder  auch  coa  fy«   ,  ^''*"r.tf"'.. .    ,  >. J        *"**"      ^' 

y  pöe -%- qea -%- sab  /pW+7?7+7fl'6'  I 


Führt  man  ouo  io  den  einen  oder  anderen  dieser  Ausdrücke  abermals 
^       die  oben  stehenden  Werthe  von  p i  9 1  <»  p«  ?' und  a'  ein ,  so  wird : 
4^ »  MWain>aH-ccWsin>/7H-aa'frfr'sinV— aa'(6c'H-fr'c}  A  — 66'(mh^       B'—ce{itlhHl 
ir  >B  ft'(^ain'a-hc9||^sin'/9-hii^6>8inV— S^frcA  — Si^cair— 2c^ii6C' 
jr»  ft'^c'^ain»«  +  c'»a'»  ain«/J+  a'*6'*  sin  V  —  «aHVA  —  ib'^ea'B-^  2  c  »  a  fc'C' 
in  welchen  Formeln  man  nur  noch  die  bei  (6)  stehenden  Werlhe  von 
A\  IT  und  C  zu  substituiren  braucht,  um  den  definitiven  Ausdruck 
für  cos  W,  als  eine  Function  der  Parameter  beider  Flächen  F  und  F 
und  der  sechs  Grundwinkel  des  Axensystemes  zu  erhalten. 


§.  5.    Tangente  des  Neigungswinkels  zweier  Fliehen  im 

triklinoedriiiehen  Krystallsysleme. 

Aus  dem  zweifachen  Ausdrucke,  auf  welchen  wir  in  §.  4  für  den  Co- 
sinus (los  Neigungswinkels  W  zweier  Flüchen  Fund  F'  gelangt  sind,  nämlich 

aus  p^a  \M7 pfc-t-gca-^sab' 

v/UO    Fr    ■■— i  7^    i|  fit     '    i    tmh 

Ypitc -I- gca  +  tah  yp bc  '^qca't'sab 

und  cos  Wss  --—  -r:.-*^       ^--,^,_^ 


Ypbc  +  qca  +  sab  Yp'b'c-^  ^'cV+  s'ab' 

gohmgou  wir  nun  sehr  leicht  zu  der  Bestimmung  von  cos'W;  indem  wir 
nümlich  diese  beiden  Ausdrücke  mit  einander  multipliciren,  ergiebt  sich: 

cos    IT  —  j^^^  ^  gca'  +  ,a6)  Tp'Vc'+T^ a  +  s'ab') 

woraus  sich  denn  ebenfalls  mit  Leichtigkeit  der  Sinus,  und  endlich  die 
Tangente  von  Wmit  folgendem  Werthe  ergiebt: 

.„^.,  «r        yjjaa'jbc'- b'e)  {gs - qs)  +  bb'jca-'Ca)  {s'p --sp')  +  ccjab'- ab)  {p'q  - p^-)] 
"^"8  ^  —  pb-c-^gca-^sab'  — 

Dieses  ist  ein  einfacher  und  übersichtlicher  Ausdruck  für  die  Tangente 
des  Neigungswinkels  zweier  Flachen,  in  welchem  solche  als  eine  Function 
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der  Parameter  beider  Flächen  und  der  Parameter  ihrer  beiden  Ceotro- 
nur  malen  erscheint.   Man  braucht  nur  noch  für  j),  q,  8,  p\  q  und  8 
ihre  in  §.  4  bei  (5)  stehenden  Werthe  zu  substituiren ,  um  diesen  Aus- 
druck so  umzugestalten,  dass  er  sich  auch  als  eine  Function  der  Winkel 
i4,  B,  C,  a,  ß  und  y  darstellt.  Führt  man  diese  Substitution  aus,  so  ge- 
langt man,  nach  den  erforderlichen  Reductionen  und  unter  Berücksichti- 
gung des  Umstandes,  dass  sin  C  sin  a  sin /?=sin£sin/sina=  sin  A  sin/?  sin/ 
ist,  zuvörderst  auf  die  Werthe  von 
q8  —  q8^ sin*i4  sin^/J sin V  \_aa[bc —  b'c)  +bb'{ca  —  ca)  cos y  +  cc{ab' —  ab)  cos/S] 
8p  —  8p  ^ sin  'B  sin ^;^ sin •« [bb'{ca  —  ca)  +  cc{ab' —  ab) cos a  +  aa{bc  —  b'c)  cos  y] 
pq  — ppj ^ sin'C sin*a sin '^ß [cc  {ab' —  ab)  +  aa'{bc' —  b'c) cos ß  +  bb'{ca —  ca) cos a] 
und  dann  auf  folgenden  definitiven  Ausdruck: 

4r.   aW sin  A  sin ß  Bin y  /(aW'+ 9^+ 9t*+  «3)191  cos y  +  IfftTl  cosß -^t^fft  cos«) 

lang  n  —  ii^g|n«y+<i.ao"iinV  +  66V8ia«a-W(6c^6'c^^ 

oder  lang  W  =  «^"-^^'"^«'"y  >^p 

in  welchem ,  der  besseren  Uebersicht  wegen ,  einstweilen 

aa'{bc'—b'c)  =3» 
bb'{ca  —  ca)  =91 
cc{ab'—ab)    =« 


und,  wie  oben  in  §.  4, 


gesetzt  worden  ist. 


cos  A  sin/9sin;^  =  A' 
cos  B  sin  y  sin  a^s^ff 
cos  C  sin  a  sin/?  SS  C 


§.  6.  Verhältniss  der  Tangenten  zweier  tautozonaler  Kanten  im 

triklino^drischen  Krystallsysteme. 

Aus  dem  allgemeinen  Ausdrucke  für  tang  W  Ir&sst  sich  nun  leicht 
das  Verhältniss  bestimmen,  in  welchem  die  Tangenten  irgend 
zweier  tautozonaler  Kanten  zu  einander  stehen  müssen.  Wie  sich 
Cimlich  für  die  beiden  Flächen  F  und  F' 

lang  \y  —  ^^^'^jn «y  +  cc'^' sio  V  +  66'cc'sin*a  -  aa'(6c'+  b'c)A''-  66'(ca'+  c'a)B'-  cc'(ad'+  o'6)C' 
sin  i4  sin  /9  siny  Y?        /«v 

bestimmt,  so  wird  ftlr  den  Neigungswinkel  W  der  ersten  Flache  F  zu 
irgend  einer  dritten  Flache  F\   deren  Parameter  a\  b"  und  c  sind: 
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.         www, litt it  Bio ^  sin y|>^(»'»^9l'»^y*-^ay8l' 001  y^»»Wco8/g-f>«9iycai«) 

lang  fr        aa"W8inV  +  «faa"8lnV  +  W-cersin'a  -  aar{bd''¥  ft^c)^'-  6ft"(ca'+  cTäiB'--  cd" [aif -%- ^)C' 

sin  il  sin  /?  sin  y  yP 

in  welchem  Ausdrucke,  der  besseren  Uebersicht  wegen, 

flik-'(6c'— ftV)=a«' 
66-'(ca'- c'a)  =  5»' 

gesetzt  ist,  während  K,  B  und  C  dieselbe  Bedeutung  haben ,  wie  zu 
Ende  des  vorhergehenden  Paragraphen. 

Sollen  nun  aber  die  drei  Flächen  F,  F'  und  F'tautozonal  sein, 
so  wird  für  sie,  auf  ähnliche  Weise  wie  solches  in  §.  2  gezeigt  wurde, 
nothwendig  erfordert,  dass 

g»'=fcgR,  3fi'=fe(R,  gi'=fe«; 

folglich  wird 

tangTr=*''"^^y^^^^     (9) 

woraus  sich  denn  endlich  flllr  die  Tangenten  der  beiden  tautozonalen 
Winkel  Yf  und  Yf'  das  Verhältniss  ergiebt : 

tangW:tangW'=l:-|r 

Jetzt  müssen  wir  noch  die  gefundenen  Resultate  in  einer,  unserer 
krystallographischen  Ableitungsmcthode  entsprechenden  Weise  schreiben, 
indem  wir  die' drei  Flächen  F,  F  und  F*  als  abgeleitete  Flächen 
auf  irgend  eine,  durch  das  Partimeler -Verhältniss  a:6:c  bestimmte 
Grundform  beziehen.    Zu  dem  Ende  haben  wir 

für  a,  6  und  c  die  Grössen  ma,  nb  und  rc, 
für  a,  b'  und  c  die  Grössen  ma,  nb  und  rc, 
für   a\  b" und  c   die  Grössen   m'a ,  nb  und  rc 

einzusetzen;  dadurch  wird  zuvörderst: 

m  =  a'bcM'  m  =  b'caN'  9i  =  c^abR 

in  welchen  Werthen  M,  N  und  Ä,  M',  N'  und  Ä'  die  oben  in  §.  2 
stehenden  C  o  e  f  f  i  c  i  e  n  t  e  n  der  Zonengleichung  sind.  Nach  erfolgter 
Substitution  dieser  Werthe  erhalten  wir  für  die  im  Zähler  und  Nenner 
der  beiden  Tangentenwerthe  (8)  und  (9)  stehenden  Grössen 

P=  {^M^+  fe^iV^H-  cW+  iabMNcosr  +  icaRMcoBß+ibcNR  cos  a)a^6'r 
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3  =  mmnna%^  sin  V  H-  rr'mm  c^a^  sin*/?  +  nnrr'V^c^  sin*«  —  mma^  [nr-^  nr)  bcA 

—  nnb^  {rrn  +  rm)  caB'-^  rr'c*  (mn  +  tnn)  ahC 
3'=  mm'nna^b^  sinV + rr'mm"  c^a*  sin*/?  +  nnrr'b^c^  sin*«  —  mfna^{^r"+  nr)  bcA' 

—  nnb^  {nn"+  rm)  caB' —  rr'c^  {mn+  m"n)  abC 

und  schliesslich,  als  definitiven  Ausdruck  für  das  gesuchte  Tan- 
genten-Verhültniss  : 

U,„g  W  U,„g  .r=  A  :»:  =  -«.:»:=  i  :  -J 

in  welchem  Q  und  0'  die  bei  (10)  stehenden  Werthe  haben,  in  Betreff 
welcher  nur  noch  die  in  §.  4  bei  (6)  angegebene  Bedeutung  der  Buch- 
slaben A\  B'  und  C  zu  berücksichtigen  ist. 

Hiermit  hätten  wir  denn  eine  Basis  gewonnen,  auf  welche  wir 
unsere  ferneren  Betrachtungen  zu  gründen  haben.  Wir  könnton  nun  so- 
fort zur  Erörterung  der  Bedingungen  verschreiten,  unter  welchen  die 
Werthe  von  Q  und  0  im  triklinoedrischen  Systeme  rational  sein  werden, 
verschieben  jedoch  diese  Betrachtung  auf  einen  der  folgenden  Paragra- 
phen ,  um  zunächst  aus  den  gewonnenen  Resultaten  die  Rationalität  der 
Tangenten -Verhältnisse  für  das  monoklinoedrische  und  diklinoedrische 
System  zu  erschliessen. 

§.  7.    Bedingung  ftlr  die  Rationalität  der  Tangenten -Verhftitnisse 

im  monokiino^drischen  Krystallsysteme. 

Wollen  wir  die  in  §.  6  gefundenen  Resultate  für  das  monoklinoe- 
drische Krystallsystem  benutzen,  so  haben  wir  zu  berücksichtigen,  dass 
in  diesem  Systeme  A  =  90^       « =  90 ® 

ß  =  90ö       /?  =  90ö 
und  y=C 
ist.  Führen  wir  diese  Werthe  in  dem  allgemeinen  Ausdrucke  von  tang  W 
ein ,  so  crgiebt  sich 

lang  n  —  ,,„^.^^'^.  ^t  ^jj, t^  ^  rr'mm'c^ a*+  nnrrV c»-  rr'<^  (fmi'+  mn)  ab  cos  C 

abc  sin  C  yv 

~  Q 

Setzt  man  hierin  M\  N'  und  B\  oder  kM,  kN  und  kB  statt  M,  N  und  Ä, 

so  wie  7n\  n  und  r"  statt  m\  n  und  r',  so  erhält  man  den  Ausdruck  von 

^^  yy, _     abck  sin  C  /(oM/*+  6'N*+  c^B^-^iabMN  cos  C) 

lang  »>  «rm'W'a'6*sTn'C+rr*ÄV^a^ 

____  abc  k  sin  C  yp 

Q' 


(10) 
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und  findet  demnach  für  die  beiden,  das  Tangenten-Verhallniss  wesenl- 
lieh  bestioiinenden  Grössen  Q  und  Q'  die  Werthe : 

Q  =  tnrnnna^ b^ sin 'C + rr'mm(? a?  +nnWb^c^ — rr'<? [mn  -H m'n) ah  cos C 
0'=  mm'nna^^sin^C+irmfnc^a^+nnfrb^c^ — rr(^{fnn  -i-m'njab  cos C 

In  diesen  beiden  Werthen  stehen  lauter  rationale  Grössen ,  mit 
alleiniger  Ausnahme  des  noch  zweifelhaften  Productes  ab  cos  C.  Die 
Bedingung  für  die  Rationalitat  der  Tangenten -Verhaltnisse  wird  also  für 
das  roonokh'no6drische  Krystallsystem  darin  gegeben  sein,  dass  das 
Product  a6cosC  einen  rationalen  Zahlwerth  liefern  muss.  Wir 
können  mit  KupflFer,  welcher  zuerst  auf  dieses  Resultat  gelangte ,  *)  die- 
selbe Bedingung  auch  in  der  Weise  erfüllt  denken ,  dass  b  cos  C  =  ha 
sein  muss,  wobei  h  eine  rationale  Zahl  ist.  Damit  wäre  uns  denn  ein 
bestimmtes  Vcrhaltniss  angezeigt,  welches  zwischen  den  beiden  Linear- 
Dimensionen  a  und  b,  oder  zwischen  der  Hauptaxe  und  Klinodiagonale 
der  Grundform,  und  dem  schiefen  Neigungswinkel  C  obwalten  muss. 
Fallen  wir  nämlich  von  dem  Endpunkte  der  Klinodiagonale  6  eine  Nor- 
male auf  die  Hauptaxe  a,  so  muss  der  durch  solche  Normale  abge- 
schnittene Theil  der  Hauptaxe  (denn  das  ist  6cosC)  ein  rationaler  Bruch- 
theil  von  dieser  Hauptaxe  sein.  Dabei  scheint  jedoch,  nach  Analogie 
anderer  in  der  Krvstallwelt  herrschender  Zahlen,  für  h  nicht  nur  ein 
rationaler,  sondern  auch  ein  ziemlich  einfacher  Bruchwerth  ge- 
fordert zu  werden,  weil  sich  bei  Zulassung  sehr  complicirter,  d.  h.  sol- 
cher Bruchwerthe,  deren  Zllhler  und  Nenner  durch  grosse  Zahlen 
dargestellt  werden,  jedenfalls  ein  der  Beobachtung  entsprechender 
rationaler  Niiherungswcrth  von  h  auffinden  lassen  würde. 

Wir  wollen  nun  an  einer  Anzahl  von  Beispielen  versuchen,  wie  weil 
dieses  Gesetz  in  einigen  monoklinoedrischen  Krystallreihcn  erfüllt  ist. 

Im  Glaubersalze  ist  nach  den  Messungen  von  Mohs  *. 
a:6  =  1, 109:1  und  C^1^2^  15' 
folglich  wird  b  cos  C  =  0,2749  a ,  oder  h  =11. 

Im  Glaube  rite  ist  nach  Messungen  von  Phillips  und  mir: 
a:6  =  0,8381:1  und  f:  =  68H6' 

folglich  wird  6  cos C  =  0,441  Sa,  oder  A  =  4. 


*)  Hfindbuch  der  rechnenden  Krystallonomie  S.  504. 
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Im  Eisenvitriole  ist  nach  den  von  Miller  mitgetheilten  Winkeln: 
a:6  =  1,3H:1  und  C=75o40' 
folglich  wird  6  cos  C  =  0,1 8883  a,  oder  A  =  4i. 
In  der  Kupferlasur  ist  nach  den  Messungen  von  Mohs: 
a:6  =  2,079:1  undC  =  87o39' 
folglich  wird  6  cos  C=  0,0197a,  oder  h  =  -^^. 
Im  Rothbleierze  ist  nach  den  Messungen  von  Kupifer: 
a:6  =  0,9568:1  und  C  =  78M' 
folglich  wird  6  cos C  =  0,21 7 a ,  oder  A  =:^ . 
Im  Gypse  ist  nach  den  von  Miller  angegebenen  Winkeln: 
a: 6  =  0,5981:1  und  C=  80^36' 
folglich  wird  b  cos  C  =  0,2731  a,  oder  A  =  iV- 
Im  Lazulithe  ist  nach  den  Messungen  von  Prüfer: 
a:6=1,755:1  und  C=88o2' 
folglich  wird  6  cos  C= 0,01 956  a,  oder  A  =  TrV- 
Im  Laumontite  ist,  wenn  wir  in  Miller's  Figur  w=  ooP,  ^:sOPund 
r  =  — P  setzen ,  nach  seinen  Winkelangaben : 
a:6  =  0,5171:1  undC=68o40' 
folglich  wird  6  cos  C  =  0,703  a ,  oder  A  =  ^V  • 
Im  T  i  t  a  n  i  t  e  ist  nach  den  Messungen  von  Gustav  Rose : 
a:6  =  1,537:1  und  C=85«6' 
folglich  wird  6  cosC=  0,05557  a,  oder  A  =  ^. 
Im  Amphibole  ist  nach  den  Messungen  von  Phillips: 
a:6  =  0,5401:1  und  C=75M0' 
folglich  wird  6  cos  C=  0,474  a,  oder  A  =  tV- 

Im  KI ino chlor  ist  nach  den  Messungen  v.  Kokscharow's ,  wenn  wir 
die  von  ihm  mit  o  bezeichneten  Flächen  =  ooP,  und  die  mit  M  bezeich- 
neten Flächen  ^  P  setzen : 

a:6  =  1, 354:1  und  C  =  76«4' 

folglich  wird  b  cos  C  =  0, 1 779  a ,  oder  A  =  ^^ . 
Im  Freie  sie  benite  ist  nach  den  Messungen  von  Miller: 
a:6  =  1, 580:1  undC  =  87o46' 

folglich  wird  6  cos  C=:  0,02467  a,  oder  A  =  V(r- 
Im  monoklinoedrischen  Schwefel  ist  nach  Mitscherlich's  Mes- 
sungen:    ^.j^Q9923.>|  undC=84oi4' 

folglich  wird  b  cos C  =  0,1 012a,  oder  A  =  ^V • 

Abh«Ddl.  d.  K.  8.  Ges.  d.WiMeosch.  IV.  37 
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Diese  Beispiele,  in  welchen  meistentheils  der  Wertb  voa  h  den  Be- 
obachtungen sehr  genau  entspricht,  dürften  wohl  hinreichen,  um  die 
Reah'lät  monoklinoädrischer  Axensysteme  darzuthun.  Für  den  Pyroxen 
und  für  gewisse  Vanetäten  des  Orthoklases  muss  das  einfache  Ge- 
setz h:=^  Giltigkeit  haben,  wie  die  Zwillingskrystalle  des  Fassaites 
und  jene  des  Feldspathes  von  Elba  beweisen.  Uebrigens  würde  uns 
in  dem  Gesetze  b  cos  C^^ha  auch  eine  Art  von  Controle  für  die  Richtig- 
keit der  Messungen  geboten  sein. 


§.  8.    Bedingungen  ftlr  die  Rationalittt  der  Tangenten  -Verhältnisse 

im  diklinoedrischen  Krystallsysteme. 

Da  im  diklinoSdrischen  Krystallsysteme  A=  90^  ist,  während 
B,  C,  a,  ß  und  y  schiefe  Winkel  sind,  so  erhalten  wir  ftir  Q  und  Q 
folgende  Werthe : 

Q  WB  nm'fmo? 6*  sin  *y  +  rrmm'i? a* sin •/? -h  tw'rrV c*sin*«  —  nrUf  (rm'-h  r'm)  ca  cosB  sin« 

—  rr'c* (mn'-h m'n)  ab  cos  C  siocC 
(^'«s  mm'WVi»  sinV+rr''mmVa*8inV+nnV'Vc*  sin*a-nn'V(rm^^ 

—  rr"(^  {mn^'h  m'n)  ab  cos  C  sine ij 

Diese  Werthe  enthalten  lauter  unzweifelhaft  rationale  Grössen,  mit  Aus- 
nahme der  beiden  Producte  ca  cosB  sin  y  sin  a  und  ab  cos  C  sin  a  sin  ß. 
Soll  also  die  Rationalität  der  Tangenten -Verhältnisse  auch  in  diesem 
Krystallsysteme  bestehen,  so  müssen  den  Producten  ca  cos  B  sin  /  sin  a 
und  ab  cos  C  sin  a  sin  ß  rationale  Zahlwerthe  entsprechen.  Wir  wolleo  t 
diess  für  die  Kryslallreibe  des  unterschwefeligsauren  Kalkes  prüfen,  vod 
welcher  uns  Milscherlich  sehr  genaue  Messungen  geliefert  hat.  Aus 
seinen  Messungen  ergeben  sich  folgende  Elemente : 

a:6;c=1,533:1:0.7849 
ß=   98«21         a^   87*25' 
C  =  107     2         /?=;=  98    44 

y=107    13 

aus  diesen  Elementen  des  Axensystems  folgt  aber : 

ca  cos  B  sin  y  sina=^  0,1 667  s=  ^ 
ab  cos  C  sin  a  sin  ß  =s  0,4434  ==  f 


DEB  Tangenten  "VEBHÄLTifissE  tautozonaler  Krystallplachen.      523 

Wir  erbalteD  also  wirklich  ein  paar  sehr  einfache  rationale  Zahl- 
werthe  mit  einer  Genauigkeit,  welche  gar  nichts  zu  wtlnschen  übrig  Idsst, 
indem  die  gemessenen  Winkel  nur  um  1  bis  2'  geändert  zu  werden 
brauchen,  um  jene  Producte  genau  auf  die  Zahlen  ^  und  ^  zu  bringen. 
Demnach  sind  wir  wohl  berechtigt,  das  von  Mitscherlich  für  den  unter- 
schwefeligsauren  Kalk  eingeführte  Axensystem  als  hinreichend  be- 
gründet anzusehen. 

Es  scheinen  aber  auch  die  Producte  ca  sin  y  sin  a  und  ab  sin  a  sin  ß 
für  sich  rationalen  Zahlen  zu  entsprechen ;  denn  man  findet 

ca  sin  ;^  sin  a  ^  1 ,1 48 ,  oder  sehr  nahe  =  |{ 
ab  sin  a  sin  /?  ^  1 ,51 4 ,  oder  sehr  nahe  ^  ^ 

woraus  denn  weiter  folgen  würde,  dass  auch  cos  B  und  cos  C  rationale 
Werthe  haben ;  denn 

wenn  ff  cos  ß  =  ^ ,  so  ist  cos  ß  =  ^-g , 

und  wenn  |4-  cos  C  =  f ,  so  ist  cos  C  =  :J-f ; 

hiernach  findet  man  £=107»  1',  und  Ä  =  98«  20',  was  bis  auf  V  mit 
den  von  Mitscherlich  gemessenen  Winkeln  übereinstimmt. 

Noch  genauer  wird  auch  das  Product  bc  sin  /?  sin  y  durch  eine  ratio- 
nale Zahl  ausgedrückt;  man  findet  nämlich 

bc  sin/?  sin y=  0,741 3,  oder  =^-f 

Diess  würde  zur  Berechnung  der  Linear-Dimensionen  a,  b  und  c  ge- 
langen lassen,  indem  man  das  Product  aus  ca  sin  y  sin  a  und  ab  sin  a  sin  ß 
durch  bc  smßsiny  dividirt,  dabei  deren  Werthe  -f-J ,  jt^  und  ff  zu  Grunde 
legt,  und  so  zuvörderst  die  Grösse  a  sina,  dann  aber,  durch  Division 
mit  a  sina,  die  Grössen  b  sin/9  und  c  siny  bestimmt,  und  endlich,  durch 
Division  dieser  drei  Grössen  beziehendlich  mit  sin  a,  sin  ß  und  sin  y,  die 
Werthe  von  a,  b  und  c  findet.  Führt  man  diese  Rechnung  aus,  so  er- 
hält man 

fl:  6: 0=1,5370:1,0006:0.7843 

was  äusserst  wenig  von  demjenigen  Verhältnisse  abweicht,  welches  aus 
den  Messungen  von  Mitscherlich  folgt. 
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§.  9.    Bedingungen  fbr  die  Ralionalitit  der  Tangeoteo  -VerbiltBitse 

im  triklinoCdrischen  KrysUlUysteme. 

Für  die  triUinogdrischen  Krystallreihen  werden  die  in  §.  6  bei  (10) 
stehenden  Werthe  von  Q  und  Q  anmittelbare  GiUigkeit  haben,  und 
man  ersieht  aus  diesen  Werthen  sogleich ,  dass  die  Rationalität  der 
Tangenten -Verhältnisse  nur  dann  bestehen  kann,  wenn  jedes  der  drei 
Producte  j^^'^  oder  bc  cos  A  sin  ß  sin  y 

caß',  oder  ca  cos  B  sin  /  sin  a 
und  abC'j  oder  ab  cos  C  sin  a  sin  ß 

fUr  sich  einen  rationalen  Zahlwerth  hat.  Wir  gelangen  also  in  diesem 
Krystallsysteme  auf  drei  Bedingungen  von  derselben  Art,  wie  deren 
im  diklinoedrischen  Systeme  nur  zwei  erfüllt  zu  sein  brauchen,  und 
es  kommt  blos  noch  darauf  an,  ein  paar  der  bekannten  Iriklinoedrischen 
Krystallreihen  darauf  zu  prüfen ,  ob  diese  Bedingungen  für  sie  wirklich 
in  Erfüllung  gebracht  sind.  Wir  wählen  dazu  die  Krystallreihen  des 
Albites  und  Anorthites. 

Prüfung  der  Krystalireihe  des  Albites. 

Aus  den  von  G.  Rose  mitgetheilten  Messungen  ergeben  sieh  fiir 
den  Albit  folgende  Elemente : 

a:fc:c  =  0,887:1:1.627 

A  =  88o39'        a  =  86«45' 

/?  =  86   24         /?=85  20 

C  =  63   34         y  =  63   25 

Aus  diesen  Elementen  folgt: 


bc  cos  A  s 
ca  cos  B  s 
ab  cos  C  s 

Es  ist  nun  merkwürd 


in/?siny  =  0,0:Un=  gV 
my  sin«  =  0,0809  =  jV 
in«  sin/?  =0,3929    =  Ji 

ig,  dass  auch  hier  wiederum  die  Producte 
bc  sin  ß  sin  y,  ca  sin  y  sin  a  und  ab  sin  a  sin  ß  sehr  nahe  durch  ratio- 
nale Zahlen  dargestellt  werden;  man  lindct  nUmlich: 

bc  sin  ß  sin  y  =  1 ,452  =  4| 

ca  sin  y  sin  «  =  1 ,288  =  J  9 

ab  sin  a  sin  ß  =  0,883  =-H 
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woraus  denn  folgen  würde,  dass  auch  cos  A ,  cos  B  und  cos  C  fUr  sich 
rationale  Werthe  haben;  in  der  That  wird 

cosA  =  ^^^,  cosß  =  -|Vi  cosC  =  4-- 
Berechnet  man  nach  diesen  Werthen  die  Winkel ,  so  ergiebt  sich 

i4  =  880  38',    Ä  =  86«25\    C  =  63ö37' 
welche  nur  una  1  bis  3'  von  denen   der  Beobachtung  entsprechenden 
Winkeln  abweichen. 

Die  Linear-Dimensionen  bestimmen  sich ,  auf  ähnliche  Wöise  wie 
im  diklinoödrischen  Systeme: 

a:6:c  =  0,89l7:1,001:1,629 
was  ebenfalls  den  Beobachtungen  sehr  nahe  entspricht. 

Prüfung  der  Krystallreihe  des  Anorthites. 

Aus  den  von  G.  Rose  angestellten  Messungen  bestimmen  sich  als 
Elemente  dieser  Krystallreihe: 

a:6:c  =  0,866:1:^570 
A  =  87o    0'         a=:88*42' 
£  =  85    48         /?=86    48 
C=63    37  y  =  63    25 

Aus  diesen  Elementen  folgt : 

bc  cos  A  sin  /?  sin  y  =  0,07358  =  ^ 
ca  cos  B  sin  y  sin  a  =  0,08928  =  ^y^ 
ab  cos  C  sin«  sin  /?  =  0,3841    =iV 

Auch  die  Producte  bc  sin  ß  siny  u.  s.w.  lassen  sich  recht  genau  durch 
rationale  Zahlen  darstellen ;  es  wird  nämlich 

bc  sin  ß  sin  y  =s  1 ,406    =  ^ 
ca  sin  y  sin  a  =  1 .21 9    =  V 

a6sina  sin /9=  0,8644  =H 
Daraus  ergiebt  sich  denn 

COsA  =  tV»    COSÄ  =  :iV,    COsCsxcf 

welchen  die  Winkelwerthe 

i4  =  86ö59',  ß  =  85^48',  C=63«37' 

entsprechen,  die  mit  den  beobachteten  Winkeln  vollkommen  überein- 
stimmen. Die  Verhaltnisse  beider  Krystallreihen  beweisen  aber  jeden- 
falls so  viel ,  dass  das  allgemeioe  Gesetz  der  Rationalität  der  Tangenten 
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toatozcmaler  Kanten  anch  in  ihnen  erhalten  bleibt,  ^nrenn  sie  auf 
schiefwinkelige  Axensysteme  bezogen,  d.h.  als  triklino6drische 
Krystallreihen  betrachtet  werden. 


§.  1 0.   Bedingung  flir  die  Rationalilit  der  Tangenten  - VerfailtaisM 

Im  hexagonalen  Rrystalbysteme. 

Die  in  §.  6  gefundenen  Resoltate  lassen  sich  auch  benutzen,  am 
die  Bedingung  zu  finden ,  welche  im  Hezagonalsysteme  für  die  Ratio- 
nah'tät  der  Tangenten -Verhältnisse  gefordert  wird,  hi  diesem  Systeme 
ist  nämlich  As=:60^         a=60^ 

£  =  90  /;=90 

Cb90  r^90 

Setzt  man  diese  Werthe  in  den  allgemeinen  Ausdruck  von  Tangente  W, 
so  findet  man : 

wng  Ff  —  I M»'frVc'VaflMi'(9fM V  -I-  SrrV  - nr'be  -  mrbe)a*  Q 

Der  Ausdruck  für  tang  W  folgt  aus  dem  vorstehenden ,  wenn  man  darin 
M\  N'  and  IT,  oder  auch  kM,  kN  und  kR  statt  M,  /\r  und  A,  so  wie 
tn,  n  und  r  statt  m\  n'  und  r  schreibt.   Man  erhalt  so : 

Die  beiden  Grössen  Q  und  Qf,  durch  welche  das  Verhältniss  dieser  Tan- 
genten wesentlich  bestimmt  wird,  bestehen  nun  aber  aus  lauter  ratio- 
nalen Factoren,  sobald  das  Productftc  rational  ist.  Diese  Be- 
dingung wird  jedenfalls  erfüllt  sein,  wenn  6  =  c,  d.h.  wenn  die  Neben- 
axen  einander  gleich  sind.  Bekanntlich  findet  aber  diese  Gleichheit  der 
Nebenaxen  im  Hexagonalsysteme  wirklich  Statt;  folglich  ist  auch  in  ihm 
die  Rationalität  der  Tangenten -Verhaltnisse  tautozonaler  Kanten  durch- 
weg in  Erfüllung  gebracht. 

Wenn  wir  mit  Miller,  dem  sich  auch  später  Pettko  angeschlosscD 
hat,"^)  die  hexagonalen  Formen  nicht  auf  das  gewöhnliche  vierzähUge 


*)  In  HaidiDgei^s  Natarwissenschaftlicheo  Abhandlangeil ,  B.  lY,  4  851,  i.  Abth. 
S.  I6ff.  Bekanntlich  hat  Miller  dieselbe  Ansicht  schon  im  Jahre  4839,  in  seinem  Treatue 
on  CrystaUography,  durchgeführt,  nachdem  sich  Grassmann  bereits  im  Jahre  18t9,  in 
seinem  Werke :  Zar  physischen  Krystallonomie,  Heft  I,  S.  II 4  ff.  für  sie  erklärt  hatte. 
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Axensystem,  sondern  auf  ein  schiefwinkelig- dreizähliges  Axensystem 
beziehen  wollen,  dessen  Axen  unter  einander  gleich  geneigt  und 
gleich  gross  sind,  so  erhalten  wir  folgende  Elemente:  es  ist 

6  =  c  =  a  =  1, 

J5=C=A,  und/?=y  =  a. 

Setzen  wir  diese  Werthe  in  den  allgemeinen  Ausdruck  von  tangW,  so  wird 

8  mm'ftfi'-f-  rtmm'Jk'  nntr'—  cos  A  [ifim'(iir'+  nV)  J^wC^tm^^  r'm)  +  fr'(mii'+  m'n)] 

und  man  sieht  leicht,  wie  die  Bedingung  fUr  die  Rationalität  der  Tan- 
genten-Verhältnisse tautozonaler  Kanten  wesentlich  darauf  hinaus- 
läuft, dass  cos  A  einen  rationalen  Zahlwerth  haben  muss.  Diese 
Bedingung  ist  aber  wirklich  erfüllt,  sobald  die  auf  den  Mittelpunkt  ver- 
legten Polkanten  eines  der  vorhandenen  RhomboSder  als  Axen 
zu  Grunde  gelegt  werden. 


§.11.    Folgerung  und  Beispiel  der  Anwendung. 

Wir  haben  nun  unser  Problem  durch  alle  Krystallsysteme  verfolgt, 
und  sind  dabei  auf  die  Resultate  gelangt,  dass  in  dem  tesseralen. 
tetragonalen,  rhombischen  und  hexagonalen  Systeme  die 
Rationalität  der  Tangenten -Verhältnisse  (wie  schon  früher  bekannt  war) 
an  sehr  einfache  Bedingungen  geknüpft  ist,  während  in  den  kli- 
noedrischen  Systemen  etwas  complicirtere  und  auch  um  so 
mehre  Bedingungen  erfüllt  sein  müssen ,  je  unregelmässiger  der  geo- 
metrische Grundcharakter  derselben  ist.  Wir  haben  aber  an  einigen  Bei- 
spielen gezeigt,  dass  diese  Bedingungen  wirklich  erfüllt  sind, 
und  glauben  dadurch  eines  von  denjenigen  Bedenken  beseitigt  zu 
haben,  welche  gegen  die  Annahme  schiefwinkeliger  Axensysteme 
geltend  gemacht  werden  könnten. 

Dass  und  wie  übrigens  die  gefundenen  Resultate  bei  der  Berech- 
nung tautozonaler  Kanten  zu  benutzen  sind ,  diess  mag  beispielsweise 
an  einer  der  wichtigsten  Zonen  des  Tesseralsystems ,  nämlich  an  der 
Diagonalzone  des  Oktaeders  erläutert  werden. 

Da  in  diesem  Krystallsysteme  die  Grund -Dimensionen  das  Verhält- 
niss  1 : 1 : 1  haben,  so  erhält  der  in  §.  3  stehende  Ausdruck  fUr  tang W  fol- 
genden Werth :  tan«  W=        Vi^'^-N'-i-iP 
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Es  ist  jedoch  zwedcmBssig,  ihn  folgendermaassen  zu  schreiben: 

^  aa  bb -^  ce  aa '¥' bb  cc 

weil  die  in  der  Bezeichnung  der  Formen  gebrauchten  Ableitungszahlen 
mundn  bald  auf  diese,  bald  auf  jene  Axe  zu  beziehen  sind,  und  daher  die 
Ableitungszahlen  besser  ganz  allgemein  durch  die  Buchstaben  o,  b  und  c, 
a\  V  und  c  dargestellt  werden,  je  nachdem  sie  in  die  Axe  der  x^  y  oder  2 
follen.  Demgemäss  ist  auch  M9Baa{hc'^Vc)  zu  schreiben,  u.  s.w. 

Wahlen  wir  nun  diejenige  Diagonale  der  Oktaederfläche  ir-i-y-i-2;=i 
welche  von  der  Axe  der  x  ausläuft,  zur  Zonenlinie,  so  werden  die  Glei- 
chungen der  letzteren    x  /.       . 

^  -y  -*-ys=0  und  y—zssO 

welche,  vei^lichen  mit  den  allgemeinen  Gleichungen  dieser  Linie,  auf 
die  Folgerungen  fuhren ,  dass 

M=  — 2iV  und  R=N 
sein  muss.   Daher  wird  denn  der  allgemeine  Ausdruck  fUr  die  Tangente 
des  .Neigungswinkels  irgend  zweier  Flächen  dieser  Zone: 

welcher  auch  noch  anders  geschrieben  werden  kann ,  weil  jede  Fläche 
dieser  Zone  der  Gleichung  -^7  +  y  +  *7=sO  Genüge  leisten  muss. 
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DIE  THEORIE  DER  KREISVERWANDTSCHAFT 

IN  REIN  GEOMETRISCHER  DARSTELLUNG. 


Mit  Anwendung  einer  im  Jahre  1852*)  von  mir  mitgetheilten  Me- 
thode, welche  von  Sätzen  der  Longimetrie  durch  das  Gebiet  des  Imagi- 
nären zu  Sätzen  der  Planimetrie  fuhrt,  hat  sich  mir,  wie  ich  bereits  am 
Schlüsse  jenes  Aufsatzes  bemerkt  habe,  durch  Uebertragung  der  Colli- 
neationsverwandtschaft  zwischen  geradlinigen  Systemen  von  Punkten  auf 
Systeme  von  Punkten  in  Ebenen  eine  neue  Art  von  Verwandtschaft  zwi- 
schen ebenen  Figuren  ergeben.  Die  Haupteigenschaften  dieser  Ver- 
wandtschaft habe  ich  in  einem  spätem  Aufsatze**)  mittelst  JQner  Me- 
thode entwickelt,  sie  selbst  aber  Kreisverwandtschaft  genannt,  weil  bei 
je  zwei  auf  solche  Art  verwandten  Figuren  jedem  Kreise  der  einen  Figur 
ein  Kreis  in  der  andern  entspricht. 

Durch  fortgesetzte  Beschäftigung  mit  diesen  Untersuchungen,  in- 
sonderheit durch  Ausdehnung  derselben  auf  den  Raum  von  drei  Dimen- 
sionen, bin  ich  zu  Resultaten  gekommen,  die  mir  der  Veröffentlichung 
gleichfalls  nicht  unwerth  scheinen ,  und  die  ich  deshalb  in  Verbindung 
mit  den  früher  mitgetheilten,  hier  jedoch  auf  andere  Weise  entwickelten, 
zum  Theil  auch  erweiterten  Sätzen  über  die  Kreisverwandtschaft  in  vor- 
liegender Abhandlung  zusammengestellt  habe.  Namentlich  habe  ich 
gegenwärtig  von  jener  das  Imaginäre  zu  Hülfe  nehmenden  Methode 
keinen  Gebrauch  gemacht,  sondern  bin  unmittelbar  von  der  Definition 
der  Kreisverwandtschaft  durch  Kreise  ausgegangen. 


*)  I.  Heft  der  Berichte  über  die  Verhandlungen  der  K.S.  Gesetlsch.  der  Wisseasch, 
i.  J.  4852. 

**)  I.  Heft  der  BericHte  etc.  i.  J.  4853. 
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Die  DarstellaDgsweise,  deren  ich  mich  hier  bedient  habe,  ist  die 
rein  geometrische,  wobei  ich  jedoch,  wie  schon  in  meinem  «baryceiH 
trischen  CaIcuU,  die  Allgemeinheit,  welche  die  analytische  Methode  ge- 
währt, mit  der  Anschaulichkeit  der  rein  geometrischen  dadurch  zu  ver- 
binden gesucht  habe,  dass  ich  in  den  Ausdrücken  ftlr  Raumgrössen  dordi 
Nebeneinanderstellung  von  Buchstaben,  welche  deren  Begrenzung  be- 
zeichnen ,  auf  die  Aufeinanderfolge  dieser  Buchstaben  stets  die  gehörige 
Rücksicht  genommen  habe."^) 


*)  Diese  Rücksicht  auf  die  Folge  der  Buchstaben  in  Ausdrucken  von  AbschDitten 
einer  Geraden ,  so  wie  von  Winkeln  in  einer  Ebene,  hat  In  letzter  Zeit  auch  ein  frui- 
zdsischer  Geometer  in  einem  nnißnglicheren  Werke  genommen  und  consequent  dorcb- 
gefuhrt,  Herr  Chasles  in  seinem  sehr  werthvollen  Traite  de  Geometrie  Muperwmt, 
Paris  486t.  Wenn  aber  Herr  Chasles  in  dieser  Beziehung  auf  Seite  III  der  Yoirede 
sich  also  ausspricht: 

Jusq*  äprhent  on  n*a point  introduü,  d'une  maniere  generale  et  Systeme- 
tique,  en  Geomttrie,  le  principe  des  signes,  pour  marquer  la  direetUm  in 
Segments  ou  des  angles,  excepte  dans  la  Geometrie  analytique  ei  dans  qmetqim 
guestions particukeres,  teües  que  la  theorie  des  eentres  des  moyennes  distamett 
et  des  moyennes  harmoniques,  ou  Von  ne  considere  que  dee  segments  forma 
sur  une  seule  droiie. 
und  weiterhin  auf  Seite  IX : 

On  a  done  beaueot^  perdu  i  ne  pas  iniroduire  systemaüquement  dans  la  G^omähi 
pure,  le  prineipe  des  signes;  les  progris  de  la  scienee  en  oni  ete  nec^eaauemsA 
retardis. 
so  kann  ich  ihm  bloss  insofern  beipflichten ,  als  noch  in  keinem  eigentlichen  Lehrbvidii 
der  Geometrie,  sein  Werk  selbst  ausgenommen ,  das  Princip  der  Zeichen  bis  jetzt  Auf- 
nahme gefunden  hat.  Ich  wenigstens  habe  dasselbe  nicht  nur  in  raeineoa  auch  foo 
Herrn  Ch.  angeführten  bar.  Caicul,  wo  ich  es  an  die  Spilze  gestellt  (§.  4.)  und  auch  aof 
Fischen  (§.  17.  u.  §.  165.  Anmerk.)  und  körperliche  Häume  (§.  19.)  ausgedehnt  habe, 
sondern  auch  in  allen  seitdem  (seit  1827)  von  mir  veröffentlichten  Schriften  geome- 
trischen und  mechanischen  Inhalts  stets  streng  befolgt. 

Der  Sache  selbst  willen  sei  es  mir  noch  gestattet,  über  eine  mir  nicht  ganz  ricbUg 
scheinende  Beinerkung  des  H.  Ch.  auf  S.  IX  ebendaselbst  Einiges  hiozuzufugea 
H.  Ch.  behauptet  dort  nämlich,  dass  mehrere  Sätze  der  Elementargeometrie,  namentlicb 
der  Satz  vom  Quadrate  der  Hypotenuse,  der  Satz  von  der  Proportionalität  homologer 
Seiten  in  ähnlichen  Dreiecken  und  der  von  der  Proportionalität  der  Seiten  eines  Dreiecb 
mit  den  Sinussen  der  gegenüberstehenden  Winkel,  keine  Anwendung  des  Frincips  der 
Zeichen  gestatten. 

Allerdings  kommt  bei  dem  pythagoräischon  Satze  das  Princip  der  Zeichen  nicht  in 
Berücksichtigung,  weil  die  diesen  Satz  darstellende  Formel  bloss  Quadrate  von  Linien 
enthält,  und  weil,  wenn  A  und  B  die  Endpunkte  einer  Linie  sind,  Ai^  immer  positiv  ist, 
mag  die  positive  Richtung  der  Linie  von  A  nach  B,  oder  von  B  nach  A  gehend  genommen 
werden.  Allein  nicht  eben  so  verhält  es  sich  in  Betreff  der  beiden  andern  Sitze. 
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Nicht  unerwähnt  darf  ich  noch  lassen,  dass  schon  in  einer  im  Jahre 
1833  im  8ten  Bande  des  Crelle'schen  Journals  fUr  Mathematik   er- 


Denn  sind  a^  b,  c  drei  beliebig  in  einer  Ebene  gezogene  Gerade,  von  denen 
sich  b  und  c  \n  A^  c  und  a  in  B,  a  und  b  in  C  schneiden ,  bestimmt  man  willkührlich 
die  positiven  Richtungen  von  a,  b,  c,  und  hiemach  die  Zeichen  der  Segmente  BC,  CA,  AB, 
setzt  man  hierauf  noch  von  den  zwei  Sinnen ,  nach  welchen  eine  Linie  in  der  Ebene 
gedreht  werden  kann ,  den  einen ,  etwa  den  von  der  Linken  nach  der  Rechten ,  als  po- 
sitiven fest  und  bestimmt  hiernach  die  Winkel  bc,  ca,  ab  also,  dass  bc  den  Winkel  aus- 
drückty  um  welchen  die  Gerade  6  um  ^  nach  rechts  gedreht  werden  muss,  bis  ihre 
positive  Richtung  mit  der  positiven  Richtung  von  c  identisch  wird  u.  s.  w. :  so  verhält 
sich  immer,  auch  den  Zeichen  nach: 

BC :  CA'.AB^  sin  bc :  sin  ca :  sin  ab . 

Dass  H.  Ch.  bei  dieser  Proportion  das  Princip  der  Zeichen  nicht  anwendbar  findet, 
hat  darin  seinen  Grund ,  dass  er,  statt,  wie  jetzt  geschehen ,  alle  Winkel  einer  und 
derselben  Ebene  nach  einerlei  Sinne  zu  rechnen ,  bloss  diejenigen  Winkel ,  die  eine 
gemeinsame  Spitze  haben ,  nach  einerlei  Sinne  schätzt,  dagegen  von  Winkeln ,  deren 
Spitzen  verschieden  sind,  die  Sinne  als  unabhängig  von  einander  betrachtet.  (S.X.oben.) 
Eine  solche  Annahme  kommt  aber  fast  auf  dasselbe  hinaus,  als  wenn  man  von  Ab- 
schnitten einer  und  derselben  Geraden  nur  solche,  die  einen  gemeinschaftlichen  An- 
fangspunkt haben,  in  Bezug  auf  ihre  Richtungen  mit  einander  vergleichen,  hingegen  die 
Richtungen  von  Abschnitten ,  deren  Anfangspunkte  verschieden  sind ,  als  unabhängig 
von  einander  ansehen  wollte. 

Was  endlich  die  Proportionen  zwischen  homologen  Seiten  zweier  ähnlichen  Drei- 
ecke betriflfl,  so  lassen  sich  die  Hauptsätze  dieser  Lehre  (Euclid.  VI,  i,  bis  7.)  unter  Be- 
obachtung des  Princips  der  Zeichen  etwa  folgendergestalt  fassen : 

Haben  a,  b,  c,  A,  B,  C  dieselbe  Bedeutung  wie  vorhin,  werden  a,  b\...C'  in 
analoger  Bedeutung  für  ein  zweites  Dreieck  genommen,  und  werden  noch  die  positiven 
Richtungen  der  Geraden  a,  6, . . .  c ,  und  der  Sinn ,  nach  welchem  bei  jedem  der  beiden 
Dreiecke  für  sich  die  Winkel  gerechnet  werden  sollen,  nach  Willkühr  festgesetzt,  so 
sind ,  wenn  sich  die  Abschnitte 

L    ÖC\  CÄ\  Xi^  BC :  CA :  AB 
verhallen,  die  Winkel  b'c\  cdy  ab'  resp.  s  6c,  ca,  ab,  oder  auch  resp.  sie6,  ac,  ba\ 
und  umgekehrt.  —  Unmittelbar  folgt  hieraus,  indem  man  von  einer  der  Geraden,  etwa 
von  a ,  die  vorher  negative  Richtung  zur  positiven  nimmt,  dass ,  wenn  sich 

n.    l[C:CfÄ:ÄB'^CB:CA:AB 

verhallen,  die  Winkel  6'c',  cV,  dH  resp.  =6c,  ca-f-<80",  a6-f-<80®,  oder  auch 
resp.  =:c&,ac +180^,  6a +480®  sind;  und  umgekehrt. 

Verhält  sich  femer  C'Ä\Ätl^^CA\ABy  und  ist  b'c^bc,  so  hat  eine  der  beiden 
Doppelproportionen  I.  und  H.  mit  ihren  Folgen  statt ;  unbestimmt  aber  bleibt  es,  weiche, 
und  man  muss  daher,  um  beide  zusammenzufassen ,  schreiben : 

B'C^ :  CfÄ^  =  BC^ :  CJ?,  2  cd^  tca,t  ab'—  2 ab. 

Wenn  endlich  CÄiÄll^^  CA:  AB,  und  cd^^ca  ist,  und  wenn  die  Winkel  ab  und 
db'  in  einerlei  Quadranten  fallen,  so  sind  sie  auch  einander  gleich ,  sowie  b'evebc, 
und  es  verhält  sich  BfC:  ÖÄ^  BCiCA. 


I 
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»chieneDen  Abbandluos  des  Herrn  J.  L.  Macnus  in  Berlin  nourelle  mt- 
thode  pour  decourrir  de*  iheffreme*  'le  geometrie  ,  sowie  in  Desselben 
•Sanimluns  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aas  der  aoalviischen  Geome- 
Irie,  Berlin  IS33.  S.  236  u.  S.  290.  eine  mit  meiner  Kreisverwandtschaft 
identische  sesenseitise  Beziehung  zweier  ebenen  Svsteme  von  Punkteo. 
als  ein  specieller  Fall  einer  noch  allgemeineren  Beziehuo.s  aafäesteiit 
wird .  wonach  im  Allgemeinen  einer  Geraden  ein  Ke^elschnitl.  eineoi 
Kegelschnitte  eine  Linie  der  vierten  Ordnung .  und  überhaupt  einer  Lioie 
der  fiten  Ordnung  eine  Linie  der  Sitten  entspricht,  und  wodurch  man.  wie 
Herr  Magnus  an  einigen  sehr  merkwürdigen  Beispielen  zeigt,  in  den 
Stand  ::esetzt  wird,  aus  Eicenschaften  von  Linien  niederer  Ordnuns 
entsprechende  Eigenschaften  für  Linien  höherer  Ordnung  abzuleiten. 
Auch  wird  an  dem  zuletzt  citirten  Orte  die  Bemerkung,  jedoch  nur  vor- 
iibersehends.  hinzui:efa£rt.  dass.  wenn,  wie  im  Vorlie£:enden.  die  den 
tjeraden  der  einen  Ebene  entsprechenden  Kegelschnitte  in  der  andern 
insgesammt  Kreise  sind .  einem  Kreise  wiederum  ein  Kreis .  nicht  eine  T 
Linie  der  vierten  Ordnung  entspricht.  Dass  aber  alsdann  gewisse  Doppel- 
verhaltnisse zwischen  Linien  und  gewisse  Summen  oder  DiffereDzeo 
von  Winkeln  von  der  einen  Figur  zur  andern  ihre  Werthe  nicht  «lodern, 
finde  ich  von  Herrn  Magnus  nicht  bemerkt.  Gleichwnhl  sind  diese  schoo 
in  meinem  früheren  Berichte  erwiesenen  Sutze  und  die  neue  daraus  ent- 
springende Liasse  von  Aufgalien.  wie  es  mir  scheint,  eben  Dasjenige, 
w.jdaruh  ilie  Kreisverwandtschaft,  die  einfachste  nach  den  in  meinen) 
Larvi;.  Taloiil  belrai.hteten  fünf  Vorwandtscluit"ten .  für  die  Elemente  der 
Ge«.imetrio  einen  iihnlichenV\'erth  und  Bedeutung,  wie  jene  fünf  fruhereo. 
erhalt :  weshiilli  ich  auch  diesen  Sätzen  und  den  daraus  zu  ziehenden 
F«jl.^'erungen  vorzugsweise  meine  Aufuierksamkeil  zugewendet  habe. 


Kreisverwandtschaft  ebener  Figuren. 

;:.  I  Angenommen,  dass  in  zwei  Ebenen  jedem  Punkt«''  der  einen 
ein  Punkt,  und  nicht  nu'hr  als  einer,  in  der  andern  dergestalt  entspricht, 
das?  Vi.n  je  vier  Punkten  der  einen,  welche  in  einem  Kreise  liegen,  die 
i.rit>|>reoht?nilen  in  der  andern  gleichfalls  in  einem  Kreise  enthalten  sind. 
Sil  sollen  jedes  Sjslem  vön  Punkten  der  ?inen  Ebene  und  das  von  den 
entsprechenden  Punkten  in  iler  andern  gebildete  System,  also  auch  jedt- 
Linie  der  t-inen    und  ilie  Linie  der  andern,  welche  die  den   Punkten 


DIB  Theorie  der  Kreisverwandtschaft.  535 

der  erstem  Linie  entsprechenden  Punkte  verbindet,  einander  kröis* 
verwandt  beissen. 

Dabei  machen  wir,  dem  Princip  der  Stetigkeit  gemäss ,  noch  die 
Voraussetzung,  dass  von  je  zwei  einander  unendh'ch  nahen  Punkten  der 
einen  Ebene  die  entsprechenden  in  der  andern  gleichfalls  —  wenigstens 
im  Allgemeinen  —  einander  unendlich  nahe  sind. 

§.  2.  Im  Folgenden  wollen  wir  Punkte  der  einen  Ebene  mit  nicht 
accentuirten  Buchstaben,  und  die  ihnen  nach  der  Kreisverwandtschaft 
entsprechenden  in  der  andern  mit  den  gleichnamigen  accentuirten  Buch- 
staben bezeichnen ;  die  zwei  Ebenen  selbst  mögen  resp.  p  und  p  heissen. 

Hiernach  wird  dem  in  p  durch  die  Punkte  A,  Ä,  C  zu  beschreibenden 
Kreise  der  Kreis  A'B'C  in  p  entsprechen ;  und  wenn  D  ein  Punkt  des 
erstem  Kreises  ist,  so  wird  D'  ein  Punkt  des  letztern  sein. 

Bewegt  sich  ein  Punkt  X  in  einem  Kreise  mit  ungeändertem  Sinne, 
so  bewegt  sich  X'  im  entsprechenden  Kreise  ebenfalls  ohne  Aenderung 
des  Sinnes.  Denn  wo  nicht,  so  würde  ein  und  derselbe  Punkt  des  letz- 
tem Kreises,  aufweichen  X'  zuerst  bei  vorwärts-  und  später  bei  rück- 
wärtsgehender Bewegung  käme,  den  zwei  verschiedenen  Punkten  des 
erstem  Kreises  entsprechen ,  in  denen  X  gleichzeitig  bei  seiner  stets 
vorwärtsgehenden  Bewegung  einträfe.  —  Ist  daher  ABCD  die  Aufein- 
anderfolge von  vier  Punkten  eines  Kreises ,  so  wird  man  auch  im  ent- 
sprechenden Kreise,  von  A'  ausgehend ,  nach  der  einen  Seite  hin  zu- 
nächst auf  B',  nach  der  andem  zunächst  auf  D'  treffen. 

Eben  so  ist  klar,  dass,  jenachdem  zwei  Kreise  inp  einander  ent- 
weder schneiden,  oder  berühren,  oder  gar  nicht  begegnen,  dasselbe 
jedesmal  auch  die  zwei  entsprechenden  Kreise  in  p  thun,  und  dass  im 
Falle  des  Scheidens  oder  des  Berührens  die  zwei  Schneidepunkte  oder 
der  Berührungspunkt  des  einen  Paares  den  zwei  Schneidepunkten  oder 
dem  Berührungspunkte  des  andern  entsprechen. 

§.  3.  Im  Allgemeinen  wird  jedem  in  endlicher  Entfemung  liegen-^ 
den  Punkte  der  einen  Ebene  ein  endlich  entfernter  Punkt  in  der  andern 
entsprechen.  Es  kann  aber  auch  geschehen ,  dass  einem  gewissen  end- 
lich gelegenen  Punkte  der  einen  Ebene,  es  sei  dem  Min/),  ein  unendlich 
entfernter  M'  in  der  andern  p  entspricht.  Alsdann  wird  auch  einem  in  p 
unendlich  entfemten  Punkte  N  ein  endlich  gelegener  N'  in  p  entsprechen. 
Denn  seien  A  und  B  zwei  endlich  entfernte  mit  M  nicht  in  einer  Geraden 


•t««*)^  •««•4  ^0^ 
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1)  dem  Kreise  ABN  der  Kreis  ABti\   d.  i.  jeder  Geraden  der 
einen  Ebene  eine  Gerade  in  der  andern. 

2)  Zwei  parallelen  Geraden  der  einen  Ebene  entsprechen  zwei 
parallele  in  der  andern.  Denn  wHre  der  gegenseitige  Durchschnitt  der 
letztern  Geraden  ein  endlich  entfernter  Punkt,  so  mUsste  es  auch  (vor.  §.) 
der  Durchschnitt  der  erstem  sein. 

3)  Einem  Parallelogramme  entspricht  daher  ein  Parallelogramm. 

4)  Lässt  sich  durch  die  vier  Ecken  des  einen  Parallelogramms  ein 
Kreis  beschreiben ,  so  liegen  auch  die  vier  Ecken  des  andern  in  einem 
Kreise,  d.  h.  einem  Rechteck  entspricht  ein  Rechteck,  und  folglich 

5)  einem  rechten  Winkel  ein  rechter  Winkel. 

6)  Schneiden  sich  daher  die  zwei  Diagonalen  des  einen  Rechtecks 
rechtwinklig,  so  müssen,  weil  ihnen  die  Diagonalen  des  andern  ent- 
sprechen, auch  letztere  sich  rechtwinklig  schneiden;  d.h.  einem  Quadrate 
entspricht  ein  Quadrat.  —  Hieraus  lässt  sich  leicht  weiter  folgern,  dass 

7)  je  zwei  einander  entsprechende  Rechtecke  einander  ähnlich 
sind.  Denn  sei  ABCD  ein  Rechteck,  dessen  Seiten  AB  und  BC  sich  wie 
zwei  ganze  Zahlen  m  und  n  verhalten.  Man  theile  AB  in  m  und  BC  in 
II  gleiche  Theile,  ziehe  durch  die  Theilpunkte  Parallelen  mit  der  jedesmal 
andern  Seite  und  zerlege  somit  das  Rechteck  in  mn  Quadrate.  Die  dieser 
Figur  entsprechende  Figur  wird  daher  ein  auf  gleiche  Weise  aus  mn  Qua- 
draten zusammengesetztes  Rechteck  sein,  also  ein  Rechteck  A'B'C'D\ 
dessen  Seiten  A'B  und  BC  sich  wie  m  und  n  verhalten,  d.  i.  ein  dem 
ABCD  ähnliches  Rechteck. 

Dass  Aehnlichkeit  zwischen  beiden  auch  dann  noch  statt  findet, 
wenn  das  Verhältniss  AB :  BC  irrational  ist,  wird  hieraus  auf  bekannte  Art 
weiter  geschlossen. 

8)  Es  ist  daher  auch  das  dem  bei  B  rechtwinkligen  Dreiecke  ABC 
entsprechende  Dreieck  ABC  dem  erstem  ähnlich.  Und  da  jedes  schief- 
winklige Dreieck  in  zwei  rechtwinklige  Dreiecke  zerlegt  werden  kann, 
so  sind  je  zwei  einander  entsprechende  Dreiecke  überhaupt,  und  folglich 
auch  je  zwei  einander  entsprechende  Systeme  von  mehr  als  drei  Punkten, 
einander  ahnlich. 

j:^.  5.  Unter  der  Annahme,  dass  einem  unendlich  entfernten  Punkte 
der  einen  Ebene  ein  unendlich  entfernter  in  der  andern  entspricht,  ist 
demnach  die  Kreisverwandtschaft  mit  der  Verwandtschaft  der  Aehnlich- 
keit identisch.  Da  wir  also  durch  diese  Annahme  zu  keiner  neuen  Ver- 
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wandtschaft geflibrl  werden,  so  wollen  wir  die  nach  §.  3.  hier  noch  zu- 
lässige Hypothese  in  Untersuchung  nehmen,  dass  nämlich  gewissen  zwei 
endlich  gelegenen  Punkten  M  und  N'  in  p  und  p  zwei  unendlich  ent- 
fernte M'  und  JV  in  p  und  p  entsprechen.  Diese  Untersuchung  wird 
sich  aber  mittelst  des  für  die  vorige  Annahme  gewonnenen  Resultats 
sehr  leicht  erledigen  lassen. 

In  der  That  beruhten  die  im  vor.  §.  gemachten  Schlüsse  auf  der 
Voraussetzung,  dass  die  Punkte  N  und  N'  von  *den  in  Betracht  ge- 
zogenen zwei  Figuren  —  sie  mögen  f  und  f  heissen  —  in  Entfernungen 
liegen,  die  gegen  die  Dimensionen  dieser  Figuren,  welche  wir  uns  als 
endliche  dachten,  unendlich  gross  sind.  Dieselben  Schlüsse  werden  da- 
her auch  noch  Geltung  haben,  wenn  fund  f  unendlich  klein  sind,  und 
die  Punkte  M'  und  JV'  sich  in  endlichen  Entfernungen  von  ihnen  be- 
finden, oder  auch  nur  iV'  von  f  endlich,  iVaber  von  /*  unendlich  ent- 
fernt ist.  Denn  obwohl  dann  die  durch  JV'  und  Punkte  von  f  gehenden 
Kreise  vollkommen  construirbar  sind,  so  lassen  sich  doch  die  hier  allein 
zu  berücksichtigenden  Theile  derselben  von  Geraden  nicht  unterscheiden. 

Angenommen  also,  dass  unter  der  zuletzt  gemachten  und  von  jetzt  an 
allein  noch  in  Betracht  kommenden  Hypothese  Kreisverwandtschaft  in 
der  That  möglich  ist,  —  eine  Möglichkeit,  die  im  Folgenden  streng  be- 
wiesen werden  wird ,  —  so  werden  je  zwei  nach  dieser  Verwandtschaft 
einander  entsprechende  Figuren ,  wenn  die  Dimensionen  der  einen  und 
damit  nach  dem  Gesetz  der  Stetigkeit,  im  Allgemeinen  wenigstens,  auch 
die  der  andern  unendlich  klein  sind,  einander  ähnlich  sein.  Je  zwei 
einander  kreisverwandte  endliche  Figuren  sind  folglich  in 
ihren  kleinsten  Theilen  einander  ähnlich. 

§.  6.  Die  endlich  gelegenen  Punkte  M  und  N'  der  Ebenen  p  und  p\ 
welche  den  unendlich  entfernten  Punkten  M'  und  N  in  p'  und  p  ent- 
sprechen, wollen  wir  die  Central  punkte  der  Ebenen/)  und/)'  nennen. 
Aus  dieser  DeGnition  ergeben  sich  mittelst  des  Bisherigen  nachstehende 
Eigenschaften  dieser  Punkte. 

a.  Jedem  in  der  einen  Ebene  durch  ihren  G.punkt  beschriebenen 
Kreise  (MAB)  entspricht  in  der  andern  Ebene  eine  nicht  durch  ihren 
G.punkt  gehende  Gerade  [M'AB') ,  und  umgekehrt  jeder  in  der  einen 
Ebene  nicht  durch  ihren  C  punkt  gelegten 'Geraden  [NAB)  in  der  andern 
ein  durch  ihren  G.punkt  gehender  Kreis  {N'A'B') . 

6.   Jeder  in  der  einen  Ebene  durch  ihren  G.punkt  gezogenen  Ge- 
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raden  {MAN)  entspricht  in  der  andern  eine  durch  ihren  C.punkt  gehende 
Gerade  {M'A'N').  Liegen  daher  zwei  Punkte  A  und  B  der  einen  Ebene 
mit  deren  G.punkte  in  einer  Geraden,  so  sind  auch  die  entsprechenden 
Punkte  A'  und  B'  der  andern  Ebene  mit  dem  G.punkte  N'  derselben  in 
einer  Geraden.  Denkt  man  sich  diese  Geraden  als  unendlich  grosse 
Kreise,  und  istüfAßiV  die  Aufeinanderfolge  der  Punkte  in  dem  einen  Kreise, 
so  ist  M'A'B'N'  die  Aufeinanderfolge  im  andern  (§.  2.).  Wenn  demnach 
die  zwei  Punkte  der  einen  Ebene  auf  einerlei  Seite  des  G.punktes  der 
Ebene  liegen,  so  sind  auch  die  entsprechenden  Punkte  in  der  andern 
auf  einerlei  Seite  ihres  C.punktes,  und  zwar  entspricht  der  dem  G.punkte  Jf 
in  der  einen  Ebene  nähere  Punkt  A  der  vom  G.punkte  N'  in  der  andern 
entferntere  A.  Bewegt  sich  daher  ein  Punkt  in  der  einen  Ebene  gerad- 
linig auf  ihren  G.punkt  zu,  so  bewegt  sich  in  der  andern  der  ent- 
sprechende Punkt  geradlinig  von  ihrem  G.punkte  abwärts,  und  wenn 
der  erstere  Punkt  dem  G.punkte  unendlich  nahe  kommt,  so  entfernt  sich 
der  letztere  in  das  Unendliche.  —  Eben  so  leicht  sieht  man,  dass,  wenn 
die  zwei  Punkte  der  einen  Ebene  auf  entgegengesetzten  Seiten  des 
G. Punktes  liegen,  dasselbe  beziehungsweise  auch  von  den  entsprechen- 
den Punkten  gilt. 

c.  Wird  ein  Kreis  fe  in  p  von  einer  durch  M  gelegten  Geraden  a  in 
A  und  B  geschnitten,  so  liegen  A  und  B  auf  einerlei  oder  verschiedenen 
Seiten  von  üf,  jenachdem  üf  vom  Kreise  aus-  oder  eingeschlossen  wii*d. 
Dasselbe  gilt  in  Bezug  auf  N'  von  den  Punkten  A'  und  B,  in  denen  die 
der  a  entsprechende  Gerade  den  dem  k  entsprechenden  Kreis  schneidet. 
Nach  vorigem  Satze  werden  daher  von  zwei  einander  entsprechenden  Kreisen 
die  C. punkte  ihrer  Ebetien  entweder  beide  aus-  oder  beide  eingeschlossen. 

d.  Aehnlicherweise  erhellet  aus  6.,  dass  bei  zwei  einander  ent- 
sprechenden die  C.punkte  ihrer  Ebenen  einschliessenden  Kreisen  jedem 
Punkte  innerhalb  des  einen  ein  Punkt  ausserhalb  des  andern  entspricht,  und 
dass,  wenn  die  zwei  Kreise  die  C.punkte  ihrer  Ebenen  ausschUessen,  jedem 
Punkte  innerhalb  oder  ausserhalb  des  einen  ein  resp.  innerhalb  oder  ausser-- 
halb  des  andern  Hegender  Punkt  entspricht. 

§.  7.  Beim  Ausdrucke  eines  Kreises  durch  Nebeneinanderstellung 
dreier  Buchstaben,  welche  irgend  drei  Punkte  desselben  bezeichnen,  soll 
durch  die  Aufeinanderfolge  dieser  Buchstaben  zugleich  der  Sinn  dar- 
gestellt werden,  nach  welchem  man  sich  den  Kreis  durch  die  Bewegung 
eines  Punktes  beschrieben  zu  denken  hat. 
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Seieo  nun  ABC  und  XYZ  zwei  in  der  Ebene  p  enthaltene  unend- 
lich kleine,  einander  unendlich  nahe  und  von  M  endlich  entfernte  Kreise, 
also  auch  die  Kreise  AB'C  und  X'Y'Z'  in  p'  unendlich  klein,  einander 
unendlich  nahe  und  von  N'  endlich  entfernt  (§.  6.  6.).     Dabei  werden 

die  Figuren  ABCXYZ,  und  A' Z\  wegen  ihrer  unendlichen  Kleinheit, 

einander  ähnlich  sein  (§.  5.),  woraus  unmittelbar  folgt,  dass,  jenachdeoi 
die  durch  die  Folgen  ABC  und  XYZ  ausgedrückten  Sinne  einerlei,  oder 
einander  entgegengesetzt  sind,  auch  die  Sinne  von  AB'C  und  X'Y'Z 
einerlei  sind,  oder  nicht. 

Wenn  daher  —  so  können  wir  weiter  schliessen  —  nach  Fest- 
setzung des  positiven  Sinnes  in  jeder  der  beiden  Ebenen  p  und  p  ge- 
wisse zwei  einander  entsprechende  unendlich  kleine  Kreise  ABC  und 
ABC  gleichnamigen  Sinnes  sind,  d.  h.  der  Sinn  des  ABC  positiv  oder 
negativ  ist,  jenachdem  das  eine  oder  das  andere  der  Sinn  des  ABC  ist, 
so  sind  auch  von  je  zwei  andern  einander  entsprechenden  unendlich 
kleinen  und  den  erstem  unendlich  nahen  Kreisen  XYZ  und  X'Y'Z'  die 
Sinne  gleichnamig. 

Man  sieht  aber  leicht,  dass  dieser  Satz  auch  dann  noch  gelten  muss, 
wenn  letztere  zwei  Kreise  von  den  zwei  erstem  endlich  entfernt  liegen. 
Denn  man  kann  sich  alsdann  zwischen  ABC  und  XYZ  eine  Reihe  un- 
endlich vieler  unendlich  kleiner  Kreise  DEF,  GHJ, . . .  ÜVW  construirt 
denken,  von  denen  je  zwei  nächstfolgende  einander,  und  überdies  der 
erste  DEF  dem  ABC  und  der  letzte  UVWdem  XYZ,  keiner  aber  dem  M, 
unendlich  nahe  liegen.  Die  dieser  Reihe  entsprechende  Reihe  in  p'  wird 
von  derselben  Beschafleuheit  sein,  und  es  lüsst  sich  nun  wie  vorhin  aus 
dem  gleichnamigen  Sinne  von  ABC  und  ABC  auf  den  gleichnamigen 
von  DEF  und  DEF,  aus  diesem  auf  den  von  GHJ  und  CUJ',  u.  s,  w. 
und  zuletzt  aus  dem  von  UVWmd  f/T'Wauf  den  von  XYZ  und  X'Y'Z 
schliessen. 

Im  Folgenden  soll  nach  willkührlicher  Festsetzung  des  positiven 
Sinnes  in  p  der  positive  Sinn  in  p'  stets  also  besUmmt  werden ,  dass  von 
zwei  gamseti  einander  entsprecheiulen  unendlich  kleinen  Kreishewegunq&i, 
und  damit  nach  dem  eben  Erwiesenen  auch  von  je  zwei  andern  der- 
gleiclien  die  Sinne  gleichnamig  werdeti,  —  Dass  keiner  von  beiden  Kreisen 
dem  C.punkte  seiner  Ebene  unendlich  nahe  liegen  darf,  braucht  hier 
nicht  zugesetzt  zu  werden,  weil  im  gegentheiligen  Falle  nicht  beide 
Kreise  zugleich  unendlich  klein  sein  können. 
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Untersuchen  wir  noch  das  gegenseitige  Verhalten  der  Sinne  zweier 
entsprechenden  Kreisbewegungen  ABC  und  A'B'C\  wenn  die  zwei  Kreise 
von  endlicher  Grösse  sind.  Sei  D  ein  vierter  auf  C  folgender  und  dem  A 
vorangehender  Punkt  des  Kreises  ABC,  und  E  ein  innerhalb  des  Kreises 
in  seiner  Ebene  p  liegender  Punkt,  wonach,  wie  man  leicht  wahrnimmt, 
die  zwei  Kreisbewegungen  ABCD  und  CDE  einerlei  Sinne  haben.  In  p 
liegt  alsdann,  jenachdem  von  den  zwei  Kreisen  ABC  und  ABC  die 
C. punkte  ihrer  Ebenen  aus-  oder  eingeschlossen  werden,  E'  innerhalb 
oder  ausserhalb  des  Kreises  AB'C  (§.  6.  d.),  und  es  sind  folglich  die 
Sinne  der  Kreisbewegungen  ÄB'C'D'  und  C'D'E'  resp.  einerlei  oder 
verschieden. 

Setzen  wir  nun  noch,  dass  ^ie  Hulfspunkte  D  und  E  dem  C  un- 
endlich nahe  liegen,  und  dass  daher  der  Kreis  CDE,  mithin  auch  der 
Kreis  C'D'E\  unendlich  klein  wird,  so  sind  nach  der  vorhin  gemachten 
Annahme  die  Sinne  von  CDE  und  C'D'E'  stets  gleichnamig,  und  wir 
ziehen  daher  den  Schliiss,  dass  je  zwei  einander  entsprecliende  Kreis- 
bewegungen gleichnamigen  Sinnes  sind,  oder  nicht,  jenachdem  sie  beide  die 
C. punkte  ihrer  Ebene  aus-,  oder  einschliessen. 

§.  8.  Um  die  weiterhin  folgenden  Sätze  in  möglichster  Allgemein- 
heit darstellen  und  begründen  zu  können,  achte  ich  es  für  nöthig,  die 
den  Algorithmus  mit  Winkeln  betreffenden  Hauptformeln  hier  einzu- 
schalten. 

Alle  in  derselben  Ebene  enthaltenen  Winkel  sollen  nach  einerlei 
Sinne  gerechnet  werden,  und  man  hat  hiernach  unter  dem  Winkel  ABC 
immer  denjenigen  zu  verstehen ,  um  welchen  in  seiner  Ebene  die  Ge- 
rade BA  um  B  nach  dem  vorher  in  der  Ebene  bestimmten  positiven 
Sinne  gedreht  werden  muss,  bis  die  von  B  nach  A  gehende  Richtung 
mit  der  von  B  nach  C  gehenden  zusammenfallt. 

Indem  der  positive  Sinn  in  einer  Ebene  durch  den  Sinn  irgend 
einer  Kreisbewegung  in  derselben,  also  durch  die  Nebeneinanderstellnng 
dreier  nach  diesem  Sinne  auf  einander  folgender  Punkte  des  Kreises, 
ausgedrückt  wird,  so  ist,  wenn  A,  B,  C  nicht  in  einer  Geraden  liegen, 
bei  dem  durch  die  Folge  ABC  ausgedrückten  positiven  Sinn  der  Ebene 
jeder  der  drei  Winkel  ABC,  BCA,  CAB  erhaben;  hohl  dagegen,  wenn 
CBA  den  positiven  Sinn  darstellt. 

Je  zwei  um  360  <^  unterschiedene  Winkel  oder  Winkelsummen  können 
stets  als  identisch  betrachtet  werden,  und  es  wird  daher  ±360^  mit  0, 
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— I80O  mit  +180«.  —270»  mit  +90«,  etc.  im  Folgenden  gleich  ge- 
achtet werden. 

Dieses  vorausgeschickt,  ist  immer  die  Winkeisumme 

(1)  ABC+CBA=0,  mithin  CBA^—ABC; 

(2)  ABC+BCA+CABz=iSOo^ 

Liegt  der  Punkt  D  mit  A,  B,  C  in  einer  Ebene,  so  ist 

(3)     ABC-t-CBD=ABC—DBC=CBD—CBA=ABD. 
Dasselbe  wird  durch  die  Formeln 

(3*)    fl*6+6V=o*6  — c'6=6*c— 6*o=c*c 
ausgedrückt,  worin  a,b,c  drei  in  einer  Ebene  enthaltene  i^nd  ihren 
positiven  Richtungen  nach  be'stimmte  Gerade  bedeuten. 

Eben  so  wie  (2),  ist  CDA+ACD-t-DAC—\80\  und  es  kommt, 
wenn  man  diese  Gleichung  zu  (2)  addirt,  mit  Berücksichtigung  von  (3): 

(4)     AßC+ÄCZ)+CflA+Z)ilÄ=0, 
wie  auch  die  vier  Punkte  A,..D  in  der  Ebene  Hegen  mögen. 

Sind  A,  B,  C  drei  Punkte  einer  Geraden,  so  ist 

(5)     AßC=0,  oder  =1 80  ^ 
jenachdem  B  ausserhalb,  oder  zwischen  A  und  C  liegt. 

Sind  A,  B,  C,  D  vier  Punkte  eines  Kreises,  so  ist 

(6)     ABC+CDA=ABC—ADC=0,  oder  =\S0\ 
jenachdem  B  und  D  auf  einerlei,  oder  verschiedenen  Seiten  der  Sehne  AC 
liegen,  oder,  was  dasselbe  sagt:  jenachdem  die  Sehnen  AC  und  BD  sich 
ausserhalb  oder  innerhalb  des  Kicises  schneiden. 

Zusatz.  Sind  ABC  und  A'B'C  zwei  einander  ahnliche  Dreiecke, 
und  sind  ihre  dadurch  zugleich  ausgedrückten  Sinne  gleichnamig,  so  ist 
der  Winkel  il'ß'C=4jBC,  B'CA'=zBCAy  etc.  Bei  ungleichnamigeD  Sinnen 
ist  AB'C=  —ABC=CBA,  etc. 

Wenn  daher  ABC  und  A'B'C  zwei  in  zwei  kreisverwandten  Figuren 
einander  entsprechende  Dreiecke  von  unendlich  kleinen  Seilen  sind ,  so 
ist  nach  tj.  5.  und  zufolge  der  in  §.  7.  gemachten  Voraussetzung  der 
Winkel  A'BC'=ABC.  B'CA  =  BCA,  etc. 

§.  9.  Lehrsatz.  Die  zwei  Dreiecke  MAB  und  N'B'A\  welche  zwei 
Punkte  A  und  B  der  einen  Ebene  mit  dem  C.punkte  M  der  letztem  und  die 
zwei  ihnen  entsprechenden  in  umgekehrter  Folge  genommenen  Punkte  A'  undB 
der  andern  Ebene  mit  deren  C.punkte  N'  bilden,  sind  einander  ähnlich  und 
gleichnamigen  Sinnes. 
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Beweis.  Seien  Pund  Q  zwei  demil  unendlich  nahe  Punkte,  welche 

von  A  geradlinig  nach  M  und  nach  B  zu 
liegen.  Alsdann  werden  auch  P  und  Q' 
dem  A  unendlich  nahe  sein ,  und  zwar  P 
in  der  Geraden  N'A  über  A  hinaus  (§.6.6.); 
O'aber  wird  ein  Punkt  des  der  Geraden  AB 
entsprechenden  Kreises  AB'N'sein  (§.  6.  a.) 
und  in  diesem  Kreise  mit  B'  auf  einerlei 
Seite  der  Sehne  AN'  liegen,  weil  AQBN  die  Aufeinanderfolge  der  Punkte 
in  dem  entsprechenden  unendlichenKreise  ist  (§.  2.) . 

Es  ist  nun  der  Winkel  MAB  =  PAQ  =  PAQ'  (§.  8.  Zus.)  =180» 

-  QA'N'=AN'Q'^N'Q'A'  (§.  8.  (2))  =N'Q'A\  wegen  der  unendlichen 
Kleinheit  von  AN'Q'.  Ferner  ist  N'QA=N'BA'  (§.  8.  (6)),  und  daher 
MAB  =  N'ffA.  Auf  analoge  Weise  zeigt  sich ,  dass  der  Winkel  ABM 
=  B'AN';  folglich  U.S.W. 

Zusatz.  Die  aus  den  eben  gemachten  Schlüssen  fliessende  Gleichung 
N'BA'=  PAQ'  kann  uns  noch  zu  einer  späterhin  nützlich  werdenden 
Formel  hinleiten.  Es  ist  nämlich  PAQ'=APAQ'=N'AAQ\  weil 
AP  und  N'A  einerlei  Richtung  haben.  Die  Richtung  il'O'  aber  ist  einerlei 
mit  der  Richtung  der  Kreisbewegung  ABN  im  Punkte  A,  Man  kann 
daher  den  Winkel  PAQ\  =  NBA,  auch  durch  NA^ABN'  vorstellen 
und  erhält  damit,  A,B,C  statt  A,  B',  N'  geschrieben,  die  für  je  drei  Punkte 
gültige  Formel  CBA= CA  ABC , 

worin  die  Ternion  AlBC  neben  dem  Winkelzeichen  die  Richtung  bedeutet, 
welche  der  von  A  durch  B  nach  C  gehende  Kreisbogen  im  Punkte  A  hat. 
Auch  lässl  sich  diese  Formel  noch  darstellen  durch 

ABC=ABCCA  oder 
ABC=ABCAC+\SQ^. 

§.  10.  Folgerungen,  a.  Wegen  der  AehnKchkeit  und  des  gleich- 
namigen Sinnes  der  Dreiecke  MAB  und  NBA  ist  der  Winkel  AMB 
=Ä'iV'A'= — A'N'B,  d.h.  der  Winkel,  den  in  der  einen  Ebene  zwei 
durch  ihren  C.punkt  gelegte  Gerade  mit  einander  machen,  ist  dem  von 
den  entsprechenden  und  daher  (§.  6.  b.)  durch  den  C.punkt  der  andern 
Ebene  gehenden  Geraden  gebildeten  Winkel  gleich,  nur  von  entgegen- 
gesetztem Zeichen. 
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6.  Isi  MAss MB,  so  ist  auch  N'A^=N'B'.  Einem  Kreise,  dessen 
Mittelpunkt  M  ist,  entspricht  folglich  ein  Kreis ,  dessen  Mittelpunkt  iV; 
und  zwei  einander  entsprechende  Punkte,  welche  diese  Kreise  durch- 
laufen, beschreiben  gleichzeitig  ähnliche  Bögen  in  ungleich aamigem 
Sinne  (§.  7.). 

^c.  Ueberhaupt  verhält  sich  MA:MB  =  N'B':N'A.  Die  Abstände 
der  Punkte  der  einen  Ebene  von  deren  G.punkte,  oder  kurz  die  Central- 
abstände  dieser  Punkte,  sind  demnach  den  CentralabstHnden  der  ent- 
sprechenden Punkte  der  andern  Ebene  umgekehrt  proportional,  oder,  was 
dasselbe  ausdrückt:  von  einem  Paare  entsprechender  Punkte  zum  andern 
ist  das  Product  aus  ihren  Centralabständen  von  constanter  Grösse. 

d.  Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  MAB  und  N'BA  folgt  noch 
die  Proportion  AB:BM=  BA:  AN*; 

und  eben  so  hat  man,  wenn  C  und  C\  D  und  D'  noch  zwei  andere  Paare 
sich  entsprechender  Punkte  sind,  wegen  der  ähnlichen  Dreiecke  JWC 
und  NC'B\  etc.  MB :  BC  =  N'C:  CB, 

CD:DM=DC':C'N, 
MD:DA  =  NA:AD'. 
Die  Zusammensetzung  dieser  vier  Proportionen  giebt 

AB,CD:BC.DA  =  AB,  CD':  BC.  DA, 
eine  von  den  C.punkten   freie   zwischen  vier  Paaren    entsprechender 
Punkte  bestehende  Proportion. 

Uebrigcns  werden  in  diesen  Proportionen  —  und  so  auch  in  allen 
später  folgenden  —  alle  einzelnen  Linien,  als  welche  im  Allgemeinen 
in  verschiedenen  Geraden  liegen,  in  absolutem  d.  i.  positivem  Sinne 
genommen. 

c.  Eine  dieser  Proportion  analoge  Gleichung  lässt  sich  auch  zwi- 
schen den  Winkeln  der  beiden  Figuren  ableiten.  Denn  es  ist  der  Winkel 

ABM=BAN',  und  eben  so 
MBC  =  N'CB. 
CDM=DCN\ 
MDA  =  NAD'. 
Die  Addition  dieser  vier  Gleichungen  giebt  aber  mit  Berücksich- 
tigung der  Formel  (3;  in  J^.  8.: 

ABC+CDA  =  BAD'hDCB,  und  dieses 

=  ABC+CDA, 
weil  nach  (4)  ebds.  B AD  +  AD C+DCB  +  CB A=0  ist. 
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f.  Mittelst  des  Lehrsatzes  in  §.  9.  und  der  jetzt  aus  ihm  gezogenen 
Folgerungen  lässt  sich  noch  die  Realität  der  bisher  nur  probJematisch 
angenoDQmenen  Kreisverwandtschaft  leicht  darthun. 

Wenn  nämlich  in  den  beiden  Ebenen  p  und  p'  der  positive  Sinn 
einer  jeden,  ihre  C.punkte  M  und  N'  uqd  zwei  einander  entsprechende 
Punkte  A  und  A  gegeben  sind,  so  kann  man  nach  §.  9.  zu  allein  an- 
dern Punkten  Ä,  C,  Z>, . ..  in  p  die  entsprechenden  Ä',  C\  ü\...  in  p' 
dadurch  bestimmen ,  dass  man  die  Dreiecke  N'AB\  N'ÄC\  N'AD\  etc. 
ähnlich  und  gleichnamigen  Sinnes  mit  den  Dreiecken  MBA,  MCA,  MDA,  etc. 
macht;  und  es  ist  nun  noch  zu  zeigen,  dass.  wie  es  die  Definition  der 
Kreisverwandtschaft  verlangt,  von  je  vier  Punkten  in  p  oder  p\  welche 
in  einem  Kreise  liegen ,  die  entsprechenden  in  p  oder  p  gleichfalls  in 
einem  Kreise  enthalten  sind. 

In  der  That  sind  in  Folge  der  gemachten  Construction  erstens  die 
Winkel  AN'B\  ilW'C,  AN'D\  etc.  =  —  ilJtfÄ,  —AMC,  etc.,  und  daher 
überhaupt  jeder  von  zweien  der  Richtungen  N'A,  N'B\  N'C\...  gebildete 
Winkel  :=  dem  von  den  zwei  entsprechenden  unter  den  Richtungen 
MA,  MB,  MC,.,,  gebildeten  Winkel,  nur  von  entgegengesetztem  Zeichen, 
z.  B.  B'N'C'=  CMB;  es  sind  zweitens  die  Längen  N'A,  NB,  N'C\... 
den  Längen  MA,  MB,  MC,...  verkehrt  proportional,  z.  B.  N'B'.SC 
=  MC:MB.  Mithin  sind  die  Dreiecke  MBC  iind  NCff,  und  eben  so 
nächst  den  vorbin  genannten  auch  je  zwei  andere  Dreiecke,  welche  an 
M  und  N'  von  zwei  Paaren  entsprechender  Punkte  in  umgekehrter  Folge 
gebildet  werden ,  einander  ähnlich  und  gleichnamigen  Sinnes.  Es  be- 
steht folglich  zwischen  je  vier  Punkten,  etwa  A,..D,  der  einen  Ebene 
und.  den  entsprechenden  A, . .  D'  in  der  andern  die  in  e.  erhaltene  Winkel- 
gleichung ABC  +  CDA  =  AB'C'+  CDA. 

Liegen  nun  A,..D  in  einem  Kreise,  und  ist  daher  nach  §.  8.. (6)  die 
linke  Seite  dieser  Gleichung  =0,  oder  =1 80^,  so  müssen  zufolge  dieser 
Gleichung  und  mit  Anwenciung  des  auch  umgekehrt  geltenden  Satzes  in 

• 

§.  8.  A', ..  i)' gleichfalls  in  einem  Kreise  liegen,  wie  zu  beweisen  war. — 
Man  bemerke  nur  noch ,  dass ,  nach  demselben  Satze ,  jenachdem  sich 
die  Sehnen  AC  und  BD  des  erstern^Kreises  ausserhalb  oder  innerhalb 
desselben  schneiden ,  ein  Gleiches  von  den  entsprechenden  Sehnen  des 
letztern  geschieht,  was  damit  übereinstimmt,  dass  die  sich  entsprechen- 
den Punkte  sich  entsprechender  Kreise  in  jedem  nach  einerlei  Ordnung 
auf  einander  folgen  (§.  2.) . 

Abluindl.  d.  R.  8.  Gea.  d.WiaseDa«h.  IV.  30 
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§.11.  Udi  die  in  d.  und  e.  des  vor.  §.  erhaltenen  Beziehungen 
zwischen  kreisverwandten  Figuren  einfach  ausdrücken  zu  können,  wollen 
wir  ein  durch  vier  Punkte  il,..  .i)  einer  Ebene  bestimmtes  Verhält&iss 
von  der  Form  AB . CD : BC . DA  ein  Doppelverhaiitn  iss,  und  eine 
Winkelsumme  von  der  Form  ABC  +  CDA,  die  sich  auch  als  der  Winkel- 
unterschied  ABC — ADC  oder  CDA —  CBA  schreiben  lässt,  einen  Doppel- 
winkel nennen« 

Dieses  festgesetzt,  ist  bei  zwei  kreisverwandten  ebenen 
Figuren  nach  der  Folgerung  d.  jedes  Doppel  verhält  niss,  und 
nach  €.  jeder  Doppelwinkel  der  einen  Figur  dem  auf  gleiche 
Weise  aus  den  entsprechenden  Punkten  der  andern  ge- 
bildeten Doppel  Verhältnisse  oder  Doppelwinkel   gleich. 

Weil  D.verhaltnisse  und  D.winkel  die  einfachsten  von  den  G.punkten 
unabhängigen  Grossen  sind,  welche  bei  der  Kreisverwandtsphuft  von 
einer  Figur  zur  andern  gleiche  Werthe  haben ,  und  %eil  sich  deshalb 
erwarten  lässt,  dass  diese  Grössen  bei  unsern  weitern  Untersuchungen 
besonders  häufig  in  Rechnung  kommen  werden,  so  wollen  wir  im  Voraus 
einen  Algorithmus  uns  zu  bilden  suchen,  mit  dessen  Hülfe  wir  der- 
gleichen Rechnungen  möglichst  kurz  und  bequem  ausfuhren  kteaen. 

'  Betrachten  wir  zuerst  das  D.verhältniss  AB.CDiBC.DA,  so  er- 
giebt  sich  ans  dessen  erstem  Gliede  das  zweite,  wenn  man  im  ersten 
statt  dessen  ersten,  zweiten,  dritten  und  vierten  Buchstaben  resp.  den 
zweiten,  dritten,  vierten  und  ersten  setzt.  Wir  wollen  daher  dieses 
D.verhältniss,  um  uns  das  doppelte  Schreiben  seiner  Buchstaben  zu  er- 
sparen, durch  sein  erstes  Glied  allein,  das  wir  nach  Weglassung  des 
Multiplicationszeichens  (.)  mit  Haken  einschliessen ,  also  durch 

{ABCÜ) 

ausdrücken.  I 

•  ■  I 

Umgekehrt  wird  hiernach  von  dem  abgekürzt  ausgedrückten  D.ver-      '• 

hältnisse  [BCDA)  das  erste  Glied  BC.DA  und  das  zweite  CD  .AB  sein. 
Zugleich  ersehen  wir  hieraus ,  dass  {BCDA)  =  dem  reciproken  Werthe 
von  {ABCÜ)  ist,  und  dass  daher,  wenn  man  in  dem  Ausdrucke  eines 
D.Verhältnisses  die  cyklische  Aufeinanderfolge  der  Buchstaben,  auch 
dem  Sinne  nach,  beibehält,  zum  ersten  Buchstaben  aber  den  ursprüng- 
lich zweiten  nimmt,  der  Wcrth  des  neuen  D. Verhältnisses  dem  reci- 
proken des  ursprünglichen  gleich  ist.  Man  hat  demnach 
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Lassen  wir  jetzt  die  Buchslabea  nach  eioem  4em  ursprUngIicbe0 
entgegeogesetzten  Sinne  auf  einander  folgen ,  behalten  aber  den  ersten 
Buchstaben  als  ersten  bei,  so  verwandelt  sich  derWerlb  des  D. Verhält- 
nisses gleichfalls  in  den  reciproken.   Denn  aus  {ABCD)  wird  auf  solche 

Weise  {ADCB),=AD.CB:DC.BA,s:b     *^^.     Gleicherweise 

findet  sich  (BADC)  =  ^^^  =  {ABCD) ,  und  eben  so 

{CBAD)  =  j^ ,  {DCBA)  =  (ABCD) . 

§.  12.  Immer  giebt  es  drei  verschiedene  Vierecke,  welche  die- 
selben  vier  Punkte  A,  B,  C,  D  zu  Ecken  haben.  Es  sind  diese  Vierecke, 
wenn  man  stets  D  die  vierte  Ecke  sein  lässt : 

ABCD,  BCAD,  CABD. 
Je^es  derselben  lässt  sich  auf  achterlei  Weise  ausdrücken ,  indem  man 
die  cyklische  Folge  seiner  Ecken,  nicht  auch  den  Sinn  dieser  Folge,  un- 
verändert  bleiben  lässt,  and  man  erhält  somit  die  vier  und  zwanzig  aus 
den  vier  Elementen  A,..D  zu  bildenden  Permutationen. 

Der  vorige  §.  hat  uns  gezeigt,  dass  je  zwei  der  acht  Ausdrücke  des 
ersten  Vierecks ,  und  damit  überhaupt  je  zwei  der  acht  Ausdrücke  eines 
und  desselben  Vierecks,  als  Ausdrücke  von  D.veiiiältnissen,  entweder 
einander  gleich  sind,  oder  in  reciproker  Beziehung  zu  einander  stehen. 
Dagegen  sind  je  zwei  Ausdrücke  zweier  verschiedenen  Vierecke  im  All- 
gemeinen von  einander  unabhängig.  Wohl  aber  giebt  es  eine  Relation 
zwischen  je  drei  Ausdrücken,  deren  jeder  einem  andern  der  drei  Vier- 
ecke  angehört;  denn  es  ist,  wenn  diesmal  auch  auf  die  Zeichen  bei  der 
Entwickelung  Rücksicht  genommen  wird : 

{ABCD)  {BCAD){CABD)  «=  — 1 . 

Zusatz.  In  dem  besondern  Falle,  wenn  die  vier  Punkte  in  einer 
Geraden  liegen,  sind  auch  je  zwei  zu  verschiedenen  Vierecken  gehörige 
Ausdrücke,  und  somit  je  zwei  aller  vier  und  zwanzig  Ausdrücke,  von 

einander  abhängig.   Denn,  wie  man  leicht  findet,  ist  alsdann  mit  ge- 

•  •  •  . 

höriger  Rücksicht  auf  die  Zeichen : 

{ABCD)^ACBÜ)n^\, 
worin  der  erste  Ausdruck  zum  ersten  und  der  zweite  zum  zweiten  Vier- 
eck gehört. 

Letztere  Formel  stimmt  flbrigens  ganz  mit  derjenigen  überein ,  die 
sich ,  gleichfalls  unter  der  VoraAisselzuAig ,  dass  die  vier  Punkte  in  einer 
Geraden  enthalten  sind,  bereits  in  m^nem  barye.CaICul  S.  S47,  III.  findet, 

39* 
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• 

obgleich  die  Ausdrücke  dort  in  einer  etwas  andern  Bedeutung  als  hier 
genommen  werden,  indem  das  dortige  {A,  B,  C,  D)  einerlei  mit  dem 
hiesigen  {ACBD)  ist.  Ich  habe  aber  jene  ältere  Bezeicbnungs weise  ver- 
lassen und  diese  neue  gewählt,  besonders  um  deswillen ,  weil  die  letz- 
tere auch  den  noch  zusammengesetzteren  Vieleckschnittsverhältnisseo 
(Bar.  Calc.  S.  299)  angepasst  werden  kann,  indem  man  z.  B.  das  Dreieck- 
schnittsverhaltniss  ab     cd     bf 

BC  '  DE  '  FA 

auf  eine  der  vorigen  entsprechende  Weise  durch  {ABCDEF)  ausdrückt. 

§.  13.  Ganz  analoge  Beziehungen,  wie  zwischen  den  bei  einem 
System  von  vier  Punkten  einer  Ebene  sich  bildenden  D.verhsiltnissen, 
finden  auch  zwischen  den  durch  ein  solches  System  bestimmten  D. win- 
keln statt.  —  In  der  That  ist  nach  §.  8.  (4)  der  D. winke! 

BCD^DAB=—ABC^CDA. 

Werde  nun  die  Winkelsumme  ABC+CDA  oder,  was  dasselbe  isl. 
der  Winkelunterschied  ABC — ADC,  der  Kürze  willen  schlechthin  durch 

ABCD 
ausgedrückt,  so  dass  man,  um  hieraus  die  Winkelsümme  oder  den  Winkel- 
unterschied  rückwärts  abzuleiten,  die  drei  ersten  Buchstaben  des  Aus- 
drucks in  ihrer  Folge  als  ersten  Winkel  schreibt  und  als  die  drei  Buch- 
staben des  zweiten  Winkels,  wenn  er  additiv  sein  soll,  den  dritten, 
vierten  und  ersten  Buchstaben  des  Ausdrucks  setzt,  ihn  dagegen,  soll  er 

r 

subtractiv  sein,  aus  dem  ersten  Winkel  dadurch  folgert,  dass  man  dessen 
mittlem  Buchstaben  in  den  vierten  des  Ausdrucks  verwandelt. 
Die  vorige  Gleichung  ist  hiernach  zu  schreiben 

BCDA  =  —ABCD, 
und  daraus  zu  schliessen,  dass,  wenn  man  einen  solchen  Ausdruck,  ohne 
die  cyklische  Folge  seiner  Buchstaben  und  den  Sinn  dieser  Folge  zu  än- 
dern ,  mit  seinem  zweiten  Buchslaben  anfangen  lässt,  sein  Werth  in  den 
entgegenigesetzten  übergeht.    Es  isl  daher 

ABCD  =.—BCDA  =  CD  AB  =  —DABC. 
Gleicherweise  verwandelt  sich  der  Werth  des  Ausdrucks  in   den  ent- 
gegengesetzten, wenn  man,  die  Folge  und  den  Anfangsbuchstaben  bei- 
behaltend, den  Sinn  der  Folge  umkehrt.  Denn  man  hat 

ADC'^CBA=  -^ABC—CDA,  also 

ADCB  =  — ABCD,  und  eben  so 
BADC=  —CBAD=DCBA=ABCD. 
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Alle  acht  Ausdrücke,  welche  einerlei  cyklische  Folge  haben  und  da- 
her ein  und  dasselbe  der  drei  im  vor.  §.  gedachten  Vierecke  ausdrücken, 
sind  demnach  ihren  absoluten  Werthen  nach  einander  gleich;  je  zwei 
derselben  sind  aber  mit  einerlei  oder  verschiedenen  Zeichen  behautet, 
jenachdera  die  zwei  ihnen  homologen  Ausdrücke  für  D.verhältnisse  ent- 
weder einander  gleich  sind ,  oder  der  eine  das  Reciproke  des  andern 
ist,  —  so  dass  die  jetzigen  D.winkel  sich  wie  die  Logarithmen  der  ent- 
sprechenden D.verhültnisse  verhalten. 

Eben  so,  wie  im  vor.  §.,  sind  femer  auch  hier  je  zwei  zu  ver- 
schiedenen Vierecken  gehörige  Ausdrücke  von  einander  unabhängig,  wo- 
gegen zwischen  je  drei  Ausdrücken,  welche  zu  den  drei  verschiedenen 
Vierecken  gehören ,  immer  eine  Relation  statt  hat.  Denn  es  ist 

ABC+BCA+CAB=iSO\  und 
CDA+ADB+BDC=0 ; 
folglich,  wenn  man  diese  Gleichungen  addirt: 

ABCD+BCAD+CABD=\SO\ 
eine  Formel,  die  zu  der  entsprechenden  im  vor.  §.  gleichfalls  in  loga- 
rithmischer Beziehung  steht. 

§.14.  Zusätze,  a.  Liegen  A,  Ä,  C,  D  in  einem  Kreise,  so  ist, 
jenachdem  sich  die  Sehnen  AC  und  BD  ausserhalb,  oder  innerhalb 
des  Kreises  schneiden, 

ABCD=0,  oder  =180«  (§.  8.  (6)), 
also  überhaupt  2 .  ABCD=0 ; 

und  umgekehrt  folgt  aus  dieser  Gleichung  die  Kreislage  der  vier  Punkte. 
6.    Sind  A,  B,C,  Dy  E  irgend  fünf  Punkte  einer  Ebene,  so  hat' man 
ACBD=ACB—ADB,  ADBE=ADB^AEB 
und  AEBC=AEB—ACB,    folghch 

ACBD+ADBE+AEBC=0, 
wofür  man  auch  schreiben  kann : 

ACBD^ADBE=ACBE. 
Es  lässt  sich  diese  Formel  leicht  dadurch  behalten,  dass  in  jedem 
ihrer  drei  Glieder  A  der  erste  und  B  der  dritte  Buchstabe  ist,  und  dass, 
wenn  man  diese  zwei  Buchstaben  weglässt,  die  restirende  Formel 
CD^DE^EC=Q,  oder  CD^DE=CE  die  bekannte  Relation  zwischen 
den  durch  drei  Punkte  in  einer  Geraden  bestimmten  Abschnitten  darstellt. 
Nachträglich  werde  hier  noch  die  analoge  zwischen  D.verhältnissen 
obwaltende  Relation  bemerkt: 
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{ACBD)  [ADBE]  {AEBC)=z\  oder,  was  dasselbe  ist, 
{ACBD)  {ADBE)^{ACBE).  (Vergl.  Bar.  Calc.  S.  250.) 

.c.  Der  D.winkel  ABC — ADC  kann  mittelst  derselben  Bacbstaben 
auch  als  ein  einziger  Winkel  dargestellt  werden.  In  der  That  ist  nach 
§.  9.  Zus.  CBA=CA'ABC,  CDA=CA*ÄDC. 

Die  erstere  dieser  Gleichungen  von  der  letztern  abgezogen  ,   giebt  aber 
mit  Anwendung  der  Formel  (3^)  in  §.  8.: 

ABC—ADC=ABC'ADC,    ' 
worin  die  zwei  Ternionen  zur  Rechten  zwei  Kreise  oder  vielmehr  die 
Richtungen  bedeuten,  nach  denen  sich  zwei,  diese  Kreise  nach  den  zu- 
gleich mit  ausgedrückten  Sinnen  derselben  beschreibenden,  Punkte  beim 
Duchgange  durch  A  bewegen. 

d.  Die  identische  Gleichung  AßCZ)=£ÄDC  Idsst  sich  hiernach  auch 
schreiben  ABCADC=BADBCD, 

wonach .  wenn  durch  je  drei  von  vier  in  einer  Ebene  liegenden  Punkten 
•   Kreise  beschrieben  werden,  die  Winkel,  welche  irgend  zwei  dieser  vier  Kreise 
mit  einander  machen,  den  von  den  jedesmal  zwei  übrigen  Kreisen  gebildeten 
Winkeln  gleich  sind. 

e.  Dieselbe  Transformalion,  auf  die  Gleichung  ABCD^sABCÜ 
(§.  10.  e.)  angewendet,  giebt 

ABC^ADC=AßC''AD'C' 
und  lehrt  uns  damit  den  Satz,  dass  bei  zwei  kreisverwandten 
Figuren  je  zwei  sich  schneidende  Kreise  der  einen  sich 
unter  denselben  Winkeln,  wie  die  entsprechenden  Kreise 
der  andern  Figur,  schneiden;  was  übrigens  schon  aus  der  Er- 
wägung hervorgehl,  dass  die  Durchschnittswinkel  zweier  Kreise  einerlei 
mit  denen  sind,  welche  die  zwei  in  dem  einen  oder  andern  Durchschnitte 
zusammcnstosscnden  Elemente  des  einen  und  des  andern  Kreises  mit 
einander  machen,  und  dass  kreisverwandte  Figuren  in  ihren  Elementar- 
theilen  einander  ähnlich  sind  (§.  5  ). 

§.  1 5.  Von  den  zwei  in  den  letztvorhergeh^nden  ^.  betrachteten 
Grössenformen  {ABCD)  und  ABCD  ist  jede  von  den  vier  durch  vier  Punkte 
einer  Ebene  bestimmten  Linien  BA,  BC,  ÜA,  DC,  und  zwar  die  erstere 
bloss  von  den  Längen,  die  letztere  bloss  von  den  Richtungen  dieser  Li- 
nien abhangig.  Es  ist  nämlich  {ABCD)  =  dem  Verhältnisse  zwischen  den 
Verhältnissen  BA :  BC  und  ÜA :  ÜC ,  und  ABCD  =«  dem  Unterschiede  zwi- 
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sehen  den  Uaterschieden ,  um  welche  eiaerseits  dl^  Richtung  JBC  von  der 
BA,  und  andererseits  die  Richtung  DC  von  der  DA  abweicht. 

Zwischen  der  Verwandtschaft  der  Aehnlichkeit  und  der  Kreis>'er- 
wandtschafl  findet  hiernach,  ausser  der  Aehnlichkeit  in  den  kleinsten 
Theilen  kreisverwandter  Figuren ,  noch  eine  andere  merkwürdige  Be- 
ziehung statt.  Sowie  nämlich  bei  zwei  einander  ähnlichen  Figuren  >I£C... 
und  ABC...  die  einfachen  Linienverhältnisse  BAiBC  und  RA'iB'C', 
desgleichen  die  Unterschiede  zwischen  den  Richtungen  dieser  Linien  oder 
die  Winkel  ABC  und  ABC  von  gleicher  Grösse  sind,  so  bleiben  bei 
kreisverwandten  Figuren  Verhältnisse  zwischen  jenen  einfachen  Ver- 
hältnissen und  nicht  minder  Unterschiede  zwischen  jenen  einfachen 
Unterschieden  oder  Winkeln  von  einer  Figur  zur  andern  constant. 

Zusatz.  Sowie  die  D. Verhältnisse,  bleiben  auch  die  in  §.  12.  Zus. 
angedeuteten  noch  zusammengesetzteren  Verhältnisse  zwischen  Linien 
bei  kreisverwandten  Figuren  von  gleicher  Grösse,  indem  sich  jedes  der- 
selben in  ein  Product  von  D. Verhältnissen  auflösen  lässt.  Denn  es  ist, 
alle  Linien  in  absolutem  Sinne  genommen : 

AB       CD      EF  AB       CD  ^  AD      EF   ' 


BC      DE      FA  BC      DA  ^  DE      FA  ' 

oder  mit  Anwendung  der  abgekürzten  Schreibart : 

{ABCDEF)  =  {AnCD){ADEF). 
Analoges  hat  bei  der  Zusammensetzung  von  drei  oder  mehrern 
Winkeln*  statt.   Denn  versteht  man  unter  ABCDEF  die  Summe  der  drei 
Winkel  ABC,  CDE,  EFA,  so  ist 

ABCDEFzxzABC+CüA+ADE+EFA=ABCD^ADEF. 

Der  dreitheilige  Winkel  A....F,  als  der  Summe  zweier D.winkel  gleich, 
hat  mithin  ebenfalls  in  allen  kreisverwandten  Figuren  denselben  Wertb. 

Uebrigens  sieht  man  leicht,  dass  die  einfachen  in  §.  11.  bei  D.ver- 
hältnissen  und  in  §.  1 3.  bei  D. winkeln  bemerkten  Relationen  auch  bei 
den  zusammengesetzteren  Verhältnissen  und  Winkeln  obwalten,  indem 

{ABCDEF)  =  j5^  =  {CDEFAB)  =  etc. 

=  {FEDCBA)=j^^=^ Bio.  und 

ABCDEF^  —BCDEF ABCDEF  AB  ^eic. 
=  FEDCBA  =—EDCBAF=  elc.  ist. 
§.  1 6.   Merkwürdige  Relationen  besteben  nocb  zwiscben  den  aus 
denselben  vier  Punkten  gebildeten  D.verhaltnissen  einerseits  und  den 


552       '  A.  F.  MöBiüs, 

D.winkeln  andererseits.    Um  sie  zu  erhalten  denke  man  sich  za  einem 

beliebigen  System  von  vier  in  einer  Ebene  liegenden  Punkten  il,  B,  C,  D 

ein  kreisverwandtes  System  A\..D'  construrrt  und  nehme  dabei  D  als 

G.punkt  jener  Ebene,  also  D'  unendlich  entfernt  an.    Alsdann  sind  die 

D.Verhältnisse  und  D.winkel  der  Figur  A..Z)  den  einfachen  Verhältnissen 

zwischen  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC  und  dessen  Winkeln  gleich, 

und  alle  die  bekannten  Relationen,  welche  zwischen  diesen  einfachen 

Verhältnissen  und  Winkeln  statt  haben ,  müssen  bei  den  entsprechenden 

D.Verhältnissen  und  D.winkeln  der  Figur  A,.D  sich  wiederfinden. 

In  der  That  verhält  sich  (§.  1 0.  d) 

AB.CD:BC.DA  =  Äff.  CD':  B'C.  DA  =  Aß:  B'C, 

weil,  wegen  der  unendlichen  Entfernung  des  D\  CD':D'A=zi'A  ist,  und 

eben  so  BCAD:CA.DB  =  B'C  CA. 

Ferner  hat  man 

ABCD  =  AB'CD'= AffC, 

weil  aus  demselben  Grunde  der  Winkel  Ci)'il'=0  ist;  und  gleicherweise 

BCAD  =  BCA,  CABD=CAE. 

Die  drei  Winkel 

ABCD,  BCAD,  CABD, 

deren  Summe  wir  bereits  in  §.  4  3.  =  180®  fanden,  sind  demnach  die 

Winkel  eines  Dreiecks,  dessen  ihnen  gegenüberliegende  Seiten  sich  wie 

ACBD,  BA.CD,  CB.AD   verhalten.*) 

Insbesondere  ist  daher  • 

sin  ABCD :  sin  BCAD  =  AC  BD  :BA.  CD  =  {CABD). 

Folgerungen,  a.  Sind  die  drei  D.winkel  ABCD,  BCAD,  CABD 
eines  ebenen  Vierecks  den  einfachen  Winkeln  AB'C,  etc.  eines  Dreiecks 
gleich,  so  sind  auch  die  drei  D. Verhältnisse  [ABCD),  etc.  beim  Viereck 
den  einfachen  Verhältnissen  AB'iBC,  etc.  beim  Dreieck  gleich,  und 
umgekehrt. 

6.  Wenn  der  G.punkt  D  der  Ebene  ABC  ausserhalb  (innerhalb)  des 
Kreises  ABC  liegt,  so  liegt  auch  der  G.punkt  der  Ebene  AB'C  ausserhalb 


*)  Ich  habe  diesen  Satz  bereits  in  meinem  im  Eingange  zuerst  erwähnten  Aufsatze 
S.  49  aufgestellt  und  durch  Anwendung  complexer  Grössen  bewiesen.  Ich  hielt  ihn 
damals  für  neu.  Wie  ich  indessen  durch  meinen  geehrten  Freund,  Herrn  Dr.  Balzer  in 
Dresden,  später  benachrichtigt  worden  bin,  ist  derselbe  Satz  nebst  mehreren  aus  ihm 
gezogenen  interessanten  Folgerungen  schon  in  einer  in  Grunert^s  Archive  der  Math. 
Bd.  11.  S.  240  befindlichen  Abhandlung  des  Herrn  Prof.  Bretscbneider  in  Gotha  enthalten. 
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(innerhalb)  des  Kreises  AB'C  (§.  6.  c).  Die^  Sinne  der  Kreisbewegungen 
ABCxmAAB'C  smA  alsdann  gleichnamig  (ungleichn.)  (§.7.),  und  folglich 
die  Winkel  ABC  und  AB'C  gleichartig,  d.  i.  beide  hohl,  oder  befde  er- 
haben (ungleichartig,  d.i.  der  eine  hohl,  der  andere  erhaben)  (§.8.  Zus.). 
Der  Winkel  ABC  ist  aber  nach  dem  Obigen  =ABCD,  und  folghch  ABCD 
gleichartig  (ungleichartig)  mit  ABC. 

Jenachdem  daher  von  vier  Punkten  A,  ..D  in  einer  Ebene  der  eine 
D  ausser-  oder  innerhalb  des  durch  die  drei  (tbrigen  A,  J?,  C  zu  be- 
schreibenden Kreises  liegt,  ist  der  D.winkel  ABCJ}  gleichartig  oder  un- 
gleichartig mit  dem  einfachen  ABC. 


§.  17.  In  §.  10.  ist  gezeigt  worden,  wie  zu  einem  Systeme  in  einer 
Ebene  p  liegender  Punkte  A,  B,...  in  einer  andern  Ebene  p  ein  ihm 
kreisverwandtes  A',  Ä',  . .  construirt  werden  kann,  wenn  noch  die 
positiven  Sinne  in  p  und  in  p\  die  beiden  C.punkte  M  und  N',  sor 
wie  der  Punkt  A  gegeben  sind.  Somit  sind  von  drei  Punkten  AT,  iV,  A 
in  p  die  entsprechenden  M\  N\  A  in  p  gegeben,  nur  dass  dabei  N  und 
M'  unendlich  entfernt  liegen.  Indessen  kann  man  hiernach  erwarten, 
dass  überhaupt  mit  drei  willkührlich  angenommenen  Punkten  in  p\ 
welche  irgend  dreien  des  Systems  inp  entsprechen,  das  System  injp' 
sich  construiren  lassen  wird.  —  Nachfolgende  Sätze  werden  diese  Er- 
wartung rechtfertigen. 

Lehrsatz.  Nach  Feststellung  der  positiven  Sinne  in  den  Ebenen 
p  und  p  zweier  Dreiecke  ABC  und  AB'C  kann  in  der  Ebene  des  einen 
ABC  ein  Punkt  M  unzweideutig  so  bestimmt  werden,  dass  die  D.winkel 
des  Vierecks  ABCM  den  Winkeln  des  Dreiecks  ABC  gleich  werden, 
nämlich 

ABCM^ABC,  BCAM=B'CA,  also  auch  CABM:=^CAB. 

Beweis.  Nach  §.  Ti.  c.  ist  die  erste  dieser  Gleichungen  identisch 
mit  ABC'AMC=ABC, 

und  die  zweite,  wofllr  man  auch  ilCfi3f=il'(7^  schreiben  kann,  iden- 
tisch mit  ACB'AMB  =  ABCAMB+ 1 80  « = ACB. 

Hiernach  findet  sich  M,  als  der  zweite  Durchschnitt  zweier  Kreise,  von 
denen  der  eine  AMC,  durch  A  und  C  gehend,  mit  dem  Kreise  ABC  ixkA 
einen  Winkel  =iAB'C  bildet,  und  der  andere  AAfß,  durch  A  und  JB  gehend, 
mit  demselben  Kreise  ABC  in  A  einen  Winkel  =il'Ci^-h180^  macht. 
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Zosatz.  Die  Sinne  in  den  Ebenen  p  und  p  sind  von  einander  an- 
abhängig.  Wird  der  Sinn  in  p  so  angenommen ,  dass  der  Winkel  ABC 
hohl  ist,  so  kann  nach  der  Bestimmung  des  Sinnes  in  p  der  Winkel  ABC 
entweder  gleichfalls  hohl,  oder  auch  erhaben  sein.  Jede  dieser  zwei 
Bestimmungen  giebt  aber  für  den  Punkt  M  einen  andern  Ort.  Denn  bei 
der  erstem  (letztem)  ist  der  Winkel  AßC  miiABC,  also  auch  mit  ABCM 
gleichartig  (ungleichartig) ,  und  M  liegt  folglich  (vor.  §.  Zus.  fr.)  ausser- 
halb (innerhalb)  des  Kreises  ABC. 

§.18.  Lehrsatz.  Werden,  wie  es  nach  vorigem  Salze  möglich 
ist,  in  den  Ebenen  zweier  Dreiecke  ABC  waA  ABC  resp.  die  Punkte 
M  und  N'  so  bestimmt,  dass  nach  Festsetzung  der  Sinne  in  den  beiden 
Ebenen  die  D.winkel  des  Vierecks  ABCM  den  Winkeln  des  Dreiecks 
ABC,  und  ebenso  die  D.winkel  des  Vierecks  AB'CN'  den  Winkeln  des 
Dreiecks  ABC  gleich  werden,  so  sind  die  Dreiecke  N'AB,  IVBC,  N'CA 
resp.  den  Dreiecken  MBA,  MCB,  MAC  ähnlich  und  mit  ihnen  gleich- 
namigen Sinnes. 

Beweis.    Zu  Folge  der  geforderten  Lage  von  M  und  N'  soll  sein 
ABC+  CMA  =  AB'C\ud  AB'C-^CNA^ABC. 
Die  Addition  dieser  Gleichungen  giebt  CN'A+CMAi=0  oder 

(a)      CNA:m:AMC. 

Aus  derselben  Gleichheit  der  D.winkel  der  Vierecke  ABCM  und 
AB'CN'  mit  den  Winkeln  der  Dreiecke  ABC  und  ABC  folgt  ferner 
(§.  16.  Zus.  a.) 

AB.CM:BC.AM  =  AB':BC  und 

AT?'.  CN': BC. AN'=  AB.BC,  mithin 

(6)     CN':AN'=AM:CM. 

Aus  (a)  in  Verbindung  mit  (6)  fliesst  aber,  dass  die  Dreiecke  N'CA  und 
JtfAC  einander  Sihnlicb  und  gleichnamigen  Sinnes  sind;  und  ähnlicher- 
weise lässt  sich  dasselbe  für  die  Dreiecke  N'AB  und  JlfßA,  N'B'C  und 
MCB  beweisen. 

§.4  9.  Lehrsatz.  Soll  zu  einem  Systeme  von  Punkten 
A,  By  C,  i),...  in  einer  Ebene  p  ein  ihm  kreisverwandtes 
in  einerEbenep'construirt  werden,  so  können  drei  Punkte 
des  letztern,  —  es  seien  die  den  A,  B,  C  entsprechenden  A',  B^  CT,  — 
desgleichen  die  positiven  Sinne  in  p.  und  p  willkührlich 
genommen  werden.   Alsdann  aber  ist  der  jedem  vierten 


DIB  Theorie  dbb  Kbeisveiwandtsghaft.  555 

Punkte  des  erstem  Systems  entsprechende  Punkt  des 
letztern  unzweideutig  bestimmt. 

Beweis.  Man  füge  auf  die  in  §.  17.  bemerkte  Weise  zu  den  Drei- 
ecken ABC  und  AB'C  die  Punkte  M  und  N'  hinzu ,  so  sind  nach  §.  1 8. 

die  Dreiecke  MBA  und  N'AB\  sowie  MCA  und  NAC  einander  ähnh'ch 

« 

lind  gleichnamigen  Sinnes. .  Und  wenn  auf  gleiche  Art  zu  jedem  vierten 
Punkte  D  der  entsprechende  D'  dadurch  bestimmt  wird,  dass  man  dem 
Dreiecke  MDA  das  Dreieck  N'AD'  ähnlich  und  gleichnamigen  Sinnes 
macht,  so  sind  die  Figuren  ABCD...  und  AB' CD'...  kreisverwandt 
(§.10./-.). 

Zusätze,  a.  In  den  Fällen,  wenn  einer  der  beiden  Kreise  ABC 
und  ABC,  oder  auch  beide,  gerade  Linien  sind,  ist  die  Bestimmung  der 
C. punkte  M  und  N'  nach  §.  17.  mit  Hülfe  von  D.winkeln  nicht  mehr 
statthaft,  sondern  es  müssen  D.verhältnisse  angewendet  werden. 

In  derThat,  liegen  A,  B,  C  in  einer  Geraden,  und  desgleichen  auch 
A',  R,  C,  so  sind  in  denselben  Geraden  resp.  auch  M  und  N'  begriffen, 
so  dass  {ABCM)=  {AB' CM')  =—AB:B'C 

und  {A'B'CN')  =  {ABCN)  ^^AB.BC. 

Hiernach  werden  unter  gehöriger  Berücksichtigung  der  Vorzeichen,  wenn 
das  Verhältniss  —  (AB':  B'C)  :{AB:BC)  =  e:i 

gesetzt  wird ,  M  und  N'  mittelst  der  Proportionen 

CMiMA^eii   und  CN':N'A=^i:e      gefunden. 

Liegen  aber  nur  A,  B',  C  in  einer  Geraden,  so  ist  M  ein  Punkt  des, 
Kreises  ABC  und  darin  nach  derselben  Proportion  wie  vorhin  zu  be- 
stimmen. Es  geschieht  dieses  mittelst  eines  die  Linie  CA  rechtwinklig 
und  harmonisch  in  dem  Verhältnisse  e:\  schneidenden  Kreises  (vei^l. 
§.  22.  a.),  indem  von  den  zwei  Durchschnitten  desselben  mit  dem  Kreise 
ABC  derjenige  der  Punkt  M  ist,  von  welchem  aus  A,  B,  C  im  Kreise  io 
derselben  Ordnung  wie  A,  B',  C  in  der  Geraden  auf  einander  folgen. 
N'  kann  hierauf  dadurch  gefunden  werden,  dass  man  das  Dreieck  N'AB 
ähnlich  und  gleichnamigen  Sinnes  mit  MBA  macht. 

b.  Der  Punkt  D'  kann,  ohne  vorherige  Ermittelung  der  C. punkte 
M  und  N',  auch  geradezu  mit  Hülfe  der  Formeln 

ABCADC^ABCAD'C  und  ACB'ADB=ACB^AD'« 
fS.  14.  e)  gefunden  werden,  wonach  D'  der  eweite  Durchschnitt  zweier 
Kreise  ist,  von  denen  der  eine,  durch  A  und  C  gehend,  mit  dem  Krdse 
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AffC  einen  Winkel  =ABCADC,    und   der  andere,  durch  A  und  ff 
gehend,  mit  dem  Kreise  ACB'  einen  Winkel  ssACB^ADB  macht. 

§.  20.  Sind  von  der  Figur,  welche  mit  der  gegebenen  ilBCDE .. . 
kreisverwandt  sein  soll ,  bloss  die  Punkte  A,  ff,  C,  nicht  aber  zugleich 
der  positive  Sinn  ihrer  Ebene  p\  gegeben ,  so  ist  der  jedem  vierten 
Punkte  D  in  p  entsprechende  Punkt  ff  in  p  im  Allgemeinen  zweideutig, 
und  es  können  daher,  jenachdem  man  den  einen  oder  den  andern  Sinn 
der  Drehung  in  p  für  den  positiven  nimmt,  zwei  verschiedene  die  drei 
ersten  Punkte  gemein  habende  Figuren  AB'CffE'.. .  und  AB'Cff'ET. .. 
construirt  werden,  deren  jede  mit  ABCDE..,  kreisverwandt  ist,  und  die 
es  daher  auch  unter  sich  sind. 

Zu  jeder  ebenen  Figur  ABCDE...  lässt  sich  demnach  in  ihrer  Ebene 
eine  ihr  kreisverwandte  AffCffE. . .  construiren ,  von  welcher  mit  drei 
Punkten  A,  B,  C  der  erstem  die  entsprechenden  Punkte  A\  ff,  C  zu- 
sammenfallen ,  während  dadurch ,  dass  man  einen  und  denselben  Sinn 
der  -Ebene  als  den  positiven  für  die  eine  Figur  und  als  den  negativen 
für  die  andere  nimmt,  die  übrigen  Punkte  D',  £',...,  im  Allgemeinen 
wenigstens ,  von  den  entsprechenden  D,  E,...  verschieden  sind. 

§.21.  Das  gegenseitige  Verhalten  zweier  solcher  Figuren  bietet 
mehrefes  Merkwürdige  dar,  was  nicht  nur  an  sich ,  sondern  auch  des 
später  Folgenden  willen ,  eine  nähere  Betrachtung  verdient. 

1)  Bezeichnet  man,  wie  bisher,  die  C. punkte  der  beiden  Figuren 
mit  M  und  N\  so  sind  nach  §.  9.,  weil  jeder  der  Punkte  A,  B,  C  sich 
selbst  entsprechen  soll,  die  Dreiecke  MAB  und  N'BA,  MBC  und  IfCB, 
MCA  und  N'AC  einander  ähnlich,  aber  auch  gleich,  weil  AB=BA,  etc.; 
folglich  M4=^'B  und  MC=N'B,  folglich  MA=MC,  und  ebenso  =MB, 
sowie  N'A==N'B  =  N'C.  Es  coincidirt  daher  N'  mil  M  im  Mittelpunkte 
des  durch  A,  B,  C  zu  beschreibenden  Kreises,  welchen  man  k  nenne. 

Allerdings  kann  den  Proportionen  MA:MB:MC=:N'A:eic.=si:^:i 
auch  dadurch  genügt  werden ,  dass  man  M  und  N'  unendlich  entfernt 
annimmt.  Alsdann  aber  entspricht  einem  unendlich  entfernten  Punkte 
M  oder  N  der  einen  Figur  ein  unendlich  entfernter  M'  oder  N'  der  an- 
dern, und  die  zwei  Figuren  sind  folglich  einander  nicht  bloss  kreisver- 
wandt, sondern  auch  ähnlich  (§.  5.)  und  gleich  und  decken  einander, 
da  die  Dreiecke  ABC  und  ABC  coincidiren. 
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2)  Nach  dem  Satze  in  §.  9.  sind  ferner  die  Dreiecke  MAI)  undiV'D'il, 
=  MD'A / einander  ähnlich    und  gleichnamigen,   also  jetzt  entgegen- 

j^f  gesetzten  Sinnes  (wie  es  auch  MAB  und  MBA,  etc. 

waren),  folglich  der  Winket  AMB^—BHA  (§.  8. 
Zus.)  =AMB\  und  es  verhalt  sich  MD:MA=zMA:MD'. 
jf/  Je  zwei  einander  entsprechende  Punkte  D  und  D'  lie- 
gen daher  mit  M  in  einer  Geraden  und  auf  einerlei 
Seite  von  M  dergestalt,  dass  MA  oder  der  Halbmesser 
des  Kreises  k  die  mittlere  Proportionallinie  zwischen 
MD  und  MD'  ist,  oder,  was  dasselbe  ist :  je  zwei  ein- 
ander  entsprechende  Punkte  liegen  in  einem  Durchmesser  des  k  und 
theilen  ihn  harmonisch. 

Ebenso  wie  A,  B,  C,  entspricht  daher  auch  jeder  andere  Punkt  des 
Kreises  k  sich  selbst,  und  jedem  Punkte  innerhalb  des  k  entspricht  ein 
Punkt  ausserhalb,  und  umgekehrt..  Der  einem  vierten  Punkte  D  ent- 
sprechende D'  ist  folglich  dann  und  nur  dann  unzweideutig  bestimmbar, 
wenn  D  im  Kreise  ABC  liegt. 

3)  Aus  der  in  2)  erhaltenen  Relation  zwischen  D  und  D'  folgt,  dass, 
wenn  dem  D  in  der  einen  Figur  der  Punkt  D'  in  der  andern  entspricht, 
dem  D\  als  einem  Punkte  der  erstem  Figur,  der  Punkt  D  in  der  letztem 
entsprechen  wird.  Das  Entspriechen  der  beiden  Figuren  ist  daher  ein 
sogenanntes  involutorisches. 

4)  Je  zwei  Paare  entsprechender  Punkte,  wie  JO,  D'und  E,  E\  liegen 
in  einem  Kreise  t;  denn  es  ist  MD.MD'=MA^=sME.ME\  Auf  gleiche 
Weise  erhellet,  dass  auch  der  jedem  andern  Punkte  des  i  entsprechende 
Punkt  in  t  enthalten  ist,  und  daher .t  sich  selbst  zum  entsprechenden  Kreise 
hat.  Ist  F  einer  der  beiden  Durchschnitte  des  t  mit  k,  so  coincidirt  F'  mit 
F,  und  die  Gerade  MFF'  wird  eine  Tangente  des  t.  Der  durch  zwei  Paare 
entsprechender  Punkte  zu  J[)eschreibende  Kreis  entspricht  demnach  sich 
selbst  und  schneidet  den  Kreis  k  rechtwinklig,  sowie  umgekehrt  jeder 
den  k  rechtwinklig  schneidende  Kreis  «sich  selbst  entspricht. 

5)  Für  je  zwei  einander  entsprechende  Kreise  ist  Jf  der  eine  der 
beiden  Aehnlichkeitspunkte.  Dies  erhellet  am  leichtesten  in  dem  Falle, 
wenn  M  ausserhalb  des  einen ,  und  damit  auch  ausserhalb  des  andern 
Kreises  liegt  (§.  6.  c).  Denn  die  zwei  alsdann  von  M  an  den  einen 
Kreis  zu  ziehenden  Tangenten  müssen,  als  sich  selbst  entsprechende 
Gerade,  auch  den  andern  berühren;  folglich  u. s.w. 
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§.  S2.   Folgerungen  und  Zusätze,     a.  Ist  2  irgend  ein  Punkt 
des  Kreises  k  und  daher  ein  sich  selbst  entsprechender,  so  sincl  die  Drei- 
ecke MDX  und  MXD'  einander  ähnlich ,  und  es 
verhält  sich  deshalb  MD: Dl  =  MX: XD'.    Dies 

^  \ Jf   J?    ]h  ^^D'  8*®'^^  ^^^  bekannten  Satz,  dass  von  einem  Punkte 

X  eines  Kreises  zum  andern  das  Yerhdltniss 
DX:  XD'  zwischen  den  Abständen  des  X  von  zwei 
festen  Punkten  D  und  D\  durch  welche  ein  Durchmesser  des  Kreises 
harmonisch  getheilt  wird,  unverändert,  =sMD:MX,  bleibt. 

Mittelst  derselben  Figur  lässt  sich  auch  der  umgekehrte  Satz  dar- 
thun,  dass  der  ebene  Ort  eines  Punktes  X,  dessen  Abstände  von  zwei 
festen  Punkten  D  und  D'  der  Ebene  in  einem  gegebenen  Verhältnisse 
sseH  stehen,  ein  Kreis  ist,  welcher  die  Linie  DD'  rechtwinklig  und  har- 
monisch schneidet.  Denn  bestimmt  man  in  der  Geraden  DD'  den  Punkt  M 
also,  dass  der  Winkel  DXM=DDX  wird,  so  entstehen  die  zwei  einander 
ähnlichen  Dreiecke  MDX  und  MXD\  und  es  verhält  sich  daher 

MD:MX  =  MX:MD=DX:XD':x=:e:i, 
mithin  MD:MD'=iee:\,  und  es  ist  folglich  M  eben  so,  wie  D  und  D\  ein 
fester  Punkt.  Deshalb,  und  weil  MX=:MD:e=ie.MD\  ist  der  Ort  von  X 
ein  Kreis,  welcher  M  zum  Mittelpunkte  hat.  Bezeichnen  endlich  H  und  J 
die  Durchschnitte  dieses  Kreises  mit  DD',  so  hat  man  DH:HD'sasDJ:JD' 
=  e:1,  und  es  sind  folglich  D,  D'  und  J7,  J  zwei  harmonirende  Paare 
von  Punkten. 

6.  Sowie  daher,  wenn  A,  B,  C  feste  Punkte  sind,  der  durch  die 
Gleichung  2.ilDCX=zO  bestimmte  Ort  von  X  ein  Kreis  ist  (§.  4  4.  a.),  so 
ist  es  auch  der  durch  die  Gleichung     . 

•(a)  {ABCX)=i, 
d.i.  durch  die  Proportion  AX:XCssAB:BC  bestimmte  Ort.  Bei  ersierer 
Gleichung  sind  A,  B,  C  Punkte  des  Kreises  sdbst;  bei  letzterer  ist  nur  B 
ein  solcher,  indem  der  Proportion  Genüge  geschieht,  wenn  B  statt  X 
gesetzt  wird,  und  durch  A  und  C  wird  ein  Durchmesser  des  Kreises  har- 
monisch getheilt. 

c.  In  vorliegender  Abhandlung  werden,  wie  schon  erinnert  worden 
(§.  10.  d.)y  alle  Linien  in  absolutem  Sinne  genommen,  so  dass  zwischen 
AB  und  BA  kein  Unterschied  statt  hat.  Berücksichtigt  man  aber  diesen 
Unterschied,  so  kann  das  vorige  (A..X)  ebensowohl  =~1,  als  =  -|-4 
sein,  da  ein  D.verhältniss  nach  der  willkuhrlichen  Annahme   der  von 
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eiDander  unabhängigen  Richtungen  der  vier  Geraden,  in  denen  seine 
vier  Linien  begriffen  sind ,  ebensowohl  einen  negativen ,  als  einen  posi- 
tiven Exponenten  haben  kaqn ;  und  man  mass  daher,  um  beide  gleich 
mögliche  Werthe  zusammenzufassen,  . 

{ABCXf=i 
statt  des  vorigen  (a)  schreiben. 

Auf  solche  Weise  tritt  aber  auch  hier  das  schon  in  §.  13.  bemerkte 
logarithmische  Yerhäitniss  der  Gleichungen  mit  D. winkeln  zu  den  ent- 
sprechenden Gleichungen  mit  D. Verhältnissen  wieder  hervor,  indem  die 
Gleichung,  welche  mit  Hülfe  eines  D.winkels  ausdruckt,  dass  X  irgend 
ein  Punkt  eines  Kreises  ist,  nicht  einfach  ii..JI[=0,  oder  =s  1 80^  ^sondern 
2.ABCX=0  war. 

d.  >yird  der  durch  die  Gleichung 

(1)     {ADBX)=i^ 
bestimmte  Ort  von  X  im  Räume  überhaupt  genommen,  so  ist  er  die 
Kugelfläche,  welche   durch  Drehung   des   durch  (1)  zugleich   ausge- 
drückten in  der  Ebene  ADB  enthaltenen  Kreises  um  Aß  als  Axe  ent- 
steht.  Eben  so  sind 

(2)    {CDAX)=i     und     (3)     (ÄZ)CJ)=:1 
die  Gleichungen  zweier  anderer  Kugelflächen ,  welche  die  Geraden  CA 
und  BC  zu  Axen  haben  und  daher  die  Ebene^ABC  rechtwinklig  schneiden. 
Da  in  jeder  von  ihnen  beiden  der  Punkt  D  liegt,  so  schneiden  sie  einander 

^ — ^        in  einem  durch  D  gehenden  die  Ebene  ABC 
r    richtwinklig ,  es  sei  in  F  und  G,  treffenden 
Kreise  A,  von  welchen  jfG  ein  Durchmes- 
ser  ist. 

Dieser  Kr^is  wird  demnach  durch  die  Gleichungen  (2)  und  (3]  in 
Verbindung,  also  auch  durch. die  damit  identische  Doppelproportion 

(A)     AX:BX:CX=AD:Bli:CD 
ausgedrückt;  und  weil  mit  (A)  auch  der  Gleichung  (1)  Genüge  geschieht, 
so  schneiden  sich  die  drei  Kugelflächen  (1),  (2)  und  (3)  in  einem  und 
demselben  Kreise  h. 

e.  Weil  F  und  G  in  ä  liegen ,  und  i^ie  daher  Oerter  von  X  in  (A) 
sind,  so  verhalten  sich 

(4)     AF:BF:CF=AG:BG:CG  =  AD:BD:CD. 
Deshalb,  und  weil  F  und  G#:ugleich  Punkte  der  Ebene  ABC  sind,  ist 
der  durch  die  Gleichung       (fc)     {FAGX) — i 
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ausgedrückte  Kreis  k  der  Kreis  ABC  selbst,  indem  die  mit  (k)  identische 
Proportion  FX:GX=sFA:GA  erfüllt  wird,  nicht  nur  wenn  A,  sondern  auch, 
wegen  (4),  wenn  B  oder  C  statt  X  gesetzt  wird.  Dabei  fallen  nach  6. 
Fund  G  in  einen  Durchmesser  des  Kreises  und  theilen  ihn  harmonisch. 

Die  Kreise  k  und  h  haben  daher  eine  solche  Lage  gegen  einander, 
dass  ihre  Ebenen  sich  rechtwinklig  schneiden,  dass  in  die  DurchschnittsUme 
dieser  Ebenen  zwei  Durchmesser  der  Kreise  fallen,  und  dass  der  eine  dieser 
Durchmesser  den  andern  harmonisch  theilL  Hiernach  kann  man,  wenn 
der  eine  Kreis  fc,  und  von  dem  andern  h  der  eine  seiner  beiden  Durch- 
schnitte F  und  G  mit  der  Ebene  des  k  gegeben  sind,  den  Kreis  h  sofort 
construiren ,  und  es  muss  folglich  die  ihn  ausdrückende  Proportion  {h\ 
in  welcher  A,  B^  C  Punkte  des  k,  und  X,  D  Punkte  des  h  sind,  gültig 
bleiben ,  wo  auch  die  Punkte  A,  B,  C  in  k  genommen  werden  mögen. 
Nennen  wir  daher  zwei  Kreise ,  die  in  der  eben  beschriebenen  gegen- 
seitigen Lage  sind,  zwei  conjugirte  Kreise,  so  können  wir  den 
Satz  aufstellen: 

Sind  in  zwei  conjugirten  Kreisen,  A ,  B  irgend  zwei  Punkte  des  einen, 
und  X,  Y  irgend  zwei  Punkte  des  andern,  so  verhält  sich 

AX:BX=AY:BY'')  und  es  ist  daher  [AXBY)  =1 . 

§.  23.  Die  im  §.  21.  betrachtete  specielle  gegenseitige  Lage  zweier 
kreis  verwandten  Figuren  gewinnt  dadurch  ein  allgemeineres  Interesse, 
dass  man  je  zwei  kreisverwandte  Figuren  in  jene  specielle  Lage  gegen 
einander  bringen  kann.  Man  lasse  zu  dem  Ende  die  Ebene  p  der  einen 
Figur  mit  der  Ebene  j9  der  andern  also  zusammenfallen,  dass  der  ne- 
gative Siun  in  p  mit  dem  positiven  in  p  identisch  wird,  verschiebe  so- 
dann p'  auf  p,  bis  N'  mit  M  coineidirt,  und  drehe  zuletzt  p  in  sich  um  M, 
bis  irgend  zwei  einander  entsprechende  Punkte,  A  und  A\  mit  M  in  einer 
Geraden  und  auf  einerlei  Seite  von  M  liegen.  Denn  dann  werden  die- 
selbe Lage  gegen  M  auch  je  zwei  andere  einander  entsprechende  Punkte. 
B  und  B\  etc.  haben,  und  die  mittleren  Proportionallinien  zwischen  MA 
und  MA\  zwischen  MB  und  MB\  etc.  werden  von  gleicher  Grösse,  die 
man  c  nenne,  sein.  Jeder  Punkt  des  in  p  umM  als  Mittelpunkt  und  mit  c 
als  Halbmesser  beschriebenen  Kreises  und  kein  anderer,  wird  folglich 
mit  dem  ihm  entsprechenden  Punkte  zusammenfallen. 


")  Chasles,  Traitö  de  geom^lrie  sup^rieure,  art.  795. 
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§.24.  In  eine  andere  noch  merkwürdigere  Lage  können  wir  die 
jetzt  mit  p  auf  besagte  Weise  coincidirende  Ebene  p  gegen  p  versetzen, 
wenn  wir  sie  parallel  miip  und  ohne  Drehung  in  sich  fortführen,  so  dass 
ihr  bisher  mit  M  coincidirender  C.puukt  N'  ein  auf  p  in  M  errichtetes 
Perpendikel  von  einer  Länge  =c  beschreibt.  Am  Ende  dieser  Bewegung, 
wo  MN'=^c  geworden,  haben  MA  und  N'A\  ebenso  wie  anfangs,  noch 
einerlei  Richtung.    Die  Dreiecke  AMN'  und  MN'A'  liegen  daher  in  einer 

und   derselben   auf  p  und  p  normalen  Ebene,  sind 
folglich  resp.  bei  M  und  N'  rechtwinklig  und  deshalb 
I^  und  wegen  der  Proportion  AMiMN' ^=MN' :N' Ä  ein- 
ander ähnlich.    Mithin  ist  der  Winkel  ANM=MAN' 
=  90^ — N'MA\  und  es  schneiden  sich  daher  MÄ  und 
A^'  N'A  rechtwinklig.    Aus  analogem  Grunde  schneiden 
sich   auch   MB  und  iVB,   MC  und  N'C,  etc.   unter 
ff'   rechten  Winkeln.  Die  Durchschnittspunkte  selbst,  die 
man  resp.  A^,  B|,  C^,  etc.  nenne,  liegen  folglich  auf 
einer  Eugelfläche,  von  welcher  MN*  ein  Durchmesser  ist. 

Somit  erscheinen  die  zwei  ebenen  Figuren  ABC . . .  und  ABC. . . 
als  die  stereographischen  Projectionen  einer  und  derselben,  das  einemal 
aus  N\  das  anderemal  aus  M  betrachteten,  sphärischen  Figur  A^Bfi'^,.., 
und  man  sieht  hieraus  leicht,  wie  man  mit  Anwendung  einer  Kugelfläche 
und  durch  blosses  Ziehen  gerader  Linien  zu  einem  Systeme  von  Punkten 
A,  ß, . . .  in  einer  Ebene  p  ein  ihm  in  einer  andern  Ebene  p'  nach  dem 
Gesetz  entsprechendes  System  A\  B', . . . ,  dass  die  Dreiecke  MAB  und 
N'BA\  etc.  einander  ähnlich  sind  (§.  9.) ,  construiren  kann. 

Man  lege  nämhch  die  zwei  Ebenen  p  und  p  mit  ihren  Punkten  M 
und  N'  berührend  an  eine  Kugelfläche,  so  dass  MN'  ein  Durchmesser 
der  Kugel  wird,  projicire  hierauf  die  in  p  gegebenen  Punkte  A,  B, ... 
von  iV'aus  auf  die  Kugelfläche,  und  diese  Projectionen  A^ ,  jß, , . . .  von  Af  aus 
auf  die  Ebene  p',  und  es  werden  die  damit  erhaltenen  Punkte  die  ge- 
suchten A\  B,...  sein. 

Zugleich  entspringt  aus  dieser  Construction  ein  neuer  Beweis  für 
die  Kreisverwandtschaft  der  beiden  Figuren.  Denn  es  ist  eine  schon  von 
Ptolemäus  gekannte  Eigenschaft  der  stereographischen  Projection ,  dass 
bei  ihr  jeder  Kreis  auf  der  Kugelfläche  sich  wieder  als  Kreis  projicirt, 
so  wie  umgekehrt  jeder  Kreis  in  der  Projectfonsebene,  auf  die  Kugel- 
fläche projicirt,  einen  Kreis  giebt. 

Ahhandl  d.  R.  8.  Gef.  d.  Witsontrh.  IV.  40 
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Eben  so  folgt  aus  einer  andern  Haupteigenschaft  der  stereographi- 
schen Projection,  aus  der  Aehnlichkeit  zwischen  den  kleinsten  Theilen 
einer  sphärischen  Figur  und  den  entsprechenden  Theilen  in  der  Pro- 
jection, dass,  wie  schon  in  §.  5.  gezeigt  worden,  dieselbe  Eigenschaft 
auch  kreisverwandten  Figuren  zukommen  muss. 

Da  hiemach  unter  denselben  Winkeln ,  unter  welchen  sich  zwei 
Kreise  auf  der  Kugel  schneiden ,  sich  auch  die  projicirten  Kreise  in  der 
Ebene  begegnen  (vergl.  §.  14.  e.),  so  ist,  wenn  einem  innerhalb  der 
Kugelfläche  befindlichen  Auge  die  positiven  Sinne,  nach  denen  die 
Winkel  auf  dieser  Fläche  und  die  Winkel  in  der  die  Fläche  berührenden 
Projectionsebene  gerechnet  werden ,  identisch  erscheinen : 

ABC'ADC = A^B^C,'A,D,C,. 

Wenn  man  daher  eben  so,  wie  ABC^ADC^ABCD  war  (§.  1  4.  c.\ 
auch  den  von  zwei  Kugelkreisen  A^B^C^  und  Afi^C^  in  A^  gebilüeten 
Winkel  kura  durch  A^li^Cfi^  ausdrückt,  so  werden  zwischen  Ausdrücken 
solcher  Art  bei  einem  Systcmvon  Punkten  auf  einer  Kugelfläche  alle  die 
Relationen  statt  finden,  welche  wir  in  §.  13.  und  §.  14.  a.  fr.  d.  bei  einer 
ebenen  Figur  zwischen  D.winkeln  erhalten  haben.  —  So  werden  z.  B.. 
da  durch  vier  nicht  in  einer  Ebene  begrifiene  Punkte  immer  eine  Kugel- 
fläche beschrieben  werden  kann ,  von  den  vier  Kreislinien ,  welche  man 
durch  je  drei  solcher  vier  Punkte  legen  kann ,  je  zwei  sich  unter  den- 
selben Winkeln ,  wie  die  jedesmal  zwei  übrigen  schneiden. 

§.  25.  Eine  sphärische  Figur  und  ihre  slereographische  Projection 
haben  aber  mit  kreisverwandten  Figuren  nicht  bloss  das  gegenseitige 
Entsprechen  von  Kreisen  und  die  Aehnlichkeit  in  den  kleinsten  Theilen 
gemein,  sondern  es  ist  auch,  wie  bei  letztern  Figuren,  jedes  D.verhältniss 
zwischen  vier  Punkleji,  auf  derKwjel  dem  D .Verhältnisse  zwisclwn  den  stereo- 
graphischen  Projectioneti  dieser  Pujikte  gleich. 

Der  Beweis  dieser,  wie  es  scheint,  bisher  noch  nicht  bemerkten 
Gleichheit  lUsst  sich  folgendergestalt  führen.  —  Wegen  der  rechten 
Winkel  bei  M  und  Aj  (vor.  Fig.)  ist 

N'A.N'A,=MN"\  und  ebenso  N'Ii.N'B,=MN'-, 
folglich  N'A:N'B  =  N'B,:N'A^. 

Deshalb  und  wegen  der  Identität  der  Winkel  AN'B  und  A^N'B^  sind 
die  Dreiecke  AN'B  und  BJS'Ay  einander  ähnlich;  folglich 
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AB : NB  =  B^A^ : N'A^ ,  und  eben  so 

CB:N'B  =  Bfi^:N'C^,  folglich 
AB:BC^[Afi^:B^C{):[N'A^:Jrc;).  und  ebenso 
AD:DC=  {A,D, : D,C,): {N'A, -. N'C, ) ;  folglich 

{ABCD)  =  {A,B,C,D,), 

§.26.  Zusätze,  a.  Mit  Hülfe  dieser  aus  dem  Begriffe  der 
slereographischen  Projection  unmittelbar  gefolgerten  Gleichheil  ent- 
sprechender D.Verhältnisse  in  den  Figuren  AB. . .  und  A^B^...  kann  sehr 
leicht  noch  die  Aehnlichkeit  in  den  kleinsten  Theilen  und  das  Ent- 
sprechen von  Kreisen  bei  diesen  Figuren  bewiesen  werden. 

Denn  ist  ABC,  und  daher  auch  A^B^Q ,  ein  unendlich  kleines  Drei- 
eck, und  sind  resp.  D  und  D^  zwei  endlich  von  diesen  Dreiecken  ent- 
fernte Punkte, 'SO  verhält  sich  AD: DC  =  Afi^:D^C^=i A;  folglich  ist 
{ABCD)=AB:BC und  [AfifiJ),)=AJi^,Bfi,.  lo\%\\c\\AB:BC=A^B,:Bfi^\ 
und  eben  so  wird  bewiesen,  dassÄC:CA=/?jC|:C|A|.  Mithin  sind  ABC 
und  AjßjCp  d.  h.  je  zwei  einander  entsprechende  unendlich  kleine  Drei- 
ecke, einander  ähnlich. 

Liegen  femer  die  Punkte  A^,  ß^,  Cj,  B^  der  Kugelfläche  in  der  ge- 
nannten Folge  in  einem  Kreise,  so  ist  nach  einem  Satze  des  Plolemäus 

AJi^ .  DjCj  +  AjD, .  Bfi^  =  BJ)^ .  C^A^  oder 
[Afififi^  +  [AfiA^x)  =  ^ ;  folglich  auch 
(a)     [ABDC)'k'[ADBC)=\, 

woraus,  da  der  Satz  des  Ptolemäus  auch  umgekehrt  gilt,  die  Kreislage 
der  Punkte  A,  B,  C,  D  fliesst. 

6.  Der  ptolemäische  Satz  und  dessen  Umkehrung  können  sehr  ein- 
fach mit  Hülfe  des  Satzes  in  §.  1 6.  bewiesen  werden ,  dass  in  einem 
Dreiecke,  dessen  Winkel  =AJ8CZ),  BCAD,  CABD  sind,  die  gegenüber- 
liegenden Seilen  sich  wie  AC.BD,  BA.CD,  CB  AD  verhalten.  Denn  liegen 
die  Punkte  A ,  ß,  C ,  D  in  dieser  Folge  in  einem  Kreise,  und  ist  daher 

(1)     ABCD=iSO^ 

also  ein  Winkel  des  Dreiecks  =s180^  so  ist  die  ihm  gegenüberliegende 
Seile  der  Summe  der  beiden  andern  gleic^,  folglich 

(2)     BA.CD+CB.AD=AC.BD, 
welches  der  direcle  Satz  ist.    Und  da  umgekehrt  aus  der  Relation  (2) 
zwischen  den  Seilen  des  Dreiecks  die  Winkelgleichung  (1)  folgt  (§.  16. 
Folg.  a.) ,  so  muss  auch  der  umgekehrte  Satz  bestehen. 
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c.  Der  ptolemäische  Satz  und  seine  Umkehrung  sind  für  die  K^ei^- 
verwandtscliafl  insofern  noch  von  besonderem  Werthe.  als  ihnen  zufolge 
diese  Verwandtschaft  auch  dadurch  de finirl  werden  kano. 
dass  jedes  D.verhHitniss  zwischen  je  vier  Punkten  der 
einen  Ebene  dem  D.verhältnisse  zwischen  den  entsprccheih 
den  Punkten  der  andern  gleich  ist.  Denn  sind  A,  B,  C.  D  vier 
in  einem  Kreise  auf  einander  folgende  Punkte,  und  besteht  daher  zwi- 
schen ihnen  nach  dem  directen  ptol.  Satze  die  Gleichung  (2)  oder  (a).  so 
muss  nach  dieser  Definition  dieselbe  Gleichung  auch  zwischen  A\.,ü 
Gültigkeit  haben,  und  es  müssen  folghch  nach  dem  umgekehrten  Satze 
A', ..D'  in  Kreislage  sein. 

Auf  gleiche  Art  kann,  wie  hier  noch  bemerkt  werden  mag,  die 
Kreisverwandtschaft  auch  durch  die  Gleichheit  entspre- 
chender D.winkel  definirt  werden;  denn  der  Satz,  dass,  wenn 
A,.  jD  in  einem  Kreise  liegen,  A../>  =  0,  oder  =180^  ist,  gilt  ebenfalls 
auch  umgekehrt. 

d.  Bei  dem  vorhin  gegebenen  Beweise  des  umgekehrten  Satzes 
des  Ptolemäus  wurde  stillschweigend  di^  Bedingung  hinzugedacht,  dass 
die  vier  Punkte  A,..D  in  einer  Ebene  liegen.  Es  ist  aber  sehr  be- 
merkenswerth,  dass  diese  Bedingung  gar  nicht  zugesetzt  zu  werden  braucht, 
sondern  eine  Folge  der  Gleichung  (2)  oder  (a)  selbst  ist.  Denn  beschreibt 
man  durch  A,  B,  C,  D,  was  immer  möglich  ist,  eine  Kugelfluche  und 
projicirt  hierauf  diese  vier  Punkte  stereographisch  auf  eine  Ebene  nach 
A.,  ../I,  so  ist  nach  Obigem  [ABDC  =[A.B.D,C)  und  (ADBC)  =  {A.DM:. 
Besteht  daher  zwischen  A,..D  die  Gleichung  («),  so  wird  diese  auch 
durch  die  vier  Punkte  A,,..D,  der  Ebene  erfüllt,  und  es  müssen  daher 
letztere,  wie  in  b.  gezeigt  worden,  in  einem  Kreise  k,  liegen.  Es  ist  aber 
dieser  Kreis  die  stereograpliische  Projeclion  des  auf  der  Kugel  durch 
A ,  /?,  (j  zu  beschreibenden  Kreises  k ,  und  da  D,  ein  Punkt  von  k,  ist, 
so  muss  /)  in  k  liegen;  folglich  u.s. vv. 

Eben  so  kann,  wenn  bei  vier  Punkten  A,..D  im  Räume,  ABCU  stets 
als  abgekürzter  Ausdruck  des  Winkels  AffC^AÖC  genommen  wird,  die 
Gleichung  ^1.. />  =  (),  o(ler=180^  wie  v(m  selbst  einleuchtet,  nichl 
anders  bestehen,  als  wenn  A,..ö  in  einer  Ebene  und  darin  in  einem 
Kreise  liegen. 
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Kreisverwandtschaft  sphärischer  Figuren. 

§.  27,  Nach  §§.  24.  und  25.  hat  eine  sphärische  Figur  mit  ihrer 
slereographischen  Projection  auf  eine  Ebene  alle  die  Grössen  und  Be- 
ziehungen gemein,  welche  zwei  ebenen  kreisverwandten  Figuren  ge- 
meinschaftlich zukommen.  Wir  können  daher  die  Kreisvervvandtschaft, 
die  wir  bisher  auf  ebene  Figuren  beschränkten,  auch  auf  sphärische  aus- 
dehnen, indem  wir  eine  ebene  Figur  und  eine  sphärische,  oder  zwei 
sphärische  kreisverwandt  nennen,  wenn  jedem  Kreise  der  einen  ein 
Kreis  in  der  andern  entspricht. 

Bedeuten  demnach  o  und  o  zwei  sphärische  Figuren,  n  und  n 
ihre  sterepgraphischen  Projectionen  auf  irgend  welche  Ebenen,  so  sind 
a  und  TT,  ingleichen  a'und  n\  kreis  verwandt.  Sind  es  daher  noch  tv  und  n, 
so  sind  es  auch  a  und  a\  und  umgekehrt  folgt  aus  der  Kreisverwandt- 
schaft zwischen  a  und  a  die  zwischen  n  und  n.  Hieraus  können  wir  in 
Verbindung  mit  den  Sätzen  in  §.  24.  und  25.  weiter  schliessen: 

In  zwei  kreisverwandten  sphärischen  Figuren  sind 
je  zwei  einander  entsprechende  D.verhältnisse,  so  wie  je 
zwei  dergleichen  D.winkel,  einander  gleich.  Denn  sind 
a  und  a,  also  auch  7t  und  7t\  kreisverwandt,  so  ist  jedes  D.verhältniss 
in  a  dem  entsprechenden  in  n,  dieses  dem  entsprechenden  in  tt',  und 
dieses  dem  entsprechenden  in  a  gleich.  Eben  so  wird  der  Beweis  für 
entsprechende  D.winkel  gefuhrt,  nur  dass  ein  solcher  hier  stets  in  der 
am  Ende  des  vor.  §.  angegebenen  Bedeutung  genommen  wird.  Und  da 
hiernach  je  zwei  Kreise  der  einen  Figur  sich  unter  Winkeln  von  der- 
selben Grösse,  wie  die  entsprechenden  Kreise  der  andern  schneiden,  so 
sind,  ebenso  wie  zwei  kreisverwandle  ebene  Figuren  (vergl.  §.  14.  c), 
auch  zwei  sphärische  in  ihren  kleinsten  Theilen  einander 
ähnlich. 

Ist  umgekehrt  in  zwei  sphärischen  Figuren  a  und  o  jedes 
D.verhältniss  der  einen  dem  entsprechenden  der  andern 
gleich,  so  sind  die  Figuren  kreisverwandt.  Denn  unter  der 
gemachten  Voraussetzung  ist  auch  jedes  D.verhältniss  in  n  dem  ent- 
sprechenden in  ;r' gleich;  folglich  sind  tt  und  77' kreisverwandt  (§.  26.  c), 
folglich  auch  a  und  a.  —  Auf  gleiche  Art  folgt  die  Kreisver- 
wandtschaft zwischen  a  und  a  auch  aus  der  Gleichheit  je 
zweier  entsprechender  D.winkel. 
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§.  28.  Ist  ein  System  von  Punkten  A,  B,  C,  D,...  einer 
Eugelfläche«  gegeben,  und  sind  von  den  entsprechenden 
Punkten  einer  andern  Kugelflache  s  irgend  drei,  etwa 
A\  ß,  C\  und  überdies  die  Sinne  beider  Flächen  (folg.  ^.) 
gegeben,  so  kann  man  eben  so,  wie  bei  ebenen  Figuren,  zu 
jedem  vierten  Punkte  D  in  s  den  entsprechenden  D'  in  s 
unzweideutig  finden. 

Sind  nämlich  JP  und  P  irgend  zwei  Punkte  in  s  und  s,  Q  und  Q' 
deren  Gegenpunkte,  so  lege  man  in  JP  und  P  ans  und  s  zwei  berührende 

Ebenen  p  und  p\  projicire  auf  p  von 
^  ~y^     ^^57       Q  aus   die  Punkte  A,  B,  C,  D  nach 

a,  6,  c,  d,  und  auf  p  von  Q'  aus  die 
Punkte  A',  B,  C  nach   a ,  h\  c\   und 
bestimme  nach  §.  19.  Zus.  6.  in  p  den 
^  dem  d  entsprechenden  Punkt  (f ,  indem 

man  hierbei  die  Sinne  in  p  und  ji'  einerlei  mit  den  Sinnen  der  in  p  und  p 
bei  JP  und  P  fallenden  Elemente  von  s  und  s  nimmt.  Die  Projection  des  d* 
von  Q  aus  auf  s  wird  alsdann  der  gesuchte  Punkt  D'  sein. 

Auch  kann  man  D'  geradezu,  wie  in  §.  1 9.  Zus.  6.,  durch  Construction 
zweier  Kreise  AD'C  und  AD'B'  auf  der  Fläche  s  erhalten ,  welche  mit 
Rücksicht  auf  die  vorausgetzten  Sinne  in  s  und  s  den  Winkelgleichungen 
ABCD  =  ABCD  und  ACBD  =  A'CB'D'  Genüge  thun. 

§.  29.  Im  Bisherigen  ist  bis  auf  §§.  24.  und  28.  bei  Winkelbestim- 
mungen  stets  nur  der  Sinn  in  einer  Ebene,  nicht  aber  der  Sinn  in  einer 
Kugelfläche,  in  Betracht  gekommen.  Es  ist  aber  der  letztere  ein  von  dem 
erstem  wohl  zu  unterscheidender  Begriff.  Denn  eben  so,  wie  ein  in 
einem  Kreise  sich  nach  einem  und  demselben  Sinne  bewegender  Punkt 
von  einem  Elemente  zum  andern  die  Richtung  seiner  Bewegung  ändert, 
und  es  deshalb  angemessen  erscheint,  bei  dieser  Bewegung  für  den  Be- 
griff, welcher  dem  Begriffe  der  Richtung  bei  einem  sich  in  einer  Ge- 
raden bewegenden  Punkte  entspricht,  ein  anderes  Wort  Sinn  zu  ge- 
brauchen: so  ist  auch  bei  einer  Kugelfläche  der  Sinn  von  einem  Flächen- 
elemente zum  andern  verschieden,  und  es  sollte  eigentlich  ein  neuer 
Ausdruck  gewählt  werden,  um  den  Complex  dieser  verschiedenen  Sinne 
aller  Elemente  einer  Kugelfläche  zu  bezeichnen,  auf  dieselbe  Art,  wie 
das  Wort  Sinn  den  Inbegriff  der  verschiedenen  Richtungen  aller  Ele- 
mente eines  Kreises  darstellt.  In  Ermangelung  eines  mir  hierzu  geeignet 
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scheinenden  Ausdrucks  mag  vor  der  Hand  das  Wort  Sinn   auch  in 
dieser  potenzirten  Bedeutung  angewendet  werden. 

Bei  einer  Kreisbewegung  ist  mit  der  Bichtung,  nach  welcher  ein 
Element  des  Kreises  beschrieben  wird,  die  Bichtung  des  nächstfolgen- 
den, mit  dieser  die  Bichtung  des  weiterhin  folgenden,  etc.  und  damit 
der  Sinn  der  Bewegung  gegeben.  Sind  daher  A  und  B  zwei  einander 
unendlich  nahe  Punkte  eines  Kreises,  so  ist  durch  die  Folge  AB  zugleich 
sein  Sinn  gegeben;  es  ist  nämlich  derjenige,  nach  welchem  ein  den  Kreis 
beschreibender  Punkt,  nachdem  er  durch  A  gegangen,  zunächst  durch  B 
geht.  Ist  dagegen  AB  ein  endlicher  Bogen  des  Kreises ,  so  wird  durch 
die  Folge  AB  ohne  weitere  Bemerkung  der  Sinn  noch  nicht  bestimmt, 
sondern  erst  nach  Zutritt  eines  dritten  Punktes  C,  also  durch  die  Folge 
ABC,  als  wonach  ein  den  Kreis  beschreibender  und  dabei  von  A  aus- 
gehender  Punkt  zunächst  nach  B  und  dann  erst  nach  C  gelangen  soll. 
Auch  kann  man ,  was  auf  dasselbe  hinauskömmt,  von  A  aus  die  Punkte 

B  und  C  auf  eine  den  Kreis  im  Gegenpunkte  von  A 
berührende  Gerade  nach  b  und  c  projiciren  und ,  in- 
dem man  durch  die  Folge  bc  die  Bichtung  jedes  Ele- 
ments dieser  Geraden  ausgedrückt  annimmt,  den  durch 
ABC  ausgedrückten  Sinn  des  Kreises  als  denjenigen 
definiren ,  der  mit  der  Bichtung  des  Elements  über- 
einstimmt, welches  der  Kreis  mit  der  Geraden  gemein  hat. 

Aehnlicherweise  lässt  sich  nun  auch  der  Sinn  einer  Kugelfläche 
bestimmen.  Wie  beim  Kreise,  ist  auch  hier  mit  dem  Sinne  irgend  eines 
Elements  der  Fläche  der  Sinn  jedes  an  dasselbe  grenzenden  Elements, 
hiermit  der  Sinn  jedes  weiterhin  folgenden  Elements,  und  solchergestalt 
der  Sinn  der  Fläche  selbst  gegeben,  so  dass,  wenn  A,  Ä,  C  drei  ein- 
ander unendlich  nahe  Punkte  der  Fläche  und  daher  in  einem  Elemente 
derselben  begriffen  sind,  die  jedoch  nicht  in  einem  Kreise  von  endlicher 
Grösse  liegen  dürfen,  durch  eine  ihrer  Combinationen ,  wie  ABC,  der 
Sinn  der  Kugelfläche  bestimmt  ist.  Sind  aber  nicht  alle  drei  Punkte  ein- 
ander unendlich  nahe,  so  wird  durch  ABC  zwar  der  Sinn  des  endlichen 
Kugelkreises ,  in  dem  sie  enthalten  sind ,  ohne  Weiteres  aber  noch  nicht 
der  Sinn  der  Fläche  selbst  bestimmt.  Dieses  geschieht  erst  durch  Hinzu- 
fügung eines  vierten  Punktes  D  der  Fläche,  welcher  mit  den  drei  erstem 
nicht  in  einem  Kreise  liegt. 
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Um  nun  den  durch  irgend  eine  Aufeinanderfolge  aller  vier  Punkte, 
etwa  durch  ABCD,  ausgedrückten  Sinn  der  Fl^lche  sich  zur  Anschauung 
zu  bringen,  lege  man  auf  analoge  Art,  wie  beim  Kreise,  durch  den 
Gegenpunkt  von  A,  welcher  Aj  heisse,  eine  die  Kugel  berührende  Ebene, 
projicire  auf  diese  von  A  aus  die  Punkte  B,  C,D  nach  6,  c,  d  und  nehme 
als  Sinn  des  Elements,  welches  die  Kugelflache  mit  der  Berührungsebonc 
gemein  hat,  den  durch  die  Folge  bcd  bestimmten  Sinn  der  Ebene.  Denn 
somit  ist,  wie  schon  erinnert  worden ,  der  Sinn  auch  für  jedes  andere 
Element,  so  wie  der  Sinn  der  Fliiche  selbst  bestimmt. 

Wir  wollen  hiernach ,  wenn  bei  einer  Lage  der  Kugel ,  in  welcher 
A  ihr  oberster  und  Aj  ihr  unterster  Punkt  ist,  die  Kreisbewegung  bcd. 
also  auch  die  BCD,  nach  der  Rechten  geht,  den  durch  ABCD  ausge- 
drückten Sinn  der  Kugelfläche  einen  Sinn  nach  der  Rechten  nennen.  Es 
leuchtet  aber  ein,  dass  alsdann  auch  bei  einer  solchen  Lage  der  Kugel, 
in  welcher  die  Richtung  von  A  nach  B  von  oben  nach  unten  geht,  die 
Kreisbewegung  BCD  nach  rechts,  und  die  Richtung  CD,  wenn  sie  nach 
vorn  liegt,  nach  rechts  gehend  erscheinen  wird ;  und  es  lässt  sich  daher 
der  nach  rechts  (links)  gehende  Sinn  auch  dadurch  definiren,  dass,  wenn 
Aoben,  B  unten  und  CD  vom  liegt,  die  Linie  CD  nach  der  Rechten  (Linken 
gerichtet  ist. 

§.  30.  Untersuchen  wir  noch,  bei  welchen  Veränderungen  der  Auf- 
einanderfolge der  vier  Buchstaben  der  durch  ABCD  ausü;edrückte  Sinn 
einer  Kugelflüche  sich  in  den  entgegengesetzten  verwandelt. 

Weil  die  Folgen  cbd  und  bdc  den  entgegengesetzten  Sinn  der  Folge 
bcd  ausdrücken ,  so  wird  auch  jeder  der  Sinne  ACBD  und  ABDC  dem 
ABCD  entgegengesetzt  sein. 

Man  sieht  ferner  ohne  Mühe,  dass,  wenn  bei  nach  unten  gerichteter 
Linie  AB  die  CD  nach  rechts  gehend  erscheint,  dieselbe  CD  bei  nach 
unten  gerichlcter  BA  nach  links  gerichtet  sich  zeigen  wird ,  und  dass 
daher  die  Sinne  ABCD  und  BACD  einander  entgegengesetzt  sind. 

Werden  demnach  im  Ausdrucke  des  Sinnes  einer  Kugelfläche  durch 
die  Folge  von  vier  Punkten  der  Fläche  die  zwei  ersten ,  oder,  wie  wir 
vorhin  sahen ,  die  zwei  mittlem ,  oder  die  zwei  letzten  Punkte  gegen- 
seitig vertauscht,  so  verwandelt  sich  damit  der  Sinn  in  den  entgegen- 
gesetzten. Durch  fortgesetzte  Vertauschung  je  zweier  nächstfolgenden 
Buchstaben  des  Ausdrucks  ABCD  können  aber  alle  ttbrigen  23  aus  A,..l> 
zu  bildenden  Permutationen  erhalten  werden,  und  man  wird  somit  in 
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den  Stand  gesetzt,  diejenigen  unter  ihnen ,  welche  mit  ABCD  einerlei 
Sinn  ausdrücken,  und  deren  es  eilf  giebt,  von  den  übrigen  zwölf,  welche 
den  entgegengesetzten  Sinn  darstellen,  abzusondern.  Man  erhält  auf 
solche  Weise  dieselben  zwei  Gruppen,  die  ich  in  meinem  baryc.  Caicul 
S.  23  aufgestellt  habe. 

§.  31 .  Ist  zu  einem  System  von  Punkten  auf  einer  Kugelflache  s^ 
ein  kreisverwandtes  System  A,  B,  C,  D,  E,...  auf  einer  andern  Kugel- 
fläche «  construirt  worden ,  und  dieses  also,  dass  man,  A,  B,  C  will- 
kuhrlich  annehmend,  jeden  der  übrigen  Punkte  D,  E,...  durch  Ueber- 
tragung  gewisser  Winkel  von  8,  auf«  bestimmt  hat  (§.  28.  zu  Ende):  so 
kann  man,  eben  so  wie  in  §.  20.  bei  ebenen  Figuren,  von  denselben 
i4 ,  B,  C  ausgehend ,  für  die  übrigen  Punkte  von  den  vorigen  D,  E,... 
verschiedene  Oerter  D\  E\...  finden,  indem  man  bei  dieser  zweiten 
Construction  die  Winkel  auf«  nach  einem  dem  vorigen  entgegengesetzten 
Sinne  rechnet.  Man  erhält  somit  die  zwei  einander  kreisverwandten 
Figuren  ABCDE..,  und  ABCD'E...  auf  derselben  Kugelflache  «,  von 
denen  die  eine  durch  die  andere  unzweideutig  bestimmt  wird. 

Um  die  gegenseitigen  Beziehungen  dieser  zwei  Figuren,  welche 
man  a  und  a  nenne,  naher  zu  untersuchen,  projicire  man  sie  von  einem 
beliebigen  Punkte  0  der  Kugelflache  aus  auf  eine  die  Fläche  im  Gegen- 
punkte von  0  berührende  Ebene  und  bezeichne  diese  Projectionen  mit 
TT  und  n\  die,  weil  a  und  a  einander  kreisverwandt  sind ,  es  gleichfalls 
sein  werden  (§.  27.).  Da  ferner  den  Punkten  A,  B,  C  in  a  dieselben 
Punkte  in  a  entsprechen ,  so  werden  auch  die  Projectionen  von  A,  ß,  6\ 
als  Punkte  in  tt,  sich  selbst  zu  entsprechenden  in  n  haben,  und  die  Fi- 
guren n  und  n  werden  daher  in  derselben  Beziehung,  wie  die  in  §.  21 . 
betrachteten ,  zu  einander  stehen.  Jeder  der  Punkte,  welcher  mit  den 
Projectionen  von  A,  B,  C  in  einem  Kreise  liegt,  und  kein  anderer  Punkt 
der  Ebene,  wird  hiernach  sich  selbst  entsprechen;  das  Entsprechen 
überhaupt  wird  ein  involutorisches  sein;  u. s.w.  Wegen  der  Kreisver- 
wandtschaft zwischen  n,  n,  a,  o  müssen  aber  alle  diese  Beziehungen 
zwischen  n  und  n  auch  zwischen  a  und  a  statt  haben ,  und  wir  schliessen 
somit  auf  nachstehende  Eigenschaften  zweier  in  derselben  Kugelfläche 
begrifienen  kreisverwandten  Figuren,  welche  drei  Punkte  A,  B,  C,  als 
sich  selbst  entsprechend ,  gemein  haben : 

1)  Ausser  A,  B,  C  entspricht  auch  noch  jeder  andere  Punkt  sich 
selbst,  welcher  mit  diesen  dreien   in  ^inem  Kreise  k  liegt.   Je  zwei 
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andere  einander  entsprechende  Punkte  der  Kugelfläche  liegen  auf  ver- 
schiedenen Seiten  dieses  k. 

2)  Die  zwei  Figuren  sind  in  Involution. 

3)  Je  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  liegen  in  einem  Kreise. 
Kin  solcher  Kreis  entspricht  sich  selbst  und  schneidet  den  Kreis  k  recht- 
winklig. Umgekehrt  entsprechen  sich  alle  Punkte  eines  den  k  rechtwinklig 
schneidenden  Kreises  paarweise,  und  somit  der  Kreis  sich  selbst. 

Weitere  Folgerungen.  4)  Sei  D  einer  der  beiden  Pole  des  k. 
so  entspricht  jeder  durch  D  gelegte  Hauptkreis  sich  selbst,  weil  er  den  k 
rechtwinklig  schneidet;  er  enthält  mithin  auch  den  dem  D  entsprechenden 
und  nach  1)  von  I)  verschiedenen  Punkt  />'.  Da  nun  alle  durch  D  ge- 
legten  Hauptkreise  sich  im  Gegenpunkte  von  D  schneiden ,  so  ist  D'  mit 
diesem  Gegenpunkte  identisch ,  und  es  sind  daher  die  Pole  des  k  zwei 
einander  entsprechende  Punkte. 

3)  Wenn  zwei  in  derselben  Ebene  enthaltene  Systeme  von  Punkten 
in  Involution  sind ,  so  fallen  ihre  C.punkle  zusammen.  Denn  entspricht 
dem  unendlich  entfernten  Punkte  U  der  Ebene,  als  einem  Punkte  des 
zweiten  Systems,  der  Punkt  M  im  ersten,  so  entspricht  auch  dem  U,  als 
einem  Punkte  des  ersten  Systems,  der  Punkt  M  im  zweiten. 

Diesem  Satze  gemäss  hat  ein  System  von  Punkten,  welche  in  einem 
durch  die  Pole  I)  und  D'  gehenden  Hauptkreise  oder  Meridiane  bcgrifTen 
sind,  mit  dem  ihm  entsprechenden  und  daher  in  demselben  Meridiane. 
also  mit  dem  vorigen  in  einerlei  Ebene  enthaltenen  Systeme  einen  ge- 
meinsamen C.punkt  M,  den  wir  jetzt  zu  bestimmen  suchen  wollen. 

j»  6)  Heissen  F  und  G  die  Durchschnitte  des  in  Be- 

V  tracht  gezogenen  Meridians  mit  dem  Kreise  k ,   so  ist, 

//  i,^\  weil  jeder  dieser  zwei  Punkte  nach  4)  sich  selbst  ent- 

spricht, (las  Dreieck  MFG  dem  MGF  ähnlich  (ij^.  1). , 
folglich  MFG  ein  gleichschenkliges  Dreieck ,  und  M  ein 
Punkt  der  Axe  /)//. 

Die  Bestimmung  von  M  in  DD'  ist  aber  zweideutig, 
jenachdeui  man  niimlii^h  die  gleichnamigen  Sinne  der 
zwei  in  derselben  Ebene  einander  entsprechenden  Systeme  entweder 
eincMiei,  oder  einander  entgegengesetzt  annimmt,  und  wonach  zu  jedem 
Punkte  X  der  Meridianebene  der  entsprechende  X'  so  zu  bestimmen  ist, 
dass  die  Dreiecke  MFX  und  MX'F  einander  ühnlich  und  entweder  stets 
einerlei ,  oder  stets  verschiedenen  Sinnes  werden  (§.  9.) ,  X'  selbst  aber 
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nur  dann  unzweideutig  sich  ergiebt,  wenn,  wie  gegenwärtig,  X,  und 
damit  auch  X\  ein  Punkt  des  Meridians  ist. 

7)  Nun  sind  die  Sinne  der  Dreiecke  MFG  und  MGF  stets  einander 
entgegengesetzt,  wo  auch  M  in  der  Axe  Du'  liegen  mag ,  den  einzigen 
Fall  ausgenommen,  wenn  M  der  Durchschnitt  T  von  DD'  mit  FG  ist,  da 
durch  drei  in  einer  Geraden  liegende  Punkte  T,  F,  G  ein  Sinn  der  Ebene 
nicht  ausgedrückt  wird.  Bei  der  ersten  der  zwei  vorhin  gemachten  An- 
nahmen, dass  nämlich  die  Sinne  der  Dreiecke  MFX  und  MX'F  stets 
einerlei  sein  sollen ,  muss  folglich  M  mit  T  coincidiren. 

8)  Bei  der  zweiten  der  vorigen  Annahmen  sind  dieselben  einander 
ähnlichen  Dreiecke  entgegengesetzten  Sinnes ,  folglich  der  Winkel  FMX' 
=  —XMF=FMX,  folglich  XMX=0,  und  es  liegen  daher  X  und  X' 
mit  M  in  einer  Geraden.  Ist  aber  X  ein  dem  F  unendHch  naher  Punkt 
des  Meridians,  so  ist,  weil  F  sich  selbst  entspricht,  auch  X'  ein  solcher, 
und  die  Gerade  XX'  wird  eine  Tangente  des  Meridians.  Der  Ort  von  M 
für  die  zweite  Annahme,  welcher  S  heisse,  ist  folglich  der  Durchschnitt 
der  in  F  an  den  Meridian  gelegten  Tangente  mit  DD'. 

9)  Die  Punkte  T  und  S  kann  man  auch  als  den  Mittelpunkt  des 
Kreises  k  und  als  die  Spitze  der  die  Kugelfläche  in  demselben  Kreise 
berührenden  Kegelfläche  definiren,  und  es  erhellet  aus  dem  Voran- 
stehenden, wie  man  mittelst  des  einen  oder  des  andern  dieser  zwei 
Punkte  für  jeden  Punkt  X  eines  jeden  Meridians ,  d.  i.  für  jeden  Punkt  X 
der  Kugelfläche,  den  entsprechenden  X'  leicht  flnden  kann.  —  Mit  Hülfe 
von  T  geschieht  dieses ,  wenn  man ,  wegen  der  Aehnlichkeit  und  der 
Gleichsinnigkeit  der  Dreiecke  TDX  und  TX'D\  in  der  Meridianebene  des  X 
den  Winkel  D'TX'=XTD  macht,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 
wenn  man  den  zweiten  Durchschnitt  X"  von  XT  mit  der  Kugelfläche  be- 
stimmt und  im  Hauptkreise  DX  den  Bogen  DX'=X'D  macht.  Und  den- 
selben Punkt  X'  erhält  man  mittelst  S  noch  einfacher  als  zweiten  Durch- 
schnitt von  SX  mit  der  Kugelfläche. 

1 0)  Liegen  die  Punkte  X ,  Y, ...  der  Kugelfläche  in  einem  Kreise, 
so  sind  auch  X',  F, ...  in  einem  solchen  enthalten,  wegen  der  Kreis- 
verwandtschaft beider  Systeme ;  und  da  zu  Folge  der  eben  gemachten 
Construction  X'  und  X",  und  eben  so  Y'  und  Y ",  etc.  gegen  die  Axe  DD' 
eine  symmetrische  Lage  haben,  so  hegen  X',  F', ...  in  einem  dem  XT'... 
gleichen  Kreise.  Bezeichnen  wir  daher  die  drei  Systeme,  zu  denen  die 
Punkte  X,  X',  X"  gehören,   resp.  mit  a,  o,  o\   so  sind,   ebenso  wie 
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a  uod  a\  auch  a  und  a  kreisverwandt,  und  Überdies  auch  in  lovolulion, 
da  dem  X\  als  einem  Punkte  des  a,  der  Punkt  X  in  <j'  entspricht. 

ii)  Für  die  zwei  Systeme  a  und  a"  sind  T  und  S  gleichfails  die 
beiden  G.punkte,  jedoch  mit  Vertauschung  ihrer  vorigen  Rollen.  Denn 
bedeuten  X,  Y  zwei  Punkte  eines  Meridiankreises,  so  sind  in  dessen 
Ebene  die  Dreiecke  TXY  und  rFX"  einander  ähnlich  und  verschiedenen 
Sinnes,  dagegen  die  Dreiecke  SXY  und  STX"  einander  ahnlich  und 
einerlei  Sinnes.  Auch  unterscheidet  sich  die  Verwandtschaft  zwischen 
a  und  a  von  der  zwischen  a  und  a  noch  dadurch ,  dass  in  jedem  Me- 
ridiane bei  letzterer  von  gewissen  zwei  Punkten  (F  und  G)  ein  jeder  sich 
selbst  entspricht,  bei  ersterer  aber  es  keinen  sich  selbst  entsprechenden 
Punkt  giebt. 

Dass  übrigens  durch  T  und  S  der  Durchmesser  DD'  harmonisch 
getheilt  wird,  ist  ohne  Weiteres  einleuchtend,  und  ich  setze  nur  noch 
hinzu ,  dass,  sowie  S  die  Spitze  einer  die  Kugel  in  einem  Kreise,  dessen 
Mittelpunkt  T,  berührenden  Kegelfläche  ist,  T  als  die  Spitze  einer  imagi- 
nären Kegelfläche  angesehen  werden  kann ,  welche  die  Kugel  in  einem 
imaginären  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  S  ist,  berührt,  und  dass  die  Summe 
der  Quadrate  der  Halbmesser  beider  Kreise  ^  —  ST*  ist. 

12)  Projicirt  man,  sei  es  von  S,  oder  von  T  aus,  als  Centrum,  einen 
Kugelkreis  auf  die  Kugelfläche  selbst ,  so  erhält  man  nach  9)  wiederum 
einen  Kreis.  Dies  giebt,  weil  nach  der  verschiedenen  Annahme  des 
Kreises  k  der  Punkt  S  jeder  beliebige  ausserhalb,  und  der  Punkt  T  jeder 
beliebige  innerhalb  der  Kugelfläche  sein  kann ,  den  bemerkenswertheo 
Salz :  Ist  von  den  zwei  Schnilteti  einer  Kegelßächi  mit  einer  Kugelflache  der 
eine  ein  Kreis,  so  ist  es  aueh  der  andere. 

Man  kann  hieraus  noch  folgern,  düss,  wenn  durch  zwei  Kreise,  deren 
Ehefien  nicht  parallel  sind,  eine  Kcgel/lmhe  beschrieben  werden  kann,  sie 
auch  in  einer  Kngelßäche  liegen,  und  umgekehrt. 


Kreis  Verwandtschaft  zwischen  Figuren  im  Räume  überhaupt. 

§.  32.  Unter  der  Annahme,  dass  die  Kreisvervvandtschail  auch  auf 
den  Raum  von  drei  Dimensionen  ausgedehnt  werden  kann ,  so  dass, 
wenn  bei  zwei  solchen  Räumen  irgend  vier  Punkte  des  einen  in  einem 
Kreise  liegen,  immer  auch  die  vier  entsprechenden  des  andern  in  einem 
Kreise  begriffen  sind,  können  wir,  ohne  noch  die  Realität  dieser  An- 
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nähme  erwiesen  zu  haben,  mit  Hülfe  der  im  Vorigen  für  kreisverwandle 
sphärische  Figuren  gefundenen  Eigenschaften  auf  nachstehende  Eigen- 
schaften der  Kreisverwandtschaflt  im  Räume  schliessen. 

1)  Liegen  fünf  Punkte  A,  B,  C,  D,  E  des  einen  Raumes  r  in  einer 
Kugelfldche  a,  so  lässt  sich  auch  durch  die  entsprechenden  fünf  Punkte 
A\...E'  des  andern  r  .eine  Kugelfläche  beschreiben,  und  es  ent- 
spricht daher  jeder  KugelfUche  des  einen  Raums  eine 
Kuge)fläche  im  andern. 

Beweis.  Man  beschreibe  die  Kreise  ABC  und  ADE,  die  sich,  als 
zwei  in  a  enthaltene  Kreise,  ausser  in  A  noch  in  einem  zweiten  Punkte  F 
dieser  Flache  schneiden  werden.  Unter  der  gemachten  Annahme  werden 
mithin  auch  A',  B,  C-,  F'  und  A\  D\  E\  F  in  Kreisen  liegen.  Bo- 
schreibt man  daher  durch  A\  B\  C\  D'  eine  Kugelfläche,  so  liegt  in 
dieser  auch  F\  nämlich  als  Punkt  des  Kreises  ABC;  in  derselben 
Fläche  liegt  folglich  auch  der  Kreis  A'Ü'F,  mithin  auch  der  Punkt  E', 
als  ein  Punkt  des  letztern  Kreises. 

2)  Da  hiernach  der  durch  irgend  vier  Punkte  in  r  zu  beschreiben- 
den Kugelfläche  die  durch  die  entsprechenden  vier  Punkte  in  r  be- 
stimmte Kugelfläche  nach  dem  Gesetze  der  Kreisverwandtschafl  ent- 
spricht,  so  ist  nach  §.  27.  jedes  zwischen  vier  Punkten  des  einen  Raums 
stattfindende  D.verhältniss  dem  von  den  entsprechenden  vier  im  andern 
Räume  gebildeten  gleich.  Und  dasselbe  gilt  auch  von  D. winkeln,  wenn 
diese  in  derselben  Bedeutung  wie  auf  Kugelflächen  (ebds.)  genommen 
werden;  d.  h.  je  zweien  sich  in  zwei  Punkten  schneidenden  Kreisen  des 
Raumes  r  entsprechen  in  r  zwei  Kreise,  welche  sich  in  zwei  Punkten 
unter  denselben  Winkeln  wie  erstere  schneiden. 

3)  Wenn  A,B,C,  also  auch,  wenigstens  im  Allgemeinen,  A',  B\  C 
einander  unendlich  nahe  liegen ,  so  sind  die  Dreiecke  ABC  und  AB'C 
einander  ähnlich ,  da  sie  als  Elemente  zweier  kreisverwandten  Kugel- 
flächen angesehen  werden  können  (§.  27.).  Mithin  sind  auch  je  zwei 
entsprechende  nach  allen  Dimensionen  unendlich  kleine  Tetraeder  ein- 
ander ähnlich ,  indem  die  vier  das  eine  begrenzenden  Dreiecke  den  ent- 
sprechenden vier  Dreiecken  des  andern  ähnlich  sind.  Ueberhaupt  also 
sind  je  zwei  kreisverwandte  räumliche  Figuren ,  ebenso  wie  ebene  und 
sphärische,  in  ihren  kleinsten  Theilen  einander  ähnlich. 

4)  Hieraus  folgt  noch ,  dass  die  Winkel ,  unter  denen  sich  in  dem 
einen  Räume  zwei  Kreise,  —  wenn  auch  nur  in  einem  Punkte  — ,  oder 
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ein  Kreis  und  eine  Kugelflache,  oder  zwei  Kugelflächen  schneiden,  den 
Winkeln  gleich  sind,  unter  denen  sich  die  entsprechenden  Kreise  und 
Kugclflächen  im  andern  Räume  schneiden. 

§.  33.  Die  in  §.  3.  in  Bezug  auf  kreisverwandte  ebene  Figuren  ge- 
machten Schlüsse  gelten,  wie  man  leicht  wahrnimmt,  unverändert  auch  bei 
räumlichen  Figuren,  und  es  müssen  daher,  wenn  die  Kreisverwandtschaft 
mit  der  Aehnlichkeit  nicht  zusammenfallen  soll ,  gewissen  zwei  endlich 
entfernten  Punkten  in  r  und  r  —  den  C.punkten  Jfcf  undiV'  dieser  Räume  — 
zwei  unendlich  entfernte  M'  und  A^  in  r  und  r  nach  unbestimmt  blei- 
benden Richtungen  entsprechen. 

Hiemach  entspricht  der  Kugelfläche  MAßiV  die  Kugeifläche  JtrA7/A\ 
d.  i.  jeder  durch  M  gelegten  Ebene  eine  durch  N'  gehende  Ebene,  und 
ebenso  jeder  Geraden  durch  M  eine  Gerade  durch  N\  und  umgekehrt: 
wobei  zugleich  einleuchtet,  dass  von  je  zwei  durch  M  und  N'  gelegten 
einander  entsprechenden  Ebenen  die  C.punkte,  die  ihnen  für  sich ,  als 
Ebenen,  deren  Punkte  in  kreisverwandter  Beziehung  stehen,  zukommen, 
mit  den  C. punkten  M  und  N'  der  beiden  Räume  identisch  sind. 

In  Verbindung  mit  |^.  9.  folgt  hieraus ,  dass  für  je  zwei  Paare  ent- 
sprechender Punkte  in  r  und  r ,  wie  A  und  A\  B  und  ff,  die  Dreiecke 
MAB  und  N'B'A'  einander  ähnlich  sind,  dass  mithin,  v^ie  bei  zwei 
ebenen  kreisverwandten  Systemen  von  Punkten,  so  auch  bei  zwei  räum- 
lichen je  zwei  der  Linien  N'A.  NB',  N'C, . . .  Winkel  von  derselt)en 
Grösse  mit  einander  bilden,  wie  die  entsprechenden  unter  den  Linien 
Mil,  MB,  MC,.. .,  und  dass  erstere  Linien  den  letzlern  umgekehrt  pro- 
portional sind. 

§.  34.  Soll  daher  zu  einem  Systeme  von  Punkten  A,  ß,  6', ...  im 
Räume  r  ein  ihm  kreisverwandtes  System  in  r  construirt  werden,  und 
werden  dabei  noch  die  C. punkte  M  und  N'  beider  Räume  als  gegeben 
vorausgesetzt,  so  ziehe  man  durch  N'  gerade  Linien  a\  b\  c', . . .  nach 
solchen  Richtungen ,  dass  das  System  a,  b\  c , . . .  dem  von  den  Rich- 
tungen MA,  MB,  MC...  gebildeten  gleich  wird,  dass  also  das  eine 
System  entweder  geradezu ,  oder  nach  Verwandlung  seiner  Richtunc^en 
in  die  entgegengesetzten,  mit  dem  andern  zur  Deckung  gebracht  werden 
kann.  Man  nehme  hierauf  A'  in  a  willkührlich  und  bestimme  dann  B 
in  b',  C  in  c,  etc.  dergestalt,  dass,  auch  hinsichtlich  der  durch  die  Rich- 
tungen bestimmten  Vorzeichen,  sich 

NB: N'A  =  MA . MB,  N'C: N'A=  MA : MC,  etc.     verhält. 
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Dass  nun  das  auf  solche  Weise  erhaltene  System  A',  ff,  C, . . .  dem 
gegebenen  A,  B,C,...  in  derThat  kreisverwandt  ist,  lässt  sich  auf  nach- 
stehende Weise  darthun.  —  In  Folge  der  Construction  sind  die  Dreiecke 
N'B'A\  PfCB',  N'D'C\  N AD' resp.denDreieckenMAB,MBC,MCÜ,MDA 
ahnlich.  Hieraus  fliesst  eben  so,  wie  in  §.  10.  d.,  die  Gleichheit  der  D.ver- 
haltnisse  {ABCD)  und  {A'B'CÜ'),  d.  i.  die  Gleichheit  je  zweier  D.verhält- 
nisse  zwischen  entsprechenden  Punkten.  Liegen  daher  die  Punkte 
A,  B,  C,  D  in  dieser  Folge  in  einem  Kreise,  und  ist  mithin 

{ABDq+{ADBC)=]  (§.26.  a.), 

so  besteht  dieselbe  Gleichung  auch  zwischen  A\  B\  C,  D\  woraus  wir 
schliessen  {%  26.  d.),  dass,  wie  es  die  Kreis  verwand  tschaft  erfordert, 
auch  letztere  vier  Punkte  in  der  genannten  Folge  in  einem  Kreise  ent- 
halten sind. 

§.  35.  Zusätze,  a.  Wie  man  sieht,  ist  hierdurch  zugleich  die 
Realität  der  Kreisverwandtschaft  im  Räume  bewiesen  (§.  32.),  sowie 
auch  der  den  Sätzen  in  §.  26.  c.  und  §.  27.  analoge  Satz,  dass  die 
Kreis  Verwandtschaft  im  Räume  durch  die  Gleichheit  ent- 
sprechender D.verhältnisse  definirt  werden  kann. 

Da  ferner  bei  zwei  Systemen,  deren  jedes  aus  vier  nicht  in  einer 
Ebene  liegenden  Punkten  besteht,  durch  die  vier  Punkte  eines  jeden 
sich  eine  Kugelfläche  beschreiben  lässt,  und  aus  der  Gleichheit  ent- 
sprechender D.winkel  in  beiden  Systemen  auf  die  Kreisverwandtschaft 
(§.  27.)  und  damil  auf  die  Gleichheit  der  D.verhältnisse  beider  Systeme 
geschlossen  werden  kann,  so  muss  die  im  Früheren  fur  ebene  und 
sphärische  Figuren  erwiesene  Definition  der  Kreisverwandt- 
schaft durch  Gleichheit  entsprechender  D.winkel  auch 
für  räumliche  Figuren  Geltung  haben. 

h.  Bei  der  im  vor.  §.  ausgeftihrten  Construction  bleiben  folgende 
Stücke  des  Systems  in  r  der  Willkühr  überlassen:   I.  der  Ort  von  A\ 

II.  die  durch  N'A  zu  legende  Ebene,  in  welcher  B'  enthalten  sein  soll ; 

III.  die  Seite  von  N'A  in  dieser  Ebene,  auf  welcher  B\  und  IV.  die  Seite 
dieser  Ebene  selbst,  auf  welcher  C  liegen  soll.  Nachdem  man  aber  die 
Wahl  über  diese  vier  Stücke  getroffen  hat,  ist  das  System  in  r  voll- 
kommen bestimmt.  Denn  mit  den  drei  ersten  Stücken  und  dem  Winkel 
AMB,  welchem  der  Winkel  AN'B'  gleich  ist,  ist  die  Richtung  NB'  be- 
stimmt, und  mit  dieser  Richtimg  ist  es  der  Ort  von  K  durch  die  Pro- 
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portion  MBiMA^sXAiXB.  Mit  dem  vierten  Stücke  und  den  v^a^eji 
AMC  und  BMC  ergiebt  sich  hierauf  die  Richtung  von  XC.  nwtem  der 
von  XA,  X'B,  N'C  gebildete  köqieriiche  Winkel  dem  von  JfA.  Jtt.JK 
gebildeten  gleich  sein  muss;  die  Länge  von  XC  aber  folgt  aus  eser 
der  vorigen  analogen  Proportion.  Eben  so.  wie  C,  lässt  sich  dann  an 
jeder  der  übrigen  Punkte,  z.  B.  D\  unzweideutig  finden .  da.  jenacUe« 
C  und  I)  auf  einerlei  oder  verschiedenen  Seiten  der  Ebene  JLIJB  äi 
auch  C  und  //  auf  einerlei  oder  verschiedenen  Seiten  der  Ebene  SX  B 
liegen  müssen,  und  somit  die  Seite  letzterer  Ebene,  auf  welcher  Ü  lie^i 
liestimmt  ist. 

c.  Sind  in  r  ausser  dem  C.punkte  .V  noch  die  Stücke  I.  un«i  11 
d.  i.  der  Punkt  A'  und  die  Ebene  N'AB,  nicht  aber  auch  die  Besthi^- 
mungen  III.  und  IV.  gegeben,  so  kann  man  in  r  vier  verschiedene  Sy- 
steme construiren,  deren  jedes  mit  dem  gegebenen  in  r  kreisverwaikh 
ist.  Denn  den  Punkt  R  kann  man  in  der  Ebene  KAB  so\%'ohl  rechter 
als  linker  Hand  von  der  Geraden  iV'A',  und  den  Punkt  C  sowohl  vor 
als  hinter  derselben  Ebene  annehmen. 

§.  36.  Es  ist  nicht  schwer,  bei  der  in  §.  3i.  gezeigten  Constnictioo 
eines  einem  gegebenen  Systeme  kreisverwandten  Systems  die  zu  Ireffein 
den  Abänderungen  anzugeben,  wenn  nicht  mehr  die  C.punkte  des  eio« 
und  des  andern  unter  die  gegebenen  Stücke  gehören,  oder,  was  a«f 
dasselbe  hinauskommt,  wenn  die  den  gegebenen  Punkten  Jlf  und  fi'  eah 
sprechenden  Punkte  itf' und  N  endlich  entfernt  liegen,  und  daher  jeir. 
noch  gegeben  sein  müssen,  da  sie  auch  vorher  in  ihrer  unendlichen  EdI- 
fernung  als  zwei  gegebene  Punkte  zu  betrachten  waren. 

Um  diese  allgemeinere  Aufgabe  zu  losen ,  construire  man  zunächsi 
ein  System  von  Kreisen  M'AN\  M'tt'N\  M'CN\  etc.,  von  denen  sich  je 
zwei  in  M'  und  N'  unter  denselben  Winkeln ,  wie  die  zwei  entsprechen- 
den unter  den  Kreisen  MAN,  MBN,  MCN,  etc.  in  M  und  N,  schneiden. 
Zu  dem  Ende  lege  man  an  letztere  Kreise  in  M  die  geradlinigen  Tan- 
genten a,  6,  c, ...  und  bestimme  die  positive  Richtung  einer  jeden  über- 
einstimmend mit  der  Richtung,  welche  das  Element  des  von  ihr  be- 
rührten Kreises  in  M,  gemäss  dem  durch  die  Aufeinanderfolge  der  drei 
Buchstaben  {MAN,  etc.)  ausgedrückten  Sinne  des  Kreises,  hat.  Man  con- 
struire hierauf,  wie  in  §.  34.,  ein  dem  Systeme  der  sich  in  üf  schneidenden 
Richtungen  a,  6,  c,...  gleiches  System  durch  den  Punkt  Jlf'  gehender 
Richtungen  a\  h\  c\ . . .  Das  System  von  Kreisen,  welche,  durch  M'undiV 
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gebend,  in  Jf' die  a\  b\  c',...  berühren  und  somit  vollkommen  bestimmt 
sind,  —  dieses  System  wird,  wenn  man  noch  die  Sinne  der  Kreise 
übereinstimmend  mit  den  Richtungen  ihrer  Tangenten  a\  h\  c, . . .  in  ill' 
annimmt,  das  verlangte  sein. 

Weil  die  Sinne  letzterer  Kreise  auch  durch  die  Folgen  M'A'N\ 
M'BN\  etc.  ausgedrückt  werden,  so  ist  mit  dem  Sinne  eines  jeden 
zugleich  noch  bestimmt,  auf  welcher  Seile  der  gemeinschafllichen 
Sehne  M'N'  im  ersten  der  Punkt  A\  im  zweiten  der  Punkt  B\  u.  s.  w. 
liegen  muss. 

Der  Punkt  A  kann  im  ersten  Kreise  auf  der  ihm  zugehörigen  Seite 
der  Sehne  M*N'  beliebig  genommen  werden.  Wird  alsdann  das  Yerh^ltniss 


w*    »* 


MÄ  ,MA_ 

gesetzt,  so  hat  man  zufolge  der  auch  im  Räume  statt  findenden  Gleich* 
heit  der  D.verhäÜnisse  zwischen  entsprechenden  Punkten : 

M'B'  _        M     M'C     _        MC       . 
wir  ~ "•   BN'  WW '  ~ "•    CN'  ^^' 

I 

Hiermit  aber  lassen  sich  die  Punkte  ff,  C, . . . ,  da  noch  die  Seiten 
von  Jfcf'JV  bekannt  sind,  auf  welchen  sie  in  ihren  Kreisen  M'B'N\  etc. 
liegen  müssen,  unzyveideutig  finden,  und  die  vorgesetzte  Aufgabe  ist 
daher  gelöst. 

§.  37.  Zählen  wir  noch,  wie  in  §.  35.  6.,  die  Stücke  auf,  welche 
bei  der  eben  gemachten  Construction  nach  Willkühr  bestimmt  werden 
können.  Sie  sind,  wenn  wir  von  dem  Systeme  in  r  gar  nichts  als  ge- 
geben voraussetzen: 

I.  die  Punkte  M\  N'  und  A\  wodurch  zugleich  der  Kreis  M'A'N\ 
die  ihn  in  M'  berührende  Gerade  a ,  und  durch  die  letztgenannte  Folge 
der  drei  Punkte  die  positive  Richtung  von  a  gegeben  sind ; 

II.  die  durch  a  gehende  Ebene,  in  welcher  6'  liegen  soll,  oder  die 
Ebene  ab'.  Weil  a  und  6'  die  Kreise  M'A'N'  und  M'BN'  in  M'  be- 
rühren ,  so  berührt  diese  Ebene  die  Kugelfläche  M'A'N'R,  welche 
s  heisse,  in  M\  Der  Mittelpunkt  von  8  ist  der  gegenseitige  Durchschnitt 
der  Axe  des  Kreises  M'A'N'  und  des  in  M'  auf  der  Ebene  a!b'  errichteten 
Perpendikels;  denn  beide  Linien  sind  Axen  von  s.  Hiernach  ist  mit  dem 
Kreise  M'A'N'  und  der  Ebene  ab'  zugleich  s  gegeben,  und  es  kann 
daher  als  zweites  Stück  statt  der  Ebene  ab'  auch  die  Kugelflttche  s'  ge- 
nommen werden ; 
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III.  die  Seite  von  d  in  der  Ebene  ah\  aufweiche  der  positive  Theil  der 

Richtung  V  fallen  soll,  oder  —  weil  der  von 

M'  durch  F  bis  N'  gehende  Kreisbogen  ond 

^"^      /    /„/  \  \  der  positive  Theil  seiner  Tangente  h'  aof 

einerlei  Seite  der  Ebene  M'A'N'a  fallen  — 
die  Bestimmung,  in  welchea^  der  zwei  Theiie 
der  durch  den  Kreis  JfA'iV' getheilten  Kugel- 
flache 8  der  Punkt  ff  liegen  soll ; 
IV.  die  Seite  der  Ebene  ab',  auf  welche  der  positive  Tbeil  der 
Richtung  c  fallen  soll ,  die  Bestimmung  also,  ob  dieser  Theil  bei  seioem 
Ausgange  von  M'  zunächst  in  die  von  ab'  in  M'  berührte  Kugel  s  ein- 
dringen soll,  oder  nicht,  oder  —  weil  bei  statt  findendem  Eindringen, 
und  nur  dann,  der  von  M'  durch  C  bis  N'  gehende  Bogen  im  Innern 
von  s  begriffen  ist  —  die  Bestimmung,  ob  C  innerhalb,  oder  ausserhalb 
der  Kugelfläche  s  liegen  soll. 

§.  38.  ZusUlze  und  Folgerungen,  a.  Dass  die  unter  I.  bisIV. 
aufgezählten  Stücke  nach  Willkuhr  angenommen  werden  können,  so  dass 
nicht  mittelst  einiger  derselben  die  übrigen  in  Folge  der  kreisverwandt- 
schaftlichen Beziehungen  zwischen  beiden  Figuren  sich  Gnden  lassen, 
dies  ist  mit  Rücksicht  auf  dasjenige,  was  bereits  in  §.  34.  und  §.  35.  b, 
über  die  Construction  des  einem  gegebenen  Systeme  in  einem  Punkte 
sich  schneidender  Richtungen  gleichen  Systems  bemerkt  worden,  ohne 
Weiteres  einleuchtend.  Soll  daher  zu  einem  gegebenen  Systeme  im 
Räume  ein  kreisverwandtes  conslruirt  werden,  und  sind  für  irgend  drei 
Punkte  M,  iV,  A  des  erstem  die  ihnen  entsprechenden  üf' ,  N\  A  des 
letztern  gegeben ,  so  reichen  diese  noch  nicht  hin  um  zu  den  übrigen 
Punkten  des  erstem  die  entsprechenden  des  letztem  zu  finden.  Wollte 
man  dagegen  die  irgend  vier  Punkten  des  erstem  Systems  entsprechen- 
den Punkte  des  letztem  willkuhrlich  gegeben  sein  lassen,  so  wären  der 
gegebenen  Stücke  zu  viel,  da  zwischen  diesen  vier  Punkten  sich  D.ver- 
hältnisse  und  D. winket  bilden ,  welche  den  entsprechenden  im  erstem 
Systeme  gleich  sein  müssen.  Wohl  aber  kann  man  alle  auf  Jf' ,  iV',  A  fol- 
genden Punkte  ff,  C, . ..  des  zweiten  Systems  unzweideutig  finden-,  wenn 
nllchst  jenen  drei  Punkten  noch  eine  durch  sie  gehende  Kugeifläche  s, 
die  einer  gewissen  durch  M,  N,  A  gehenden,  etwa  der  noch  den  Punkt  B 
enthaltenden,  Kugelflache  s  entspricht,  und  aussei*dem  noch  die  zwei 
bloss  Lagenverhältnisse  betreuenden  Stücke  III.  und  IV.  gegeben  sind. 
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b.  Sind  nicht  zugleich  letztere  zwei  Stücke,  sondern  bloss  die  drei 
Punkte  M\  N\  A'  und  die  Kugelfläche  s  gegeben ,  so  lassen  sich  damit 
ähnlicherweise,  wie  in  §.  35.  c,  vier  verschiedene  Systeme  conslruiren. 
Bezeichnet  man  nämlich  die  der  «'entsprechende  Kugelfläche  MAiVB  mit 
8,  die  zweiTheile,  in  welche  die  Fläche  « («')  durch  den  Kreis  itfiVA  {M'N'A') 
getheilt  wird,  mit  a  und  ß  [a  und  /^),  die  von  s  und  s  eingeschlossenen 
Räume  mit  y  und  /,  die  ausserhalb  8  und  8  befindlichen  Räume  mit 
d  und  d\  so  kann  man  den  Punkten  in  a  und  ß  entweder  die  Punkte  in 
d  und  fi,  oder  die  in  ß!  und  a ,  und  dabei  jedesmal  den  Punkten  in  y  und  d 
entweder  die  Punkte  in  /und  d\  oder  die  in  d'und  /entsprechend  setzen. 

c.  Zu  einem  gegebenen  Systeme  von  Punkten  im  Räume  lassen 
sich  daher  immer  noch  drei  andere  ihm  kreisverwandte  construiren,  der- 
gestalt, dass  erstens  drei  gewisse  Punkte  Jf ,  N,  A  des  Systems  mit  den 
ihnen  in  jedem  der  drei  andern  Systeme  entsprechenden  Punkten  identisch 
sind ,  und  damit  auch  jeder  andere  Punkt  des  Kreises  MNA ,  welcher 
h  heisse,  mit  den  drei  ihm  entsprechenden  zusammenfällt,  und  dass 
zweitens  eine  gewisse  durch  M,  iV,  A  gehende  Kugelfläche  8  in  jedem 
der  drei  andern  Systeme  sich  selbst  zur  entsprechenden  hat.  Den  vor- 
hin mit  a,  /?,  /,  d  bezeichneten  Flächen  und  Räumen  des  gegebenen  Sy- 
stems können  nämlich  in  dem  zu  construirenden 

entweder  /?,  a,  y,  d,  oder  /?,  a,  d,  y,  oder  «,  /?,  d,  y 

entsprechend  gesetzt  werden. 

Eine  nähere  mit  keiner  Schwierigkeit  verbundene  Untersuchung 
dieser  drei  Fälle,  wobei  ich  von  der  Betrachtung  in  §.  31.  ausging,  hat 
mich  zu  nachstehenden  Resultaten  geführt. 

Das  gegenseitige  Entsprechen  der  Punkte  ist  in  jedem  der  drei  Fälle 
ein  involutorisches.  Die  zwei  Systeme  haben  daher  stets  einen  gemein- 
schafUichen  C.punkt  (vergl.  §.  31.  5)).  Bezeichnen  wir  diesen  mit  0 
und  einen  beliebigen  Punkt  des  Kreises  k  mit  E,  so  ist  in  jedem  der 
drei  Fälle  für  je  zwei*  einander  entsprechende  Punkte  X  und  X' 

OX.OX'=OE\ 

Im  ersten  Falle  ist  0  die  Spitze  des  Kegels,  welcher  die  Kugel  s 
im  Kreise  k  berührt;  X  und  X'  liegen  mit  0  in  einer  Geraden  und  auf 
einerlei  Seite  von  0. 

Im  zweiten  Falle  ist  0  der  Mittelpunkt  des  Kreises  k,  and  der 
Winkel*  XOX'  wird  von  der  Ebene  dieses  Kreises  rechtwinklig  halbirt. 
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Im  dnlten  Falle  ist  0  der  Mittelpaokt  der  Kugel  «:  XmMMdX  «ber 
seo.  uie  im  ersten,  mit  0  io  einer  Geraden  ond  auf  emeriei  Scale  von  0. 

d.   Zwei   kreisrerwandte  Svsteme  ^.  B.  C ood  .:! .  B.  C... 

im  Räume  künnen  immer  in  eine  solcbe  Läse  sesen  rhiiifcd 
werden,  dass  erstens  die  CpuoLte  beider  in  einem  Punkte  O 
Cillen.  und  somit  die  Prodo<ie  OA.OA.  OB. OB.  OC.OC.  etc.  t^ 
deidier  GrviSse  sind,  die  man  =€^  setze:  und  das»  zwreilem»  xom. 
i^uren  entspreciiender  Punkte  A  und  A .  B  und  F  die  z^^ei  Ponkle 
j€ilen  mit  0  in  einer  Geraden  und  darin  auf  einerlei  Seile  t^ib  O 
AkJbnn  werden  die  zwei  Punkte  aller  übrigen  Paare  Com!  C  DmadD.tut. 
entweder  diesellie  Läse  äecen  O.  wie  die  jener  zwei  ersierm.  faabea.  c^kr 
es  werden  ai;e  die  Winkel  COC.  DOD.  etc  ^on  der  Eherne  OAäBM 
rechtwinklig  ioibift  werden. 

Im  erstem  dieser  zwei  Falle  entspricht  jeder  Ponkl  der  am  O  a£» 
3i^itejpucki  mit  ^  als  Bailiuesöer  tegchrieheiien  Kn^elftke^.  nmd  Laoa 
anderer,  skd  seik^t.  Xachstdem  entsfpncht  ausser  dieser 
Kjch  jede  andere  sie  nhchtwinklL:  schneädetide  Engr-iflfc'fce-  mmA  k 
andere,  sich  seli^.  —  Im  leiztem  Falle  sind  es  die  Ptakie  des  ^  6 
ut  <  in  der  Eieoe  OAB  zu  L<s»rhreibenden  Kreises,  so  wie  däe  dnrck 
diesen  Kress  zu  ^e:£endrn  K&seiftjtfaen .  weiche  s^oh  selc^ 


Von  Jen  an»  Jer  Knris^ ei  ■  anitschaft  entayrinjstnJcn 


^    >>    l>rf  Ri:::-:i;"^-rc    »in:  i-e  Le£.rr  t;c  iec  ^rrwÄ^^i^iciaActi 
^Srr  F-rjj^c  -rr'»^>L-*:   ':r?iCft:  ^z^rv:-^  iirsz    itss.  w^ni  rwi^i 

>} jCcCjs   'af«:i*fs  ■rC'fc  i-rj-ff  Vfrai^ir^:^^*  w:!:ei  iön  eatscc^cfc^n- 

^T-o  -Maiiiiirr  i.^ü:c*ia*r.Äi  Scj:k-fCL  w»r*j:i»*  ^:a  -rJier  dirrä  dse  ^edes- 
z_a-i^  V.5r2i'ia,i-j;:iift  cej.  z^^-iec  Bescidko-i-rL:  ähI  iie  lär»»i  Scäc^e 

an  cw^ises  S^swm  ro«  •  PiinrKn  e^nacniart.  m 
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1^  Stucke,  welche  den  i^  gegebenen  entsprechen,  von  gleicher  Grösse 
mit  den  gegebenen  sind.  —  Dabei  ist  v  eine  von  der  Zahl  n,  von 
der  Art  der  Verwandtschaft  und  von  dem  Umstände,  ob  das  System  in 
einer  Geraden ,  oder  in  einer  Ebene,  oder  im  Räume  enthalten  ist,  ab- 
hängige Zahl. 

Aus  jeder  Verwandtschaft  entspringt  demnach  eine  besondere  Classe 
geometrischer  Aufgaben.  Im  zweiten  Abschnitte  meines  «barycentrischen 
Calculs»  habe  ich  die  Classen  von  Aufgaben,  welche  aus  den  fünf  dort 
behandelten  Verwandtschaflsarten  hervorgehen,  einzeln  aufgeführt.  Dass 
nun  auch  die  Kreisverwandtschaft  zu  einer  besondern  Classe  von  Auf- 
gaben hinleitet,  dies  folgt  im  Betreff  ebener  Figuren  sogleich  aus  dem 
Satze  (§.  1 9.),  dass,  wenn  zu  einem  Systeme  von  n  Punkten  A,Ä,  C, /),£",... 
in  einer  Ebene  ein  ihni  kreisverwandtes  A',  Ä', ...  construirt  werden  soll, 
die  drei  Punkte  A!,  B',  C  willktlhrlich  angenommen  werden  können,  und 
dass  es  hinreicht,  wenn  ftlr  jeden  dern — 3  übrigen  Punkte  D\  E\,..  zwei 
D.winkel,  ftlr  D'  die  D.winkel  ABCD  und  ACBD, 

ftir  E'  die  D.winkel  ABCE  und  ACBE, 
u.  s.w.  gegeben  sind.  Hat  man  aber  mit  diesen  2n — 6  D.winkeln  das 
kreisverwändte  System  construirt,  so  hat  man  damit  zugleich  alle  übrigen 
D.winkel  und  alle  D.verhaltnisse  des  ursprünglichen  Systems  gefunden, 
indem  diese  Grössen  in  beiden  Systemen  gleiche  Werthe  haben.  Wenn 
man  daher  D.winkel  und  D.verhällnisse,  als  Grössen,  deren  jede  durch 
vier  Punkte  bestimmt  wird,  unter  dem  gemeinsamen  Namen  Qua t er- 
nionen  begreift,  so  müssen  von  jenen  2n — 6  D.winkeln  alle  übrigen 
Quaternionen  des  Systems  als  Functionen  darstellbar  sein.  Man  wird 
folglich,  indem  man  irgend  2n — 5  Quaternionen  des  Systems  als  Functio- 
nen jener  2n — 6  D.winkel  ausdrückt  und  aus  diesen  2n — 5  Gleichungen 
letztere  D.winkel  eliminirt,  zwischen  den  2n — 5  Quaternionen  wenigstens 
Eine  Gleichung  erhalten,  und  zwar  nur  Eine,*  wenn  je  2n  —  6  derselben 
von  einander  unabhängig  sind. 

Bei  einemSysteme  von  nPunkten  in  einerCbene  können 
demnach,  wenn  von  den  durch  sie  gebildeten  Quaternionen 
irgend  2n — 6  von  einander  unabhängige  gegeben  sind,  alle 
übrigen  Quaternionen  gefunden  werden. 

§.  40.  Ein  anderer  Beweis  dieses  Satzes,, der  uns  zugleich  zu  der 
möglich  einfachsten  Lösung  der  aus  dem  Satze  entsrpringendenAufgaben 
führen  wird,  ist  folgender. 
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Man  denke  sich  zu  dem  Systeme  der  n  Punkte  A,  B,...  L,  M  ein 
ihm  kreisverwandtes  A\  B,...  L\  M'  hinzu  und  nehme  an,  dass  einer 
der  n  Punkte  des  letztern  —  es  seilf' —  unendlich  entfernt  liege.  Jeder 
Quaternion  des  erstem  Systems,  welche  den  Punkt  M  enthalt,  wird  als- 
dann im  letztern  eine  ihr  gleiche  Ternion,  d.  i.  eine  schon  durch  drei 
Punkte  bestimmte  Grösse,  entsprechen,  indem  z.B.  derD.winkel  MCBA 
zszCMAB^BAMC=ABCM  =  dem  einfachen  Winkel  ABC,  und  das 
D.verhöltniss  {MCBA)  =  (CMAB)  =  etc.  =  dem  einfachen  Verhältnisse 
AB'.ßC  wird.  Eben  so  ist  umgekehrt  jede  Ternion  von  einer  dieser 
beiden  Formen  im  zweiten  Systeme  einer  den  Punkt  M  enthaltenden 
Quaternion  im  ersten  gleich.  Die  Aufgabe:  bei  einem  ebenen  Systeme 
von  n  Punkten  A,  B,..  L,  M  aus  x  Quaternionen  desselben  alle  übrigen 
zu  finden,  wird  somit  darauf  zurückgebracht:  bei  einem  ebenen  Systeme 
von  n — i  Punkten  A\  ff,...L'  aus  x  Stücken  desselben,  welche  theils 
Ternionen,  theils  Quaternionen  und  somit  Functionen  von  Temionen 
sind,  alle  übrigen  Ternionen  des  Systems  zu  finden.     * 

Bekanntlich  aber  können  bei  einem  ebenen  Systeme  voji  n  —  i 
Punkten  aus  2(n  —  1) — 4  von  einander  unabhängigen  Verhältnissen  zwi- 
sehen  den  gegenseitigen  Abständen  der  Punkte,  oder  von  solchen  Ver* 
hältnissen  abhängigen  Grössen ,  also  aus  2n — 6  Stücken,  welche  in  ihrer 
einfachsten  Form  Ternionen  von  oben  bemerkter  Beschafienheit  sind, 
alle  übrigen  Stücke  derselben  Art  gefunden  werden.  Es  ist  dieses  näm- 
lich der  Satz ,  welcher  der  aus  der  Aehniichkeit  ebener  Figuren-  ent- 
springenden Classe  von  Aufgaben  zu  Grunde  liegt  (Baryc.  Galc.  S.  1 89). 
Mithin  islx^^n — 6,  und  es  wird  daher  auch  bei  einem  ebenen  Systeme 
von  n  Punkten,  von  2n — 6  von  einander  unabhängigen  Quaternionen  des- 
selben jede  (2i» — 5)te  Quaternion  abhängig  sein.  Die  Gleichung  aber^ 
welche  diese  Abhängigkeit  ausdrückt,  wird  einerlei  sein  mit  derjenigen, 
welche  zwischen  den  entsprechenden  Stücken  des  kreisverwandien  Sy- 
stems von  n  —  1  endlich  gelegenen  Punkten  statt  hat  und  nach  den  be- 
kannten Vorschriften  der  Polygonometrie  gefunden  wird. 

Diese  Reduction  der  durch  die  Kreisverwandtschaft  begründeten 
Aufgaben  auf  solche,  die  aus  der  Aehniichkeit  der. Figuren  entspringen, 
erhellet  übrigens  auch  daraus,  dass  alle  dem  Systeme  A,  £,...  jf  kreis- 
verwandte und  daher  auch  einander  ^kreisverwandte  Systeme  A\  Ä', . . .  M' 
durch  die  Bedingung,  dass  bei  allen  der  Punkt  ilf'  unendlich  entfernt 
liegen  soll,  einander  ähnlich  werden  (§.  5.). 
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§.  41 .  Um  hiernach  aus  irgead  2n — 6  von  einander  unabhängigen 
Quatemionen  eines  Systems  von  n  Punkten  A,..  L,  üf  in  einer  Ebene 
irgend  eine  (2n — 5)te  desselben  zu  finden,  oder,  was  dasselbe  sagt,  um 
die  zwischen  den2n — 5  Quatemionen  bestehende  Relation  zu  ermitleln, 
können  wir,  die  im  vor.  §.  zunächst  auf  das  System  A\,..L'  sich  be- 
ziehende Lösung  auf  das  System  A,. .  L,  M  selbst  Übertragend  i]nd  n)it 
letzterem  operirend,  als  ob  es  das  erstere  wäre,  folgende  Regeln 
aufstellen : 

1)  In  jeder  der  2n — 5  Quatemionen,  welche  den  Punkt  M  enthält, 
bringe  man  denselben,  wenn  er  nicht  bereits  die  vierte  Stelle  einnimmt, 
durch  Versetzung  der  vier  Punkte  ohne  Aenderung  des  Werthes  der 
Quaternion  an  die  vierte  Stelle  (vergl.  vor.  §.),  lasse  hierauf  M  weg  und 
verwandele  damit  die  Quaternion  in  eine  Ternion,  nämlich  den  D.winkel 
ABCM  in  den  einfachen  Winkel  ABC,  und  das  D.verhältniss  [ABCM)  in 
das  einfache  ABiBC. 

2)  Jede  der  Quatemionen ,  in  welcher  Af  nicht  vorkommt,  drücke 
man  durch  zwei  Ternionen  aus,  wie  etwa  AßCD  durch  AßC+CDA,  und 
{ABCD)  durch  {AB.BC)  {CD  DA). 

3)  Man  suche  die  Relation,  welche  bei  dem  Systeme  von  n  —  \ 
Punkten  A,  B,,,.L  zwischen  den  2n  —  5  theils  in  Ternionen  verwan- 
delten, theils  durch  solche  ausgedruckten  Quatemionen  besteht  Denn 
dieselbe  Beziehung  wird  auch  zwischen  den  2n — 5  von  den  n  Punkten 
A,  B,, ..  L,  M  gebildeten  Quatemionen  statt  haben. 

§.  42.  Der  kleinste  Werth ,  den  die  Zahl  n  hierbei  haben  kann, 
ist  4,  wodurch  2w — 5=3  wird.  Bei  einem  Systeme  von  4  Punkten  wird 
daher  aus  je  zwei  von  einander  unabhängigen  Quatemionen  jede  dritte 
i^ich  finden  lassen.  In  der  That  sind  hier  die  Relationen  zwischen 

ABCD,  BCAD,  CABD,  [ABCD),  [BCAD),  (CABD), 
als  worauf' sich  alle  übrigen  Quatemionen  zwischen  A, .  .D  zurückführen 
lassen,  einerlei  mit  den  Relationen  zwischen  den  durch  Weglassung  von  Z) 
hervorgehenden  Winkeln  und  Verhältnissen 

ABC,  BCA,  CAB,  AB:BC,  BCCA,  CAiAB; 
und  man  weiss  aus  der  Trigonometrie,  dass  zwischen  je  dreien  dieser 
sechs  Stücke  des  Dreiecks  ABC  eine  Relation  besteht.  Vergl.  §.  <6. 

Für  11=5  wird  2n — 5ac5,  und  man  wird  daher  bei  einem  Fünfeck 
Ai..E  zwischen  je  5  Quaternionen  desselben  wenigstens  Eine  Relation 
angeben  können. 
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Werde  z.  B.  die  Relation  zwischen  den  fünf  D. winkeln 
BCDE^a,  CDEA=ß,  DEAB=r^  EABC^d,  ABCD^e 
verlangt.  —  Durch  Weglassung  des  Punktes  E  wird 

a=J?C/),  ß=DCÄE=DCA,  r=ABDE=ABD, 
d=CBAE=CBA,  e=ÄBC+CDA=-d'^CDA, 

und  unsere  Aufgabe  ist  somit  darauf  zurückgebracht:  beioi  Viereck  AJBCD 
die  Relation  zwischen  den  fünf  Winkeln  BCD,  BGA,  ABB,  CBA,  CBA 
zu  finden. 

Folgendergestalt  dürfte  diese  Relation   sich  am  einfachsten  ent- 
wickeln lassen.  —  Es  verhält  sich 

BA:AC=s\nBCA:8iaABC, 

CA:AD= sin  CDA .  sin  AGB, 

BA:AB  =  smDBA:s\nABB, 

worin,  wenn  alle  Winkel,  wie  gehörig,  nach  einerlei  Sinne  gerechnet 
werden,  die  Exponenten  aller  Verhältnisse  positiv  shid.  Aus  der  Zu- 
sammensetzung dieser  Proportionen  folgt  daher 

(a)     sin^CA  sin  CBA  sin  BBA  =  sin  ABC .  sin  ACB .  sin  ADB. 

Es  ist  aber  {§.  8.  (3)) 

BCA  =  BCD+DCA=a+ß,  CDA=d+€,  BBA=~y, 
ABC  =  —d,  ACD=  — /?;  ferner  ist  (§.  8.  (4)) 
BAB=ABC+BCD^CDA=€^a,  und  daher  (ebds.  («)) 
ADB=i  80^— DBA— BAD=i80^+y—€—a, 

so  wie  sich  auch  alle  übrigen  von  den  Seilen  und  den  Diagonalen  des 
Vierecks  A.,D  gebildeten  Winkel  als  Aggregate  von  «,/?,..«  darstellen 
lassen. 

Die  Substitution  dieser  Werlhe  von  BCA,  etc.  in  (a)  giebt  nun  die 
gesuchte  Relation: 

sin («+/?)  sin(d+f)  siny-f-  sin  d sin/? sin  (f+a — y)=0, 

eine  Gleichung,  die  mit  Anwendung  der  identischen  Formel 

4  sin  X  sin  y  sin  z  =  sin  {y+z — x)  +  sin  {z+x — y)  +  sin  (ar-Hy — z) 

—  sin  {x+y+z) 

die,  wie  sich  erwarten  Hess,  symmetrische  Gestalt 

(A)  sin  {a+ß+y—d—e)  +  sin  {ß+y^d—e—a)  +  sin  (y+rf-H« — a — ß) 
+  sin  [d+e+a — ß — y)  +  sin  {e+a+ß — y — d)  =  sin  {a+/y-Hy-|-rf-H^) 
annimmt. 
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Suchen  wjr  noch  die  der  eben  bebandelten 'analoge  Aufgabe  zu 
lösen  und  die  zwischen  den  fünf  D.verhäUnissen 

{BCDE),  {CDEA),  {DE AB),  {EABC),  {ABCD) 
obwaltende  Relation  zu  bestimcnen. 

Durch  die  ähnlicherweise  wie  vorhin  zu  bewerkstelligende  Ent- 
fernung des  E  reduciren  sich  die  vier  ersten  D.verhaltnisse  auf 

BCCD,  DC:CA,  ABiBD,  CBiBA, 
und  die  gesuchte  Relation  ist  daher  identisch  mit  derjenigen,  welche 
resp.  zwischen  diesen  vier  einfachen  Verhältnissen  und  dem  D.verhält- 
nisse  {AB.CD):{BC.DA) 

bei  einem  Viereck  A.,D  statt  findet. 

Man  sieht  aber  sogleich,  dass,  wenn  die  letzlere  Relation  ent- 
wickelt wäre,  man  mit  Hülfe  derselben  aus  irgend  fünf  der  sechs  Linien, 
welche  die  vier  Punkte  A,..D  mit  einander  verbinden,  die  sechste 
würde  finden  können.  Die  letztere  Relation  muss  sich  daher  unmittelbar 
aus  der  Gleichung  ergeben ,  die  zwischen  den  sechs  Seiten  eines  voll- 
ständigen Vierecks  ABCD  statt  hat.  Diese  Gleichung  ist,  wenn  man 

BC  =  Yf,  CA=yg,  AB  =  yh,  AD  =  yf,  BD  =  Yg\  CD  =  yh' 
setzt : 
fgh  -  {g+h-f)  ff-  {h+f-g)  gg'-  {f+g-h)  hK 

■  -  m-  n  if-g)  -9ir-9')  ig-  *')  -  *  ig-  A')  (*'-  n = 0.  *) 

Man  setze  nun  die  fünf  Verhältnisse  BC:  CD,  etc.,  deren  gesenseitige 
Relation  gesucht  wird,  resp.==:p-,  ^,  -jL,  ^,  _i_, 

sowirdy=a,  ^^b,  j^=c,  y  =  d,  -^=c, 

und  damit  g  =  abf,  h=df,  f  =  adef,  ^'=  cdf,  A'=  af. 

Substituirt  man  endlich  diese  Werthe  für  jf,  A,  f,  g,  K  in  obiger 
Gleichung,  so  kommt  nach  Division  derselben  mit  adp  die  gesuchte 
zwischen  a,  fc,  c,  d,  e,  d. i.  zwischen  \:{BCDEf,  \\[CDEAf,  etc.,  be- 
stehende Relation : 

[B)     i  —  a — h — c — d — 6+a6+6c+cd+(ie+ea 

j^[\  —  a)eab^{\  —  h)ahc^{\  —  c)hcd^{\  —  d)cde^[\  —  e)dea 

'^abcde=zO. 

*)  Denn  bezeichnen  /,  m,  n  die  Cosinus  der  Winkel  BDC,  CDA,  ADB,  so  ist 

und  I  — /*— m*— n*— J/fnn=0. 

Durch  Elimination  von  l,  m,  n  aus  diesen  vier  Gleichungen  geht  aber  die  obige  zuerst 

wohl  von  Carnot  in  seiner  Geom,  de  pasii,  entwickelte  Gleichung  hervor. 
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Zusatz.  Hinsichtlich  der  letztern  Formel  verdient  noch  bemerkt 
zu  werden ,  dass  sie  zugleich  die  zwischen  den  gegenseitigen  Abstanden 
von  fUnf  Punkten  im  Allgemeinen  geltende  Bedingung  darstellt,  unter 
der,  wenn  vier  der  fünf  Punkte  in  einer  Ebene  liegen ,  auch  der  fünfte 
in  dieser  enthalten  ist. 

In  der  That,  liegen  A,  B,  C,  D  in  einer  Ebene,  und  E  ausserhalb 
derselben ,  so  bestimme  man  ihr  einen  Punkt  E^  dergestalt,  dass 

{BCDE^)^{BCDE)=i:Ya  und 
(CD£,4)=(CDEi)=i:/6,  dass  mithin 

(1)  DE^:E^B  =  DE:EB  und 

(2)  DE,:E,A  =  DE:EA. 

Dieses  ist  immer,  und  zwar  auf  doppelte  Weise,  möglich.  Denn 
wegen  (1)  und  (2)  ist  E^  ein  Punkt  des  durch  die  Doppelproporiion 

AX:BX:DX=AE:BE:DE 
bestimmten  durch  E  gehenden  und  von  der  Ebene  ABD  rechtwinklig 
halbirlen  Kreises  (§.  22.  d,) ;  und  weil  E^  zugleich  in  dieser  Ebene  liegen 
soll,  so  ist  E^  einer  der  beiden  Endpunkte  des  Durchmessers,  in  wel- 
chem jener  Kreis  von  der  Ebene  halbirt  wird. 

Haben  nun  die  Buchstaben  a,  6,  c,  d,  e  die  ihnen  im  Obigen  durch  die 
gegenseitigen  Abstände  der  Punkte  A,  B,  C,  Z),  E  zugewiesene  Bedeutung, 
und  bezeichnet  man  die  auf  gleiche  Weise  von  den  Punkten  A,  B,  C, 
D,  E^  abhängigen  Zahlen  mit  a^,  fc^,  c^,  d^,  e^,  so  ist  wegen  (1)  und  (2) 

(3)     a^ssa,  6j=6,  C|=c,  und  überdies  e^^=e. 

Weil  aber  A,  ß,  C,  Z),  E^  in  einer  Ebene  liegen,  so  besteht  jetzt 
zwischen  a^,  6^,  c^,  rfj,  e^  die  vorhin  zwischen  a,  6,  c,  d,  e  erhaltene 
Gleichung  (ß).  Soll  daher  jene  Relation  zwischen  a,  6, .  .e  selbst  augh 
gegenwärtig  noch  statt  haben,  so  muss  wegen  (3)  noch  d^=d^  also 

[E^ABC)  =  [EABC)  und  Mxev  EC:Efi=EA:E^A 
sein.  Hieraus  aber  folgt  in  Verbindung  mit  den  Proportionen  (1)  und  (2). 
wofür  wir  auch         EB :  Efi  =  ED :  EJ)  =  EA :  E^A 

schreiben  können ,  dass  in  einer  gewissen  durch  ß,  D,  A  gehenden 
Kugelfläche,  deren  Mittelpunkt  in  EE^  fällt,  auch  C  liegen  muss,  und  dass 
mithin,  wenn  A,  Ä,  C,  Z)  in  einer  Ebene  sind,  E  aber  ausserhalb*  der- 
selben liegt,  die  Gleichung  (ß)  nur  in  dem  speciellen  Falle  noch  be- 
steht, wenn  jene  vier  Punkte  in  einem  Kreise,  als  dem  Durchschnitte 
der  Kugelfläche  mit  der  Ebene,  enthalten  sind. 
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§.  43.  Eioe  besondere  Betrachtung  haben  wir  noch  dem  Falle  zu- 
zuwenden ,  wenn  die  n  Punkte  A,  ,,.M  des  Systems  in  einem  Kreide 
liegeA.  Diese  Bedingung  wird  vollständig  dadurch  ausgedrückt,  dass 
von  den  n — 3  D.winkeln,  welche  mit  gewissen  dreien  der  n  Punkte 
jeder  der  übrigen  bildet,  ein  jeder  entweder  =0,  oder  3=1 80*^  ist.  Von 
den  im  Allgemeinen  erforderlichen  2n  — *  6  von  einander  unabhängigen 
Quaternionen  sind  dahern — 3  schon  durch  die  Bedingung  der  Kreislage 
als  bekannt  anzusehen,  und  es  müssen  folglich  nur  noch  n — 3  Quater- 
nionen, und  zwar p.yerhältnisse,  gegeben  sein,  sowie  auch  die  ge- 
suchte Quaternion  nur  ein  D.verhältniss  sein  kann.  Bei  einem  System 
von  n  Punkten  eines  Kreises  können  daher  aus  n — 3  von 
einander  unabhängigen  D.verhältnissen  alle  übrigen 
D.Verhältnisse  gefunden  werden. 

Dasselbe  erhellet  ähnlicherweise,  wie  in  §.  40.,  auch  daraus,  dass 
jede  mit  der  Kreisflgur  A . .  .LM  kreis  verwandte  Figur  A\  ..L'M\  wobei 
jf' unendlich  entfernt  liegt,  in  einer  Geraden  enthalten  ist,  dass  alle  diese 
Figuren,  deren  jede  aus  n — 1  Punkten  A\...L'  in  einer  Geraden  be- 
steht, einander  ähnlich  sind,  und  dass,  um  eine  einer  solchen  Figur  ähn- 
liche construiren  zu  können,  von  ersterer  (n  — 1)— 2  von  einander  un- 
abhängige  Verhältnisse  zwischen  den  gegenseitigen  Abständen  ihrer 
n — i  Punkte  gegeben  sein  müssen. 

Uebrigens  kann  man  die  Zahl  n — 3  auch  noch  daraus  folgern,  dass 
jede  Relation  zwischen  D.verhältnissen,  die  von  beliebig  in  einem  Kreise 
liegenden  Punkten  gebildet  werden,  zufolge  der  Natur  der  Kreisver- 
wandtschaft auch  dann  noch  bestehen  muss ,  wenn  die  Punkte  in  einer 
Geraden  genommen  werden,  utid  dass  aus  n — 3  von  einander  unab- 
hängigen D.verhältnissen  zwischen  n  Punkten  in  einer  Geraden  alle 
übrigen  sich  ßnden  lassen  (Baryc.  Cälc.  §.  187.). 

Die  Formel ,  welche  bei  n  Punkten  eines  Kreises  die  Relation  zwi- 
schen n — 3  gegebenen  und  einem 'gesuchten  D.verhältnisse  ausdritckt, 
ist  hiernach  die  nämliche,  wie  bei  n  Punkten  einer  Geraden.  So  wie  aber 
im  letztem  Falle,  wenn  die  Formel  allgemeine  Gültigkeit  haben  soll,  bei 
jedem  D.verhältnisse  nicht  bloss  sein  absoluter  Werth ,  sondern  auch 
sein  Zeichen  zu  berücksichtigen  ist,  so  muss  ein  Gleiches  auch  bei  einem 
System  von  Punkten  in  einem  Kreise  geschehen ,  und  wir  haben  daher 
noch  das  Merkmal  zu  ermitteln,  an  welchem  das  Vorzeichen  eines  D.ver- 
hältnisses,  dessen  vier  Punkte  in  einem  Kreise  liegen»  erkannt  wird. 
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Sind  A,  ByCj . .  Punkte  einer  Geraden,  so  ist  das  Verhaltniss  ABiBC 
positiv  oder  negativ,  jenachdem  B  zwischen  oder  ausserhalb  A  und  C 
liegt,  folglich  das  aus  den  zwei  Verhältnissen  ABiBC  und  CD: DA  zu- 
sammengesetzte D. verbal tniss  {ABCD)  dann  und  nur  dann  negativ,  wenn 
von  den  zwei  Punkten  B  und  D  der  eine  zwischen ,  der  andere  ausser- 
halb A  und  C  liegt,  also  wenn  von  den  zwei  Winkeln  ABC  und  ABC 
der  eine  =180®,  der  andere  =0  ist,  mitbin  wenn  der  D.winkel  ABCD 
=  180®isl;  dagegen  wird  das  D.verbältniss  positiv  sein,  wenn  der  gleich- 
lautende D.winkel  =0  ist.  Wegen  der  Gleichheit  entsprechender  D.winkel 
in  kreisverwandten  Figuren  wird  folglich  nach  derselben  Rege)  auch  dann, 
wenn  A , . .  Z)  in  einem  Kreise  liegen ,  das  D.verhältniss  (ABCD)  mit  dem 
einen  oder  andern  Zeichen  zu  nehmen  sein,  also  (§.  1  4.  a,)  mit  dem  ne- 
gativen oder  positiven,  jenachdem  sich  die  Sehnen  AC  und  BD  innerhalb 
oder  ausserhalb  des  Kreises  schneiden,  oder  —  wie  man  sich  auch  aus- 
drücken könnte  —  jenachdem  die  Bögen  AC  und  BD,  keiner  von  ihnen 
grösser  als  der  Halbkreis  genommen ,  in  einander  greifen ,  oder  nicht. 

§.  44.  Um  das  Vorstehende  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern,  wird  es 
hinreichen,  die  einfachste  unter  den  hierher  gehörigen  Aufgaben  zu  vtrählen 
und  zu  zeigen,  wie  bei  vier  in  einem  Kreise  begriffenen  Punkten  A,..D, 
und  wo  daher  n — 3  =  1  ist,  aus  einem  der  beiden  D. Verhältnisse 

[ABCD)=a  und  {ACBD)=b 
das  andere  gefunden  werden  kann. 

Angenommen,  dass  A,.,D  in  einer  Geraden  liegen,  und  darin  D 
unendlich  entfernt  ist,  wird 

a  =  {AB:BC){CD:DA)  =  —  AB:BC  =  BA:BC, 
wegen  CDiDA^ — 1,  und  eben  so 

b  =  —AC:CB  =  AC:BC; 
folglich  a-i-6  =  1,  wegen  BA+AC=BC, 

Mithin  ist  auch  dann,  wenn  die  vier  Punkte  in  einer  Geraden  und 
alle  endlich  entfernt  hegen,  so  wie  auch  dann,  wenn  sie  in  einem  Kreise 
enthalten  sind:       {ABCD)  +  {ACBD)  =  i  (vergl.  §.  26.); 

und  diese  Gleichung  gilt  bei  gehöriger  Berücksichtigung  der  Zeichen 
allgemein,  für  jede  Aufeinanderfolge  der  vier  Punkte.  Ist  z.  B.  ABDC 
diese  Folge,  so  greifen  weder  AC  und  BD,  noch  AB  und  CD  in  einander, 
und  es  sind  daher  a  und  b  positiv.  Dagegen  findet  sich  bei  der  Folge  ABCD 
a  negativ  und  b  positiv. 
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Zusatz.  Id  jeder  Gleichung  zwischen  D. Verhältnissen,  deren  Punkte 
in  einem  Kreise  hegen ,  so  wie  in  jeder  andern  mit  eii\er  solchen  identi- 
schen Gleichung,  z.  B.  in  der  nach  A,  B,  C  symmetrisch  geordneten 

AD.BC  +  BD.CA  +  CP.AB^O, 

kann  man  die  Zeichen  der  einzelnen  Glieder  auch  dadurch  ermitteln, 
dass  man  zuerst  die  Zeichen  der  einzelnen  Linien  nach  folgender  Regel 
bestimmt.  Man  wähle  beliebigwo  im  Kreise  einen  Punkt  üf  und  nehme  jede 
der  Sehnen  AD,  BC,  etc.  negativ  oder  positiv,  jenachdem  man,  im  Kreise 
selbst  stets  nach  einem  und  demselben  Sinne  fortgehend,  um  von  A  bisD, 
von  B  bis  C,  etc.  zu  gelangen,  durch  M  gehen  muss,  oder  nicht.  —  Die 
Richtigkeit  dieser  Vorschrift  wird  sogleich  einleuchten ,  vyenn  man  in 
einer  kreisverwandten  geradlinigen  Figur  den  Punkt  M  unendlich  ent- 
fernt annimmt. 

§.  45.  Sowie  in  Folge  der  Theorie  der  Kreisverwandtschaft  ebener 
Figuren  jede  Relation  zwischen  D.verhaltnissen ,  die  von  Punkten  einer 
Geraden  gebildet  werden,  auch  für  ein  System  von  Punkten  eines 
Kreises  gilt,  so  muss,  den  Sätzen  gemäss,  die  in  §.  32.  u.  folg.  in 
Bezug  auf  die  Kreisverwandtschaft  im  Räume  entwickelt  worden  sind, 
auch  jede  Gleichung  zwischen  Quatemionen  einer  ebenen  Figur  unver- 
ändert von  der  Ebene  auf  eine  Kugelfläche  übergetragen  werden  können, 
wie  auch  schon  aus  der  Theorie  der  stereographischen  Projection 
(§.  24.  und  25.)  hervorgeht. 

Bei  einem  Systeme  von  n  Punktön  einer  Kugelfläche 
wird  demnach  gleichfalls  (§.  39.)  durch  2n — 6  von  einander  un- 
abhängige Quaternionen  jede  der  übrigen  bestimmt;  nur 
dass  hierbei  unter  ABCD  der  von  den  zwei  Kreisen  ABC  und  ADC 
gebildete  Winkel  zu  verstehen  ist. 

Bei  vier  Punkten  einer  Kugelfläche,  d.  i.  bei  viei*  im  Baume  beliebig 
liegenden  Punkten  A,..D,  werden  daher  zwischen 

den  Producten  BC.AD,        CA.BD,      AB. CD   und 
den  Winkeln     BAC'BDC,  CBACDA,  ACB'ADB 

dieselben  Relationen,  wie  zwischen  den  Seiten  und  den  gegenüber- 
liegenden Winkeln  eines  ebenen  Dreiecks,  statt  haben. 

Desgleichen  werden  die  zwei  in  §.  42.  für  ein  ebenes  Fünfeck  ent- 
wickelten Formeln  (A)  und  {B)  auch  bei  einem  Systeme  von  fUnf  Punkten 
auf  einer  Kugelfläche  bestehen.   Und  da  die  Formel  {B)  auch  als  die 
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zwischen  den  gegenseitigen  Abständen  der  fünf  Punkte  zu  erfüllende 
Bedingung  angesehen  werden  konnte,  unter  welcher,  wenn  vier  der  fünf 
Punkte  in  einer  Ebene  liegen ,  aach  der  fünfte  in  ihr  begriOen  ist,  durch 
vier  Punkte  aber  stet' seine  Kugelfläche  beschrieben  werden  kann,  so  wird 
—  den  Gesetzen  der  Kreisverwandtschaft  gemäss  —  dieselbe  Formel  (B) 
auch  die  Bedingung  ausdrücken ,  unter  welcher  die  fünf  Punkte  in  einer 
Kugel  fläche  enthalten  sind;  wobei  ich  nur  noch  bemerke,  dass  der  dort 
gedachte  specielle  Fall ,  in  welchem  dessen  ungeachtet,  dass  der  eine 
Punkt  nicht  in  der  Ebene  der  vier  übrigen  liegt,  die  Gleichung  {B)  den- 
noch gültig  ist,  hier  keine  Ausnahme  begründet,  indem  alsdann  die  vier 
Punkte  in  einem  Kreise  liegen  müssen ,  durch  solche  vier  Punkte  aber 
und  jeden  fünften  sich  immer  eine  Kugeifläche  beschreiben  lässt 

§.  46.  Was  noch  die  aus  der  Kreisverwandtschaft  räumlicher  Fi- 
guren  hervorgehenden  Aufgaben  und  insonderheit  die  Anzahl  der  Qua- 
temionen  anlangt,  welche  bei  einem  Systeme  von  n  Punkten  im  Räume 
gegeben  sein  müssen,  um  alle  übrigen  Quaternionen  finden  zu  können, 
so  ergiebt  sich  diese  Zahl  auf  eine  den  in  §§.  39.  und  40.  bei  ebenen 
Figuren  angestellten  Betrachtungen  ganz  analoge  Weise. 

Soll  nämlich  ein  dem  Systeme  von  n  Punkten  If,  iV,  A.  JB,  C, ... 
kreisverwandtes  construirt  werden,  so  geschieht  dieses  nach  §.  36. 
dadurch,  dass  man  erstens  an  die  n — 2  Kreise  MAN,  MBN,  MCN^ ... 
in  M  geradlinige  Tangenten  a,  b,  c, . . .  legt  und  ein  diesem  Liniensystem 
gleiches  System  von  Geraden  a\  h\  c\..,  construirt,  welche  sich  in  dem 
willkührlichen  Punkte  M'  schneiden.  Hierbei  kann  a  beliebig  durch  M' 
gelegt  werden;  6' wird  durch  den  Winkel  a"b'^=a"b,  und  jede  der  n — 4 
übrigen  Geraden  c\  d\,..  durch  zwei  Winkel,  z.  B.  c  durch  a^c  =  a'c 
und  b'^c^b^c,  bestimmt.  Die  Anzahl  aller  Winkel,  welche  somit 
dem  ursprünglichen  Systeme  entnommen  werden,  ist^1-i-2(n — 4\ 
und  jeder  dieser  Winkel  ist  eine  Quaternion,  z.  B.  a^b^MAN'MBN 
=  MANB. 

Nach  willkührlicher  Annahme  von  IS'  lassen  sich  nunmehr  die 
n— 2  Kreise  M'AN\  M'BN\  M'C'N',  etc.  beschreiben.  In  dem  ersten 
derselben  ist  A'ein  beliebiger  Punkt;  jeder  der  übrigen  Punkte  R,  C, . . . 
aber  wird  in  seinem  Kreise  durch  ein  D.verhältniss  bestimmt,  z.  B.  ff 
durch  {M'AN'ff)^=i{MANB).  Die  Anzahl  der  hierzu  erforderlichen  D. Ver- 
hältnisse ist  demnach  =n — 3. 
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Die  Anzahl  aller  Quaternionen ,  welche  zur  Conslruction  des  kreis- 
verwandten Systems  nöthig  sind,  ist  folglich  =1+2 (n  —  4)  +  n  —  3 
=  3n  — 10.  Hieraus  ist  aber,  wie  in  §.  39.,  zu  scbliessen,  dass  bei 
einem  Systeme  von  n  Punkten  im  Räume  aus  irgend  3n — 10 
von  einander  unabhängigen  Quaternionen  desselben  alle 
übrigen  Quaternionen  gefunden  werden  können. 

Zu  demselben  Resultate  kann  man,  wie  in  §.  40.,  auch  dadurch 
gelangen ,  dass  man  das  System  von  n  Punkten  auf  ein  anderes  von 
n  —  1  Punkten  reducirt,  indem  man  für  das  erstere  ein  ihm  kreisver- 
wandtes setzt,  dessen  einer  Punkt  unendlich  entfernt  liegt.  Jede  diesen 
Punkt  enthaltende  Quatemion  verwandelt  sich  damit  auch  hier  in  eine 
Ternion,  und  jede  hierher  gehörige  Aufgabe  in  eine  derjenigen,  welche 
aus  der  Verwandtschaft  der  Aehnlichkeit  entspringen.  Wie  man  weiss, 
gilt  aber  hinsichtlich  solcher  Aufgaben ,  insofern  sie  den  Raum  betreffen, 
der  Satz,  dass  bei  einem  System  von  n  —  1  Punkten  aus  3(n  — 1)— 7, 
ssBn — 10,  von  einander  unabhängigen  Stücken,  welche  tbeils  Ter- 
nionen,  theils  Functionen  solcher  sind ,  alle  tlbrigen  Stücke  derselben  Art 
sich  finden  lassen. 

Es  leuchtet  übrigens  von  selbst  ein,  dass  die  in  §.  41.  gegebenen 
Vorschriften,  um  eine  zur  Kreisverwandtschafl  in  der  Ebene  gehörige 
Aufgabe  auf  eine  gewöhnliche  der  Polygonometrie  zurückzuführen,  auch 
gegenwärtig  anwendbar  sind,  und  ich  will  nur  noch  bemerken,  dass 
für  n=4,  wo  3n — 10=2  wird,  die  Aufgabe  mit  der  bereits  in  §.  42. 
fUr  denselben  Werth  von  n  aufgestellten  zusammenfällt. 


§.  47.  Sowie  im  Letztvorhergehenden,  um  eine  Relation  zwischen 
Quaternionen  einer  Figur  zu  erhalten ,  einer  der  Punkte  der  Figur  un- 
endlich entfernt  angenommen,  und  damit  jede  diesen  Punkt  ent- 
haltende Quaternion  in  eine  Ternion  verwandelt  wurde,  so  kann  man 
auch  aus  denselben  auf  der  Natur  der  Kreisverwandtschaft  beruhen- 
den Gründen,  aus  jeder  Gleichung  zwischen  Teiiiionen,  d.  b.  aas 
jedem  Satze,  welcher  eine  Relation  zwischen  einfachen  Winkeln  ond 
Linienverhaltnissen  betrifft,  dadurch ,  dass  man  jeder  Ternion  einen  und 
denselben  neuen  Punkt  hinzufügt»  einen  entsprechenden  Satz  zwiscben 
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QuatcmioDen  ableiten. —  Die  Kreisverwandlschafl  wird  auf  solche  Weise 
eine  sehr  ergiebige  Quelle  neuer  Satze,  deren  Beschaffenheit  aus  den 
nachfolgenden  Beispielen  genUglich  erhellen  wird. 

1)  Daraus,  dass  die  Summe  der  drei  Winkel  eines  Dreiecks  ABC 
+ BC A+C AB  =^iSO^  ist,  folgt  durch  Zusetzung  von  D : 

ABCD+BCAD+CABD=i»0'^  (§.  13.), 
wofür  wir  auch  schreiben  können : 

BCD  BAD+ CAD  CBD+ABD  ACD =180®. 
Also   auch  in  einem   von  drei  Kreisbögen  gebildeten  Dreiecke  ABC 
ist,  y^cnn  sich  die  drei  Kreise  noch  in  einem  Punkte  D  schneiden,  die  Swntne 
der  drei  Winkel  zweien  Rechten  gleich. 

Die  analogen  Sätze  für  cyklische  in  einer  Ebene  oder  auf  einer 
Kugelflache  construirte  Vierecke,  Fünfecke  u.  s.  w.  folgen  hieraus 
von  selbst. 

2)  Aus  der  trigonometrischen  Grundformel  CA:iiA=ssinilJBC:sinJ3CA 
fliesst  [CABD)  =  sin ABCD :  sin  BCAD  (§.  1 6.). 

3)  Istß4C=180ö,  so  ist(4B:BC)-i-(AC:CÄ)  =  — 1.  Ist  daher 
jBilCJ)=1 80^  d.  h.  liegen  die  vier  Punkte  B, . .  D  in  der  genannlen  Folge 
in  einem  Kreise,  so  hat  man,  weil  fUr  einen  unendlich  entferntea  Punkt  D 
AD:DC^AD:DB  =  —i  ist, 

{ABCD)+{ACBD)  =  \   (vergl.  ,^§.  4*.  und  26.). 

4)  Ist  ÄAC=90^  so  ist  {AB:BCf+{AC:CBf=i .  Aus  BACD=W 
folgt  daher  {ABCDy+(ACBDy=i,  d.  i. 

AB\  CD'+AC\  BD'=AD\BC\ 
Wenn  demnach  bei  einem  ebenen  Viereck  die  Summe  zweier  gegen- 
überliegenden Winkel  einen  Rechten  beträgt,  oder  allgemeiner:  wenn  bei 
einem  Viereck  BACD,  mag  es  eben  sein,  oder  nicht,  die  damit  bestimmten 
Kreise  BAC,  BDC,  und  folglich  auch  die  Kreise  ACD,  ABB,  sich  recht- 
winklig schneiden,  so  ist  die  Summe  der  Producle  aus  den  Quadraten  der 
gegenüberliegenden  Seiten  dem  Producte  aus  den  Quadraten  der  Diagotmlen 
gleich;  ein  neuer  dem  ptolemüischen  ganz  analoger  Satz,  der  eben  so 
aus  dem  pythagoreischen,  wie  der  ptolemUische  aus  dem  Satze  fliesst, 
dass  in  einem  Dreiecke,  welches  einen  Winkel  von  1 80^  hat,  die  Suaime 
der  ihn  bildenden  Seiten  der  dritten  Seite  gleich  ist. 
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5)  Je  zwei  Seiten  AB,  AC  eines  Dreiecks  werden  von  einer  Parallele 

DE  mit  der  dritten  Seite  in  gleichen  Verhält- 
nissen geschnitten;  oder,  in  Gleichungen  aus- 
gedrückt: Ist 

(a)  ADA =180« 

(6)  AEC=^iSO\ 

{c)  CBD+BDE=iSO^, 
so  verhält  sich 

(d)  AD:DB  =  AE:EC; 

woraus   wir,    den    Punkt  N  hinzufügend, 
schliessen:  Wenn 

[a]  ADBN=iSO^,   [b]  AECN=iSO^,   [c]  CBDN+BDEN  =\S0^ 

so  ist  [d]   {ADBN)  =  {AECN). 

Es  ist  aber  [c]  identisch  mit 

BDN'BCN=^SO^—DEN'DBN=BDN'DE^\ 
und  daher  [(^]   BCN'DEN^O, 

was  man  auch  unmittelbar  aus  BC^DE=iO  hatte  schliessen  können. 

Wenn  man  daher  bei  einem  von  drei  sich  in  einem  Punkte  iV  schnei- 
denden Kreisen  ABN,  ACN,  BCN  gebildeten  Dreieck  ABC  durch  N  einen 
vierten  Kreis  DEN  legt,  welcher  den  einen  jener  Kreise  BCN  (wegen  [c*]) 
in  N  berührt  und  die  beiden  andern  ABN  und  ACN  (wegen  [a]  und  [6] ) 
in  D  und  E  schneidet,  so  ist  (nach  [d] ) 

{AD:DB)BN=^{AE:EC).CN  oder,  was  dasselbe  ist  (§.  12): 

(ADÄiVC£)  =  — 1. 
Eben  so  ergeben  sich  aus  den  Proportionen 

BA:AD  =  CA:AE  und  AD:DE=AB:BC 

die  Gleichungen  {BADN)  =  {CAEN)  und  {DABCNE)=^-^i. 

Auch  sind  bei  der  Kreisfigur,  ebenso  wie  bei  der  geradlinigen, 
die  zwei  Dreiecke  ABC  und  ADE  gleichwinklig. 

6)  Wird  von  den  drei  Seiten  BC,  CA,  AB  eines  Dreiecks   eine 
vierte  Gerade  in  F,  G,  H  geschnitten ,  so  ist  bekanntUch 

BF     CG     AH . 

FC  '  OA  '  HB  ~       ^' 

Dieselbe  Gleichung  besteht  folglich  (§.  15.  Zus.)  auch  dann,  wenn 
von  den  drei  durch  vier  Punkte  A,  B,  C,  N  bestimmten  und  daher,  wo 

AbhaDdl.  d.  R.  S.  Ges.  d.  Wissenicb.  IV.  42 
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nicht  in  einer  Ebene,  in  einer  Eugelfläche  liegenden  Kreisen  BCN,  CAN, 
ABN  ein  vierter  durch  N  gehender  und  in  derselben  Fläche  enthaltener 
Kreis  in  F,  G,  B  geschnitten  wird.  —  Dabei  ist  das  Verhältniss  BF:  FC 
positiv  zu  nehmen,  wenn  BFCN,  negativ  aber,  wenn  FBCN,  oder  BCFN 
die  Aufeinanderfolge  dieser  vier  Punkte  in  ihrem  Kreise  ist,  weil ,  wenn 
F  mit  B  und  C  in  einer  Geraden ,  und  N  in  dieser  Geraden  unendlich 
entfernt  liegt,  das  Verhältniss  BF:  FC  unter  denselben  Bedingungen 
einen  positiven,  oder  negativen  Exponenten  hat.  —  Dass  Analoges 
auch  von  den  Verhältnissen  CG:GA  und  AU: HB  gilt,  brauche  ich  nicht 
hinzuzufügen. 

7)  Wenn  die  Geraden  AB  und  CD,  und  des- 
gleichen AC  und  BD  einander  parallel  sind,  so 
ist  AB=CD  und  AC=BD,  also  BA:AC=DC  CA 
und  CA:AB^DB:BA.  Hieraus  folgt  der  Salz: 

Legt  man  in  einer  Ebene  oder  einer  Kugel- 
fläche durch  einen  Punkt  N  zwei  Paare  einander 
daselbst  berührender  Kreise  ABN  und  CDN,  ACN 
und  BDN,  so  verhält  sich 

AB:CD  =  AN.BN:CN.DN  d.i.  {ABNCDN)=\ 

und  AC:BD  =  AN.  CN:  BN.  DN  d.  i.  {ACNBDN)  =  1 . 

Uebrigens  ist,  wie  bei  dem  geradlinigen  Parallelogramm  ABDCy 
auch  bei  dem  gleichnamigen  von  den  vier  Kreisen  gebildeten  Vierecke 
die  Summe  je  zweier  nächstfolgender  Winkel  =  1 80^ 

8)  Werden  von  vier  sich  in  denselben  zwei  Punkten  schneidenden 
Kreisen  einer  Ebene  oder  einer  Kugelfläche  zwei  andere  Kreise,  deren 
jeder  nur  den  einen  jener  zwei  Punkte  trifil,  in  A,  B,  C,  D  und  in  F,  G, 
ff,  J  geschnitten,  so  ist  {ABCD)=z[FGHJ),  wie  aus  dem  bekannten 
Satze  von  vier  sich  in  einem  Punkte  schneidenden  und  in  einer  Ebene 
liegenden  Geraden  hervorgeht.  —  Und  da  dieser  Satz  auch  für  ein 
System  von  vier  sich  in  derselben  Geraden  schneidenden  Ebenen  gilt,- 
80  wird  auch  von  vier  durch  einen  und  denselben  Kreis  gelegten  Kugelflächen 
jeder  andere  diesen  Kreis  einmal  schneidende  Kreis  nach  einem  und  dem- 
selben D.Verhältnisse  geschnitten. 

9)  Werden  die  drei  Seiten  ßC,  CA,  AB  eines  Dreiecks  von  einer 
vierten  Geraden  in  A',  B\  C  geschnitten ,  so  sind  die  zwei  Systeme 

A,B,C,  A',  B\  C  und  A',  B\  C,  A^B^C 
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einander  kreisverwandt,  wie  sich ,  sei  es  durch  die  Gleichheit  je  zweier 
entsprechender  D.winkel ,  oder  je  zweier  entsprechender  D.verhäUnisse, 
leicht  darthun  lässt.  Den  vier  Geraden  ABC,  ABC,  ABC,  ABC  des 
einen  Systems  entsprechen  daher  im  andern  die  vier  Kreise  AB'C, 
ABC,  ABC,  ABC,  die  sich  folglich  in  einem  Punkte,  dem  C.punkte 
des  andern,  (der  wegen  der  involutorischen  Beziehung  zwischen  beiden 
Systemen  auch  der  C.punkt  des  erstem  ist,)  schneiden  müssen.  Dies 
giebt  den  bekannten  Satz ,  dass  die  vier  Kreise,  welche  man  um  die 
vier  von  vier  in  einer  Ebene  enthaltenen  Geraden  gebildeten  Dreiecke 
beschreibt,  sich,  in  einem  Punkte  schneiden. 

Wir  folgern  hieraus  weiter,  dass,  wenn  vier  in  einer  Ebene  oder 
einer  Kugelflache  liegende  Kreise  einen  Punkt  gemein  haben,  auch  die 
vier  neuen  Kreise,  welche  um  die  von  Bögen  der  erstem  gebildeten 
Dreiecke  beschrieben  werden  können ,  sich  in  Einem  Punkte  begegnen ; 
oder  mit  andern  Worten :  Haben  sechs  Punkte  A,  B,  C,  A,  B',  C  eine  solche 
Lage,  dass  sich  die  vier  Kreise  ABC,  ABC,  ABC,  ABC  in  einem  Punkte 
schneiden,  und  weshalb  die  sechs  Punkte,  wo  nicht  in  einer  Ebene,  in  einer 
Kugel  fläche  liegen  müssen,  so  schneiden  sich  auch  die  vier  Kreise  ABC, 
ABC,  ABC,  ABC  in  einem'Punkte. 


Dmck  von  Breitkopf  und  Hftrtel  in  Leipiig. 
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